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在 数字 计算 机 出 现 之 前 ， 阿 兰 : 图 灵 就 预想 了 它们 的 功能 和 通用 
性 ...... 也 证 明了 哪些 事 是 计算 机 永远 做 不 了 的 。 

由 Windows 编 程 大 师 Charles Petzold 耗 时 多 年 编写 的 这 本 书 剖 析 了 现 
代 计 算 机 原理 开山 之 作 、 阿兰 ,图 灵 流 务 百 世 的 论文 “On Computable 
Numbers, with an Application to the Entscheidungs problem". 图 灵 在 其 中 
描述 了 一 种 假想 的 计算 机 器 ， 探 索 了 其 功能 和 内 在 的 局 限 性 ， 由 此 建立 
了 现代 程序 设计 和 可 计算 性 的 基础 。 这 本 书 也 像 是 一 本 小 说 ， 行 文 间 罕 
插 讲述 了 图 灵 的 成 长 经 历 和 教育 背景 ， 以 及 他 跌宕 起 伏 的 一 生 ， 包 括 
破解 德国 恩 尼 格 密码 的 传奇 经 历 ， 他 对 人 工 智能 的 探索 ， 他 的 性 取 问 ， 
以 及 最 终 因 同性 恋 的 罪名 而 在 41 岁 时 自杀 的 悲惨 结局 。 全 书 完整 揭示 了 
阿兰 .图 灵 非 凡 、 传 奇 而 悲剧 的 一 生 ， 是 了 解 图 灵 的 思想 和 生平 的 极 好 
有 








阿兰 图 灵 〈1912-1954) 


英国 数学 家 、 旭 辑 学 家 ， 航 称 为 计算 机 科学 之 父 、 人 工 智 能 之 父 ， 
征 计算 机 逻辑 的 真 基 者 ， 提 出 了 “图 灵机 ”和 “图 灵 测 试 ” 等 重要 概念 。 为 
纪念 他 在 计算 机 领域 的 蛙 越 贡献 ， 美 国 计 算 机 协会 于 1966 年 设立 图 灵 
奖 ， 此 奖项 被 蕉 为 计算 机 科学 界 的 话 贝 尔 奖 。 


Charles Petzold 


Windows 编 程 大 师 、 世 界 顶 级 技术 作家 、 微 软 资深 MVP， 拥 有 25 年 
的 Windows 编 程 经 验 。1994 年 5 月 ，Petzold 作 为 唯一 的 作家 ， 获 得 由 微 
软 公司 和 Window Magazine 授 予 的 windows 先 锋 奖 〈 仅 7 人 获奖 ) ， 知 道 
今天 ， 他 依然 是 Windows GDI 程 序 设 计 首席 技术 作家 。 他 出 版 过 十 几 本 


著作 ， 其 中 包括 Win32 API 编 程 经 典 《Windows 程 序 设计 》、《 编 码 》 
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生 的 影响 。 


内 容 提要 


图 灵机 是 英国 数学 家 阿兰 :图 灵 提 出 的 一 种 抽象 计算 模型 ， 本 书 深入 剖析 了 图 灵 摘 述 图 灵机 
和 可 计算 性 的 论文 《 论 可 计算 数 及 其 在 判定 性 问题 上 的 应 用 》。 书 中 在 详解 论文 的 同时 , 附带 了 
大 量 的 历史 背景 资料 、 图 灵 的 个 人 经 历 ， 以 及 图 灵机 对 人 们 理解 计算 机 、 人 类 意识 和 宇宙 所 产 








































































































a I 程序 员 或 其 他 技术 人 员 ， 同 时 也 适合 欲 了 解 图 灵 Æ 














平 以 及 他 构建 图 灵机 的 思维 过 程 的 读者 阅读 。 
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图 灵机 (Tiiring Machine) : 1936 年 ， 阿 兰 : 图 灵 写 了 一 篇 关于 计算 
机 器 的 设计 和 局 限 性 的 论文 ， 由 此 ， 它 们 被 冠 以 了 图 灵 的 名 字 。 这 个 变 
音 i 其 实 是 不 必要 的 ， 这 只 是 大 家 推测 ， 这 么 难以 理解 的 东西 一 定 是 德 
国人 写 的 。 





一 一 摘自 Faster Than Thought: A Symposium on 
Digital Computing Machines (1953) 





研究 过 计算 机 的 历史 、 技 术 或 理论 的 人 ， 都 会 接触 到 “图 灵机 ”这 个 
概念 。 在 1936 年 ， 为 帮助 解决 数理 逻辑 中 的 一 个 问题 ， 英 国 数学 家 阿兰 
‘Aix (1912—1954) 提出 了 图 录 机 。 它 是 一 种 纯 属 虚构 的 计算 机 ， 连 
计算 机 假设 也 算 不 上 。 而 由 此 得 到 的 意外 收获 是 ， 图 灵 创 立 了 一 个 新 的 





研究 领域 一 一 计算 理论 (或 可 计算 性 ) ， 它 主要 研究 数字 计算 机 的 功能 
和 局 限 性 。 











尽管 图 灵机 是 一 种 并 不 太 合理 的 计算 机 ， 但 由 于 其 目 身 极其 简单 而 
大 放 异 彩 。 最 基本 的 图 灵机 只 能 进行 一 些 简单 的 操作 。 如 果 连 这 些 操作 
都 不 能 做 ， 那 么 这 合 机 器 干脆 什么 都 别 做 了 。 然 而 ， 只 要 将 这 些 简 单 的 
操作 组 合 起 来 ， 图 灵机 就 能 够 进行 现代 数字 计算 机 可 以 执行 的 任何 计 


算 。 

拨 开 云 筋 见 天 日 ， 通 过 考 碍 计算 机 的 原始 基础 ， 我 们 就 能 够 更 好 地 
理解 数字 计算 机 的 能 力 和 局 限 性 ， 这 二 者 同样 重要 。 尽 管 有 人 早 就 论证 
过 计算 机 可 以 做 什么 ， 但 在 这 种 论证 出 现 多 年 之 前 ， 图 灵 束 证 明了 计算 
机 了 永远 都 做 不 到 的 事 。 

图 灵机 仍然 是 被 前 述 和 探讨 的 热门 话题 ， 你 可 以 试 试用 喜爱 的 网 络 
搜索 引擎 搜索 “图 灵机 ”。 然 而 ， 我 狂 很 少 有 人 会 阅读 阿兰 :图 灵 描 述 他 
这 项 创造 的 原始 论文 。 或 许 ， 这 与 论文 的 标题 “On Computable Numbers, 
with an Application to the Entscheidungsproblem”(“ 论 可 计算 数 及 其 在 判 
定性 问题 上 的 应 用 ”) 有 关 。 即 使 你 会 读 最 后 那个 单词 ( 试 试看 ， 将 重 
音 放 在 第 二 个 音节 上 ， 把 这 个 音节 发 成 类 似 “shy” 的 音 ， 这 就 差不多 
了 ) ， 并 且 知 道 它 的 意思 《 即 判定 性 问题 )》， 你 可 能 也 会 担心 ， 图 灵 一 
定 指 望 他 的 读者 对 繁多 的 德国 数学 问题 有 基本 的 了 解 。 快 速 浏 览 这 篇 论 
X (其 中 还 用 到 了 德国 哥 特 式 字 体 来 表示 机 器 状态 ) 也 无 法 让 人 消除 这 
种 担心 。 今 天 的 读者 还 能 手 捧 70 年 前 伦敦 数学 学 会 集刊 中 的 文章 ， 并 坚 
持 看 到 有 所 收获 ， 甚 至 十 分 满意 吗 ? 

这 本 书 要 讲 的 正 是 这 篇 论文 。 它 包含 了 图 灵 原 版 36 页 的 论文 上 1 
“On Computable Numbers, with an Application to the 
Entscheidungsproblem” 和 增补 的 3 页 修订 -2 上， 并 辅 以 背景 材料 和 大 量 
注解 。 阅 读 图 灵 的 原版 论文 加 是 在 探索 他 构建 图 灵机 的 思维 过 程 ， 束 像 
在 他 充满 想象 、 内 容 丰 富 的 思想 中 进行 一 次 奇特 的 旅行 。 图 灵机 不 仅 对 
计算 产生 了 深远 的 影响 ， 还 深 深 影响 了 我 们 对 数学 局 限 性 、 人 类 思维 方 
式 ， 甚 至 宇宙 本 质 的 理解 。( 当然， 图 灵 的 论文 中 并 没有 出 现 “ 图 灵 
机 ”这 个 术语 ， 他 称 之 为 “计算 机 器 *。 不 过 ， 早 在 1937 年 [31 人 们 就 开 
始 使 用 “图 灵机 ”这 种 说 法 ， 并 且 人 至 今 仍 是 标准 术语 。) 

我 在 对 图 灵 论 文 进行 注释 的 过 程 中 ， 发 现 用 解释 和 阐述 频繁 打 断 他 



































的 叙述 还 是 很 有 用 的 。 我 努力 做 到 (但 并 没有 完全 做 到 ) 不 打 断 他 的 某 
一 整 句 话 。 大 部 分 情况 下， 我 会 在 讨论 中 保留 图 灵 自 己 的 术语 和 符号 ， 
不 过 有 时 ， 虽 然 图 灵 没 有 采用 某 个 术语 ， 如 采 我 觉得 这 个 术语 在 解释 其 
工作 时 很 有 用 ， 也 会 引入 这 些 术 语 。 

图 灵 论 文 的 内 容 会 像 下 面 这 样 表示 。 

We shall avoid confusion by speaking more often of computable 
sequences than of computable numbers. 

为 了 避免 混 消 ， 我 们 会 更 多 地 提 及 可 计算 序列 ， 而 非 可 计算 数 。 

我 们 (指出 版 商 和 我 ) 努力 保留 图 灵 原 始 论文 的 字体 和 版 式 ，-4 
除非 有 一 些 奇怪 的 表示 方法 “比如 冒号 前 加 空格 〉 在 现代 文字 处 理 软 件 
中 忌 报 错 。 原 稿 中 所 有 的 行 间 距 也 得 以 保留 。 图 灵 的 论文 中 存在 一 些 印 
刷 错误 、 技 术 性 错误 和 理论 上 的 踢 漏 ， 尽 管 我 没有 在 原文 中 加 以 修正 ， 
但 会 在 评注 中 一 一 指出 。 图 灵 对 他 自己 论文 内 容 的 引用 ， 仍 沿用 原 发 表 
期 刊 中 的 页 码 ， 我 没有 修改 这 些 引 用 ， 不 过 在 评注 中 指出 了 被 引用 部 分 
在 本 书 中 的 页 码 。 偶 尔 ， 你 会 在 图 灵 的 论文 中 发 现 一 个 括 起 来 的 数字 ， 
例如 : 

When the letters are replaced by figures, as in 8 5, we shall 
have anumerical 

















[243] 
description of the complete configuration, which may be called 
its description number. 

如 果 用 数字 代替 这 些 字 母 ， 如 在 85 中 ， 那 么 我 们 可 以 得 到 这 个 完 
全 格局 的 数字 表示 ， 也 可 以 称 作 它 的 描述 数 。 

这 是 原 论 文 的 分 页 处 以 及 标注 的 页 码 。 我 这 本 书 的 脚注 采用 的 是 圆 
圈 编 号 ， 而 图 灵 论 文 的 脚注 使 用 符号 标注 ， 并 写 在 阴影 部 分 。 

如 采 只 保留 本 书 阴 影 部 分 的 英文 内 容 ， 再 组 合 起 来 ， 得 到 的 就 是 完 
整 的 图 灵 论 文 ， 而 我 这 个 劳 而 无 功 的 作者 只 能 欲 尖 无 泪 了 。 更 有 趣 的 阅 
读 方 式 是 ， 先 读本 书 ， 再 读 没 有 被 我 打 断 的 图 灵 论 文 。 

图 灵 的 论文 分 散在 本 书 的 第 4~15 章 ， 其 修订 内 容 在 第 16 章 。 他 的 论 
文 分 为 11 个 部 分 和 一 个 附录 ， 对 应 到 本 书 的 页 码 是 : 








1. 计算 机 器 58 
2. 定义 63 
3. 计算 机 器 示例 69 
4. 缩 略 表 99 


5. 可 计算 序列 的 枚 举 118 


6. 通用 计算 机 器 130 
7. 通用 机 的 详细 描述 136 
8. 对 角 线 法 的 应 用 158 
9. n TEASER] Y. Ig 175 
10. 大 量 可 计算 数 的 示例 219 
11. 在 判定 性 问题 中 的 应 用 244 
附录 274 


图 灵 写 这 篇 论文 的 最 初 动机 是 想 解 决 德国 数学 家 大 卫 : 希 尔 伯 特 
(1862—1943) 构想 的 一 个 问题 。 和 希 尔 伯 特 想 寻 找 一 种 通用 的 方法 来 判 
定数 理 逻 辑 中 的 任意 命题 是 否 可 证 。 寻 找 这 种 “通用 的 方法 ”被 称 为 判定 
性 问题 。 尽 管 判 定性 问题 确实 是 图 灵 写 这 篇 论文 的 动机 ， 但 是 这 篇 长 篇 
大 论 本 身 讲 的 却 是 可 计算 数 。 在 图 灵 的 定义 中 ， 可 计算 数 就 是 可 以 使 用 
机 器 计算 的 数 。 论 文 前 面 60% 的 内 容 都 是 图 灵 对 可 计算 数 的 探索 ， 就 算 
完全 不 了 解 希 尔 伯 特 在 数理 逻辑 或 判定 性 问题 方面 的 研究 ， 也 能 够 阅读 
并 理解 这 些 内 容 。 

了 解 可 计算 数 与 “实数 ”的 区 别 对 于 理解 图 灵 的 观点 很 重要 。 因 此 ， 
本 书 利用 前 几 章 介绍 了 数字 分 类 的 背景 知识 ， 数 字 包 括 整 数 、 有 理 数 、 
无 理 数 、 代 数 数 和 超越 数 ， 它 们 都 可 归 为 实数 。 我 尽 可 能 不 涉及 比 高 中 
数学 更 复杂 的 知识 。 我 知道 ， 有 些 读者 离开 快乐 的 高 中 生活 已 经 几 十 年 
了 ， 我 要 努力 唤醒 这 些 记 忆 。 如 果 由 于 我 本 着 这 种 教育 热情 而 做 出 一 些 
冒犯 读者 的 解释 ， 我 表示 歉意 。 

尽管 我 觉得 本 书 的 读者 大 多 会 是 计算 机 科学 专业 的 学 生 、 程 序 员 或 
其 他 技术 人 员 ， 但 是 我 还 是 尽量 让 非 程序 员 的 读者 也 愿意 读 ， 因 此 我 定 
义 了 一 些 便于 理解 的 术语 。 图 灵 的 论文 被 誉 为 “20 世 纪 的 一 座 知 识 地 
标 ”[51 ， 我 希望 本 书 可 以 让 更 多 的 读者 领略 到 这 篇 论文 的 风采 。 

为 了 满足 不 同 读者 的 需要 ， 本 书 分 成 了 四 个 部 分 。 

第 一 部 分 “基础 > 介绍 阅读 图 灵 论 文 所 必须 掌握 的 一 些 历 史 和 数学 背 
AAT e 

第 二 部 分 “可 计算 数 ” 包含 了 图 灵 论 文 的 大 部 分 内 容 ， 也 是 关心 图 灵 
机 和 可 计算 性 相关 问题 的 读者 最 感 兴趣 的 部 分 。 

第 三 部 分 “判定 性 问题 ” 先 简要 介绍 了 数理 逻辑 的 背景 知识 ， 然 后 讨 
论 图 灵 论 文 的 剩余 部 分 。 


























第 四 部 分 “ 题 外 话 ” 讨论 了 图 灵机 为 何 成 为 人 们 理解 计算 机 、 人 类 意 
识 和 宇宙 本 身 的 必要 工具 。 

第 三 部 分 的 数学 内 容 肯 定 是 比 前 几 章 的 难 ， 并 且 讲 得 比较 快 。 对 图 
灵 论 文 在 数理 逻辑 方面 的 影响 不 感 兴趣 的 读者 甚至 可 以 跳 过 第 三 部 分 ， 
直接 阅读 第 四 部 分 。 

本 书 涉及 数学 中 几 个 大 的 研究 领域 ,包括 可 计算 性 和 数理 逻辑 。 我 
仅仅 把 与 理解 图 灵 论 文 最 相关 的 那些 主题 和 概念 挑 出 来 加 以 解释 ， 省 去 
了 很 多 细节 ， 因 此 本 书 从 深度 和 严格 性 上 都 无 法 取代 那些 可 计算 性 和 这 
辑 方面 的 专业 书籍 。 想 深入 研究 这 些 领域 的 读者 可 以 查阅 参考 文献 。 

阿兰 :图 灵 一 生发 表 过 近 30 篇 论文 和 文章 16] ， 却 从 未 写 过 书 。 其 中 
的 两 骗 论 文 造就 了 他 流芳 百世 的 声望 。“On Computable Numbers”(“ 论 
可 计算 数 ”) 当然 是 第 一 篇 。 第 二 篇 名 为 “Computing Machinery and 
Intelligence”(“ 计 算 机 器 和 智能 ”发 表 于 1950 年 )， 这 一 篇 的 技术 性 不 
是 很 强 ， 几 灵 在 文中 首次 提出 了 一 种 判断 人 工 智 能 的 标准 ， 在 今天 被 称 
为 “图 灵 测 试 "。 总 的 来 说 ， 一 台 机 器 如 果 可 以 骗 得 我 们 相信 它 是 一 个 
人 ， 那 么 就 可 以 说 它 是 智能 的 。 

图 灵机 和 图 灵 测 试 是 阿兰 :图 灵 声 名 不 朽 的 两 大 基石 。 初 看 上 去 ， 它 
们 像 是 两 个 完全 不 同 的 概念 ， 但 事实 并 非 如 此 。 图 灵机 是 以 一 种 非常 机 
械 的 方式 展现 人 类 如 何 进行 数学 运算 的 ， 图 灵 测 试 则 是 对 计算 机 能 力 的 
人 为 评估 。 在 整个 数学 研究 期 间 ， 图 灵 都 在 探索 人 类 思维 和 计算 机 器 之 
间 的 关系 ， 他 所 采用 的 研究 方法 至 今 仍 很 吸引 人 。 

很 多 关于 可 计算 性 的 教科 书 只 讨论 图 灵 的 研究 而 不 涉及 图 灵 这 个 
人 ， 它 们 可 没有 劳 神 讲述 有 关 个 人 传记 的 细 市 。 不 过 ， 本 书 不 会 这 么 
做 。 图 灵 在 二 战 期 间 所 做 的 密码 分 析 方 面 的 秘密 工作 ， 他 参与 的 影响 力 
巨大 的 计算 机 工程 ， 他 对 于 人 工 智 能 的 思索 ， 他 的 性 取 同 ， 他 由 于 “ 严 
HRB” FEM PORTA NA, WRI IN AAA, MAX 
些 事情 都 需要 关注 。 

得 益 于 英国 数学 家 安德鲁 : 霍 奇 斯 (1949 一 ) 撰写 的 精彩 传记 Alan 
Turing: The Enigma ( (X f&-Edoéfe: WEHE) , Simon & 
Schuster，1983 年 出 版 ) ， 我 没 费 多 大 力气 就 总 结 出 了 图 灵 一 生 中 的 重 
要 事件 。 霍 奇 斯 对 图 灵感 兴趣 的 部 分 原因 ， 在 于 他 参与 了 20 世 纪 70 年 代 
的 同性 恋 解 放 运 动 。 霍 奇 斯 的 传记 还 给 休 . 怀 特 摩 尔 的 剧本 Breaking the 
Code《〈《 破 解密 码 》，1986) 带 来 了 灵感 ， 在 舞台 上 和 在 1996 年 改编 的 
电视 片 中 ， 阿 兰 :图 灵 的 角色 都 是 由 德里 元 :雅克 比 扮演 的 。 

如 同 早期 的 英国 数学 家 、 计 算 机 先驱 查尔斯 : 巴 贝 奇 (1791 一 1871) 
和 艾 达 .拉夫 拉 斯 (1815 一 1852) ， 图 灵 也 成 为 计算 机 时 代 的 一 个 标 






































志 。 美 国 计 算 机 协会 每 年 都 会 为 在 计算 机 行业 做 出 杰出 贡献 的 人 颁发 图 
灵 奖 ， 奖 金 为 10 万 美元 。 现 在 还 有 一 些 用 来 组 装 图 灵机 的 工具 ， 比 
如 “图 灵 编 程 语言 "(从 Pascal 衍 生 而 来 》 和 “图 灵 的 世界 ”软件 。 

图 灵 的 名 字 几 平成 为 计算 机 编程 的 通用 代名词 。 杜 特 尼 把 他 的 “计算 
机 科学 探索 ”一 书 命 名 为 The Turing Omnibus € 《图 灵 选集 》， 计 算 机 科 
学 出 版 社 ，1989)〉 。 戴 维 德 : 波 尔 特 把 他 编写 的 一 本 关于 “计算 机 时 代 的 
西方 文化 ”的 书 命名 为 Turing’*s Man € 《图 灵 时 代 的 人 类 》， 北 卡罗来纳 
州 大 学 出 版 社 ，1984) 。 布 莱恩 :多 特 曼 对 传统 数学 极限 概念 的 评论 文 
Ad Infinitum 〈 斯 坦 福 大 学 出 版 社 ，1993) 被 幽默 地 加 上 了 副标题 The 
Ghost in Turing's Machine 〈《 图 灵机 里 的 幽灵 》 ) 。 

数学 和 计算 机 科学 领域 以 外 的 学 者 也 对 阿兰 :图 灵感 兴趣 。 研 究 文集 
Novel Gazing: Queer Readings in Fiction 〈《 凝 神 注视 :， 论 小 说 的 另类 解 
读 》) 中 最 有 特色 的 一 篇 文章 就 是 由 泰勒 : 科 坦 撰写 的 The “Sinister 
Fruitiness" of Machines: Neuromancer, Internet Sexuality, and the Turing 
Test € (#HEDLAS THORN“ DI RU: 神经 漫游 者 、 网 络 性 爱 和 图 灵 测 
试 》) 。 科 坦 博士 所 说 的 Neuromancer 指 的 是 威廉 :吉布森 蔷 名 的 “ 赛 博 
朋克 ?小 说 Neuromancer 〈《 神 经 漫游 者 》) 。 在 这 部 科 约 小 说 里 ， 有 一 
的 组 织 ， 他 们 负责 确保 人 工 智 能 体 不 会 试图 增强 它们 

智能 。 

图 灵 还 出 现在 很 多 小 说 的 书 名 中 。 马 文 : 明 斯 基 《〈 麻 省 理工 学 院 人 工 
智能 方向 著名 的 研究 者 ) SPINARE RERA S I The Turing 
Option 《图 灵 选 择 》， 华 纳 图 书 公司 ，1992)〉 。 伯 克利 计算 机 科学 教 
授 殉 里 斯 托 斯 : 则 由 迪 米 特 里 欧 参 与 创作 了 Turing C (AR) ， 一 部 关于 
计算 的 小 说 ， 抹 省 理工 学 院 出 版 社 ，2003) 。 

玻利维亚 小 说 家 埃 德 蒙 多 :苏丹 写 了 一 本 名 为 Turing’s Delirium € E 
灵 的 狂热 》， 英 文 版 由 丽 莎 :卡特 翻译 ， 稚 顿 : 米 夫 林 出 版 公司 ，2006) 
的 小 说 ， 在 其 中 ， 一 个 外 号 叫 图 灵 的 密码 专家 发 现 了 用 他 的 技能 为 腐败 
政府 服务 帝 来 的 危险 。 在 珍 娜 : 列 文 的 小 说 A Madman Dreams of Turing 
Machines & 《图 灵机 狂人 梦 》，Knopf 出 版 社 ，2006)〉 中， 阿兰 :图 灵 和 
库 尔 特 : 哥 德 尔 的 生活 被 虚构 在 了 一 起 ， 他 们 罕 越 时 空 ， 产 生 了 奇特 的 
ARA. 

阿兰 :图 灵 这 个 角色 还 出 现在 其 他 很 多 小 说 中 ， 如 尼 尔 : 斯 带 芬 森 的 
Cryptonomicon ( 《编码 宝典 》，Avon，1999) ， 罗 伯 特 :哈里 斯 的 
Enigma ( (<mt) , Hutchinson, 1995) ,约翰 : 卡 斯 蒂 的 The 
Cambridge Quintet: A Work of Scientific Speculation ( 《剑桥 五 重奏 : 一 
部 科学 思考 的 著作 》，Perseus 图 书 公 司 ，1998) ， 以 及 道格拉斯 - 侯 世 


























达 的 G6del, Escher, Bach [7] (Basic EAF], 1979) 。 阿 兰 :图 灵 甚 至 
为 The Turing Test(《 图 灵 测 试 》，BBC，2000) 的 一 部 分 做 了 解说 ， 
这 本 书 是 保罗 : 伦 纳 德 写 的 Doctor Who 系 列 小 说 中 的 一 本 。 

人 们 以 各 种 方式 来 表达 对 阿兰 :图 灵 的 尊敬 当然 是 好 事 ， 不 过 这 样 一 
来 ， 图 灵 的 实际 研究 可 能 会 被 遗 态 。 我 希望 ， 就 算 那 些 正式 研究 过 计算 
理论 ， 并 认为 自己 完全 了 解 图 灵机 的 人 ， 也 能 在 面 对 这 个 真正 由 大 师 上 自 
己 构建 的 图 灵机 时 发 现 不 少 令 人 惊奇 的 事物 。 

我 在 1999 年 就 开始 构思 这 本 书 ， 当 时 只 写 了 一 点 ， 然 后 在 接 下 来 的 
五 年 里 时 不 时 又 写 上 一 些 。2004 一 2005 年 基本 完成 了 前 11 章 。 后 面 7 章 
是 在 2007 一 2008 年 完成 的 ， 在 此 期 间 的 写作 几乎 未 中 断 ， 唯 一 的 中 断 就 
是 与 我 一 生 中 最 好 的 朋友 ， 也 是 我 的 至 爱迪尔 德 丽 - 辛 诺 特 结婚 (终于 
结婚 啦 ) ! 

非常 感谢 伦敦 数学 协会 许可 完整 地 再 版 阿兰 :图 灵 的 论文 “On 
Computable Numbers, with an Application to the Entscheidungsproblem". 

沃尔特 :威廉 姆 斯 和 拉 里 :史密斯 审阅 了 本 书 的 初稿 ， 发 现 了 一 些 错 
误 ， 并 且 提 出 了 一 些 很 有 益 的 改进 建议 。 

非常 感谢 Wiley 出 版 公司 的 同仁 ， 正 是 他 们 的 工作 将 我 所 钟爱 的 想法 
真正 出 版 成 书 。 殉 里 斯 : 韦伯 负责 督促 这 本 书 的 出 版 ， 策 划 编 辑 克 里 斯 
多 夫 : 里 韦 拉 和 制作 编辑 安吉 拉 : 史 密斯 克服 了 很 多 版 式 和 印刷 方面 的 困 
难 ， 技 术 编 辑 彼 得 - 伯 凡 带 帮 助 我 认真 完成 了 技术 相关 的 内 容 。Wiley 出 
版 公司 的 很 多 幕后 工作 人 员 也 都 努力 把 这 本 书 做 得 至 瑟 至 善 。 所 有 未 被 
发 现 而 遗留 在 书 中 的 缺陷 、 瑕 疲 或 隐藏 的 错误 ， 都 只 能 归咎 于 作者 。 

每 位 作者 都 是 站 在 前 人 肩 上 的 。 选 出 的 参考 书目 只 列 出 了 我 所 参考 
的 众多 书籍 中 的 一 小 部 分 。 我 还 要 感谢 纽约 公共 图 书馆 ， 特 别 是 科学 、 
工业 和 商业 图 书馆 的 工作 人 员 。 为 参考 原始 论文 ， 我 多 次 使 用 JSTOR， 
同时 我 发 现 维基 百科 、 人 谷歌 书籍 搜索 和 Wolfram MathWorld 也 都 很 有 
用 。 
































米 kK 米 
登录 网 站 www.TheAnnotatedTuring.com 可 以 找到 与 本 书 相 关 的 信息 
和 p: Di o 
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在 很 多 个 地 纪 以 前 的 古 亚历山大 ， 一 位 老人 埋 磊 了 和 上 自己 的 儿子 。 这 
位 心 雄 的 老人 为 了 转移 自己 的 莫 伤 ， 开 始 整 理 大 量 的 代数 问题 ， 并 将 这 
些 问 题 及 其 解法 汇编 成 书 ， 取 名 《算术 》 (Arithmetica〉。 这 些 就 是 人 
们 对 亚历山大 的 丢 番 图 几乎 所 有 的 了 解 ， 而 这 些 了 解 绝 大 多 数 来 自 其 好 
友 在 他 去 世 后 不 久 所 写 的 一 个 谜 题 : l 


TAM, STAGE, BBA EA. Lie the 
的 六 分 之 一 ， 享 受 童年 的 幸福 ; 再 过 十 二 分 之 一 ， 两 颠 长 胡 ; 
叉 过 了 七 分 之 一 ， 燃 起 结婚 的 蜡烛 。 爱 子 的 降生 盼 了 五 年 之 
和 久 ， 可 怜 那 迟 来 的 儿 即 啊 ， 只 活 到 父 杀 少 数 的 一 半 ， 便 进入 冰 
冷 的 才 莽 。 恶 伤 只 有 通过 数学 来 消除 ， 四 年 后 ， 他 目 己 也 走 完 
TAERE. 121 


这 篇 基 志 铭 对 丢 番 图 儿子 的 死亡 说 得 不 是 很 清楚 。 其 中 提 到 ， 他 只 
活 到 了 “ 父 杀 岁数 的 一 半 ”， 但 这 是 指 儿 子 死 时 父亲 年 龄 的 一 半 ， 还 是 指 
他 父亲 寿命 的 一 半 ? 不 论 怎样 理解 ， 都 可 以 解答 。 但 如 果 是 后 一 种 理 
解 “ 只 活 到 他 父 杀 寿命 的 一 半 ”， 我 们 得 出 的 岁数 会 是 一 个 漂亮 而 又 简洁 
的 整数 。 

我 们 假设 丢 番 图 的 寿命 为 x。 丢 番 图 生命 中 每 个 时 期 的 年 数 要 么 是 他 
寿命 的 几 分 之 几 《 例 如 ，x 除 以 6 是 他 的 童年 时 光 ) ， 要 么 是 一 个 整数 
《例如 ， 从 他 结婚 到 儿子 出 生 有 5 年 的 时 光 ) 。 丢 番 图 生命 中 所 有 时 期 
的 年 份 之 和 为 x， 所 以 这 个 谜 题 可 以 用 下 面 这 个 简单 的 代数 式 来 表示 : 

EO NL SUE EAN 
6 12 Y 2 
所 有 分 母 的 最 小 公 倍 数 是 84， 将 等 号 两 边 同 时 乘 以 84 得 到 : 
14x*7x*12x*420*42x*336-84x 
分 别 整 理 带 有 x 的 项 和 常数 项 ， 得 到 : 
84x-14x-7x-12x-42x=420+336 

















HI: 
9x-756 
方程 的 解 是 : 
X=84 


所 以 ， 丢 番 图 的 童年 时 光 是 14 年 ，7 年 后 他 长 大 成 人 。 又 过 了 12 年 ， 
在 33 岁 的 时 候 ， 他 结 了 婚 ，5 年 后 有 了 儿子 。 儿 子 死 于 42 岁 ， 天 番 图 当 
时 80 岁 ，4 年 后 丢 番 图 去 世 。 

事实 上 ， 有 一 个 更 快捷 的 方法 来 解 这 个 谜 题 : 如 果 深 入 探索 出 题 人 











的 内 心 想 法 ， 你 就 会 发 现 他 并 不 想 用 分 数 来 增加 麻烦 。 丢 番 图 寿命 
的 “十 二 分 之 一 ”和 “七 分 之 一 ”必然 是 整数 ， 所 以 他 的 寿命 年 数 一 定 可 以 
被 7 和 12 整 除 〈 自 然 也 会 被 2 和 6 整除 ) 。 只 需 将 12 乘 以 7 就 能 得 到 84。 这 
个 看 起 来 也 像 是 合适 的 高 龄 岁数 ， 所 以 它 极 有 可 能 是 对 的 。 

技 番 图 去 世 时 也 许 是 84 岁 ， 但 是 对 于 历史 来 说 ， 更 重要 的 问题 是 找 
到 具体 时 间 。 人 们 曾经 猜测 ， 技 番 图 的 时 代 是 在 公元 前 150 年 到 公元 280 
年 之 间 上 3]， 那 是 一 个 令 人 向 往 的 时 期 。 这 样 的 话 ， 丢 番 图 就 活 在 欧 几 
里 得 (活跃 在 约 公元 前 295 年 [41 ) 和 埃 拉 托 色 尼 ( 约 公 元 前 276 一 前 
195 年 ) 等 早期 亚历山大 数学 家 们 之 后 ， 这 也 说 明 他 与 亚历山大 的 海伦 
(活跃 在 公元 62 年 ) 处 于 同一 时 期 。 海 伦 的 著作 涉及 了 力学 、 气 体力 学 
以 及 自动 控制 ， 他 似乎 还 发 明了 一 种 原始 燕 汽 机 。 丢 番 图 也 许 还 认识 那 
位 赁 著作 《天 文学 大 成 》 而 被 世人 铭记 的 亚历山大 天 文学 家 托 勒 密 CA 
公元 100 一 170) 。 那 本 书包 含 了 世界 上 第 一 个 三 角 函 数 表 ， 并 有 旦 建 六 了 
直到 十 六 七 世纪 哥 白 尼 革 命 时 才 被 推翻 的 描述 天 体 运 动 的 数学 。 

不 幸 的 是 ， 丢 番 图 也 许 从 未 见 过 这 些 亚历山大 的 数学 家 和 科学 家 
们 。 过 去 一 百 多 年 来 ， 古 典 学 者 们 之 间 的 共识 是 ， 于 番 图 大 约 活 跃 在 公 
元 250 年 ， 他 现存 的 主要 著作 《算术 》 很 可 能 也 追溯 到 那个 时 期 。 这 样 
的 话 ， 委 番 图 的 出 生 时 间 大 概 是 在 托 勒 密 去 世 时 间 的 前 后 。 曾 经 编辑 了 
权威 的 希腊 版 《算术 》 〈1893~1895 年 出 版 ) 的 保罗 . 塔 纳 里 注意 到 ， 这 
本 书写 着 献 给 “尊敬 的 狄 奥 尼 修 ”。 虽 然 这 是 一 个 常用 名 ， 但 塔 纳 里 猜 
测 ， 这 个 狄 奥 尼 修 就 是 那个 曾 在 公元 232~247 年 担任 亚历山大 传道 学 校 
校长 ， 以 及 之 后 在 公元 248~265 年 担任 亚历山大 主教 的 狄 奥 尼 修 。 因 
th, BAMA Ree See SE. LL 如 果 是 这 样 ， 下 面 这 一 事实 就 有 点 讽 
刺 意味 了 : 对 《算术 》 的 一 个 早期 但 遗失 了 的 评注 是 由 塞 翁 的 女儿 和 希 帕 
带 亚 〈 约 公元 370 一 415) 所 写 的 ， 她 是 亚历山大 最 后 一 位 伟大 的 数学 
家 ， 后 来 被 一 帮 反 对 她 * 异 教徒 "哲学 思想 的 基督 教 暴 徒 杀 害 。 

古 希 腊 数 学 家 在 几何 学 和 天 文学 领域 一 直 是 最 强 的 。 丢 番 图 在 种 族 
上 是 希腊 人 ， 但 与 众 不 同 的 是 ， 他 用 “数字 的 科学 >”， 即 我 们 所 知 的 代 
数 ， 来 缓解 儿子 去 世 的 悲痛 。 他 似乎 是 代数 上 很 多 创新 的 源头 ， 包 括 他 
在 问题 中 使 用 的 符号 和 缩写 ， 这 标志 着 数学 问题 从 文字 描述 到 现代 代数 
表示 法 的 转变 。 

《算术 》 的 6 本 书 〈 原 来 是 13 本 ) 中 罗列 的 问题 一 道 比 一 道 难 ， 大 部 
分 都 难于 求解 丢 番 图 年 龄 的 问题 。 技 番 图 的 问题 常常 含有 多 个 未 知 量 。 
他 的 一 些 问 题 是 不 定 的 ， 也 就 是 说 这 些 问 题 通常 有 多 个 解 。《 和 算术》 中 
只 有 一 个 问题 不 是 抽象 的 ， 也 就 是 说 其 他 问题 都 是 绝对 数字 化 、 不 指 代 
现实 事物 的 。 












































ZAGER ATR ICR Em. MANR, BANARAS 
SPARS © PATRAS TOF RB TAR, SET OR SE 
KERER., (Ee Z8 AES eT SDN Y TS aie: 4 次 方 〈 他 称 为 “ 平 
方 -平方 ”) 、5 次 方 (他称 为 “平方 -立方 *”) 和 6 次 方 (他 称 为 “立方 -并 
T) 。 于 番 图 知道 ， 这 些 暴 与 现实 没有 关联 性 ， 并 且 他 也 不 在 乎 这 种 
数学 的 实用 性 。 这 是 纯粹 的 娱乐 性 数学 ， 仅 仅 用 来 强化 思维 ， 没 有 别 的 
HA. 

这 里 列举 第 4 本 书 中 的 第 一 个 问题 。46] E38 EL oe BERE T : 


将 一 个 已 知 数 拆 分 成 为 两 个 立方 体 的 体积 ， 并 且 这 两 个 立 
方 体 的 边 之 和 等 于 力 一 个 已 知 数 。 


接着 给 出 了 例子 : 
已 知 数 为 370， 边 长 之 和 是 10。 


将 这 个 问题 用 图 表示 后 可 见 ， 他 需要 处 理 两 个 不 同 边 长 的 立方 体 。 
现代 代数 学 家 可 以 将 这 两 个 立方 体 的 边 标记 为 x 和 y: 
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<)> 




















<+,\-~ 
这 两 条 边 加 起 来 为 10。 这 两 个 立方 体 的 体积 之 和 (x3 和 y3) 是 370。 
我 们 现在 写 下 两 个 等 式 : 
xty-10 
x3+y3=370 
由 第 一 个 等 式 得 出 ，y 等 于 (10-x)， 将 其 代入 第 二 个 等 式 : 
x3+(10-x}3=370 
展开 (10-03， 我 们 希望 立方 项 最 终 可 以 消失 : 
x3+(1000+30x2-300x-x)3=370 
运 ， 立 方 项 消失 了 ， 经 过 整理 后 可 以 得 到 : 
30x2-300x+630=0 
等 式 左 边 的 3 个 数 有 一 个 公 因 数 ， 所 以 可 以 同时 除 以 30: 
x2-10x+21=0 





现在 ， 这 个 问题 基本 解决 了 。 你 有 两 个 选择 。 如 果 记 得 二 次 方程 的 
求 根 公式 了 7] 就 可 以 直接 使 用 它 ， 或 者 ， 如 果 你 曾经 练习 过 求解 类 似 的 
方程 ， 就 可 以 一 直上 采 着 它 思索 ， 直 到 它 自 己 神奇 地 分 解 成 

(x-7)(x-3)=0 

因此 两 个 边 的 长 度 分 别 为 7 和 3。 的 确 ， 这 两 个 边 加 起 来 等 于 10， 它 
们 的 立方 〈343 和 27) 和 等 于 370。 

丢 番 图 并 不 像 你 我 这 样 解决 这 个 问题 ， 他 确实 不 会 。 尽 管 丢 番 图 的 
问题 经 常 涉 及 多 个 未 知 数 ， 但 是 他 的 记号 只 允许 他 表达 一 个 未 知 数 。 他 
用 了 一 个 巧妙 的 方法 弥补 了 这 一 点 。 他 没有 将 两 个 立方 体 的 边 长 标记 
为 x 和 y， 而 是 标记 为 (5+x) 和 (5-x)。 这 两 个 边 长 可 以 用 一 个 未 知 数 x 表 
示 ， 并 且 加 起 来 确实 等 于 10。 接 下 来 ， 他 就 可 以 将 这 两 条 边 进行 立方 运 
算 ， 相 加 后 等 于 370: 








(5+x)3+(5-x)3=370 
这 个 式 子 看 起 来 比 我 们 的 糟 ， 但 是 如 有 果 展 开 这 些 立 方 ， 一 些 项 便 会 
迅速 消去 ， 只 留 下 : 





30x2+250=370 

合并 同类 项 ， 方 程 两 边 再 同 除 以 30， 进 一 步 化 简 为 : 

x2=4 

即 x=2。 因 为 两 条 边 是 (5+x) 和 (5-x)， 所 以 这 两 条 边 是 7 和 3。 

丢 番 图 用 来 解决 这 个 问题 的 方法 比 现在 学 生 用 的 方法 轻松 ， 他 神奇 
并 正确 地 将 两 个 边 长 用 一 个 未 知 数 表示 。 这 个 方法 会 适用 于 下 一 个 问题 
mj? 也 许可 以 ， 也 许 不 可 以 。 建 立 解 决 代数 方程 的 通用 方法 确实 不 是 于 
番 图 所 要 考虑 的 。 正 如 一 位 数学 家 论述 的 : “每 一 个 问题 都 需要 一 个 十 
分 具体 的 方法 ， 这 个 方法 通常 连 最 类 似 的 问题 都 不 适用 。 这 使 得 现代 数 
学 家 即使 在 研究 了 100 道 丢 番 图 问题 的 解答 后 ， 还 是 很 难 找到 解决 第 101 
道 题 的 方法 。”[8] 

当然 ， 丢 番 图 在 展示 这 个 立方 之 和 为 370、 边 长 之 和 为 10 的 问题 时 ， 
显然 并 不 是 随意 选取 某 些 数字 ， 他 知道 这 些 假设 条 件 将 会 导出 一 个 整数 
解 。 实 际 上 ， 丢 番 图 方程 就 是 指 只 允许 整数 解 的 代数 方程 。 丢 番 图 方程 
可 以 有 很 多 未 知 量 ， 这 些 未 知 量 可 以 带 有 整数 寡 ， 但 是 它 的 解 〈 如 果 
A) 总 是 整数 。 尽 管 丢 番 图 经 常 使 用 减法 来 命题 ， 但 是 他 的 解 从 不 涉及 
负数 。“ 对 于 一 个 没有 用 任何 正 整 数 相 减 束 得 到 的 负 整 数 本 和 喘 ， 于 番 图 
显然 没有 任何 概念 。”431 任何 一 道 问题 也 不 会 包含 有 0 的 解 ， 古 希腊 人 
不 将 0 考虑 在 内 。 

现代 读者 们 ， 特 别 是 那些 已 经 默认 了 丢 番 图 问题 只 有 整数 解 的 人 ， 
在 遇 到 丢 番 图 问题 中 的 有 理 数 时 也 许 会 有 点 吃惊 。 有 理 数 之 所 以 这 样 命 



































名 ， 不 是 因为 它们 在 茶 种 程度 上 符合 逻辑 ， 而 是 因为 它们 可 以 表示 为 两 


个 整数 的 比 。 例 如 : 
3 
5 
就 是 一 个 有 理 数 。 
在 《算术 》 中 ， 有 理 数 只 :出 现在 涉 步 及 现实 物体 的 问题 中 ， 特 别 是 那 
饮料 和 德 拉 死 马 《〈 古 希腊 货币 ) 。 虽 然 


T 
HE ARRE ARIE AY l: 

从 这 个 问题 的 描述 里 看 不 出 来 ， 但 是 有 理 数 在 这 个 解 中 是 必需 的 

一 个 人 买 了 知 干 份 酒 ， 有 些 单价 是 8 德 拉 死 马 ， 有 些 是 5 德 

拉 死 马 。 他 为 这 些 酒 文 付 的 德 拉 殉 马 是 个 平方 数 ， 如 宁 这 个 数 

再 加 上 60， 结 果 还 是 一 个 平方 数 ， 该 平方 数 的 根 是 这 些 酒 的 份 


数 。 求 两 类 酒 他 各 买 了 多 少 。-L10J 
这 里 的 “平方 数 ” 是 指 一 个 数 与 它 自 呈 的 积 。 例 如 ，25 是 一 个 平方 
数 ， 因 为 它 等 于 5 乘 以 5。 
在 进行 了 一 整 页 的 计算 后 ， 上 1 它 揭 示 了 单价 5 德 拉 马 殉 的 数量 是 
79 




















单价 8 德 拉 马 克 的 数量 也 是 一 个 有 理 数 ; 
59 
12 
我 们 检验 一 下 这 个 结果 。 (检验 这 个 结果 要 比 推导 它 容易 得 多 。) 
如 果 你 用 5 德 拉 eR E AA adu beet H re FELASO/1 2H TA, mL 
ARMIDA ERETI ERDA. ge Te 


KER”. SONORA UE MP. SARAD, EREN 
为 7 是 个 平方 数 ， 因 为 它 可 以 表示 为 














289 
分 母 和 分 子 都 是 平方 数 ， 分 别 是 17 和 2 的 平方 。 因 此 ，72 二 是 二 〈 即 
结果 还 是 一 个 


8.) WEF. XSEDE—2I We: “如 果 这 个 数 再 加 上 60， 


平方 数 ， 该 平方 数 的 根 是 整个 酒 的 数量 。” 这 里 的 “整个 "不 是 指 整数 。 
FEE REVUE GOR) FOURIER SS OMB) 的 意思 是 
指 度 量 的 总 份 数 。 601727 是 132 一 ， 也 就 是 有 理 数 ; 


529 


Ls 
4 





1 
技 番 图 再 一 次 认为 这 个 数 是 平方 数 ， 因 为 它 的 分 子 和 分 母 都 是 平方 
数 : 分 别 是 23 和 2 的 平方 。 因 此 ， 总 的 度量 数 是 23/2 ( 即 11=) ， 这 同样 


可 以 通过 将 79/12 和 59/12 相 加 得 到 。 
《算术 》 中 最 著名 的 问题 也 许 要 算 第 2 本 书 的 第 8 个 问题 : 将 给 出 的 
平方 数 分 解 为 两 个 平方 数 的 和 ， 也 就 是 说 ， 求 x、y、z， 使 它们 满足 : 
X2 十 2—72 
这 个 问题 的 几何 解释 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 所 描述 的 直角 三 角形 三 条 边 
之 间 的 关系 。 


这 个 问题 有 许多 整数 解 ， 例 如 x、y、z 分 别 等 于 3、4、5 两 个 平方 
数 9 和 16 的 和 等 于 25) 。 这 个 简单 的 结果 显然 不 是 丢 番 图 所 希望 的 。 他 
设 定 了 一 个 “给 出 的 平方 数 ”( 人 也 就 是 z2) 等 于 16， 于 是 其 他 两 边 分 别 等 
于 144/25 和 256/25。 对 于 丢 番 图 来 说 ， 这 些 数 当然 都 是 平方 数 ， 其 中 第 
一 个 数 是 12/5 的 平方 ， 第 二 个 数 是 16/5 的 平方 ， 并 且 它 们 的 和 是 4 的 平 
Jj: 





Fury {86 a 
a | ee) = 
FE AEA PRUE, BE, AA RRS Fe EE. f 
PEL SAE ch Py [a] FELL 52 (E25) ， 即 可 得 到 : 
122+162=202 
即 144 加 256 等 于 400。 事 实 上 ， 这 是 同一 组 解 ， 它 们 的 不 同 仅 在 于 度 














TUB. Ze AY MIA, RAAE. RAE. X 
在 用 一 个 单位 长 度 不 同 的 太子 去 测量 ， 比 如 单位 长 度 等 于 五 分 之 一 英 
尺 。 用 这 个 尺子 测量 ， 这 条 斜 边 就 等 于 20， 其 他 两 条 边 分 别 为 12 和 16。 
整数 是 在 人 们 开始 计数 之 时 出 现 的 ， 有 理 数 也 许 是 在 人 们 开始 测量 
时 出 现 的 。 如 果 一 根 胡 末 下 的 长 度 等 于 3 根 手 指 的 宽度 ， 为 一 根 明 落下 


的 长 度 等 于 4 根 手指 的 宽度 ， 这 时 第 一 根 衣 萝 上 的 长 度 就 是 第 二 根 的 


有 理 数 有 时 也 称 为 可 通 约 数字 ， 因 为 长 度 被 表示 成 有 理 数 的 两 个 物 
体 总 可 以 重新 度量 为 整数 长 度 ， 你 只 需要 将 新 的 度量 单位 变 得 足够 地 
小 。 

于 番 图 的 《算术 》 是 用 希腊 语 写 的 ， 至 少 有 部 分 文稿 被 翻译 成 了 阿 
拉 伯 文 。 当 它 开 始 在 欧洲 数学 界 产生 影响 的 时 候 ， 在 1575 年 首次 被 翻译 
成 拉丁 语 ， 之 后 在 1621 年 有 了 更 好 的 版 本 。 费 马 〈1601 一 1665) 曾 拥有 
一 本 1621 年 的 拉丁 语 版 《算术 》， 并 在 其 空白 处 写 满 了 笔记 。1670 年 ， 
费 马 的 儿子 公布 了 这 些 笔记 以 及 拉丁 文 版 的 《算术 》 。 在 这 道 问题 劳 有 
这 样 一 段 笔记 ， 费 马 写 道 : 


另 一 方面 ， 将 一 个 立方 数 分 解 为 2 个 立方 数 ， 或 者 将 一 个 4 
次 方 数 分 解 为 两 个 4 次 方 数 ， 亦 或 将 除 平方 之 外 的 任何 乘 方 分 
解 为 两 个 有 同 军 的 乘 方 ， 这 些 都 是 不 可 能 的 。 对 此 ， 我 已 经 改 
现 了 一 个 非常 洒 亮 的 证 明 ， 但 是 这 儿 的 空 自 之 处 不 够 号 下 它 。 
12 


HARM, PM: 











X94 y3—73 
是 没有 整数 解 的 ， 并 且 震 为 4、5、6 及 之 后 的 类 似 方程 都 没有 解 。 这 
并 不 明显 。 等 式 : 


x8+y3+ 1=73 
非常 接近 于 
X94 y3—73 
而 且 它 有 许多 整数 解 ， 例 如 x、y、z 分 别 等 于 6、8、9。 等 式 
x3+y3-] =73 


同样 相似 ， 也 有 许多 整数 解 ， 例 如 9、10、12。 为 什么 这 两 个 相似 的 
等 式 有 解 ， 但 是 
X94 y3—73 


没 解 呢 ? 

丢 番 图 在 《算术 》 中 介绍 的 问题 都 有 解 ， 但 是 许多 丢 番 图 方程 ， 例 
如 费 马 描述 的 方程 ， 看 起 来 并 没有 解 。 对 于 数学 家 来 说 ， 确 定 一 个 丢 番 
图 方程 是 否 有 整数 解 比 求解 特定 的 丢 番 图 方程 更 加 有 趣 。 

费 马 没有 写 出 的 证 明 就 是 大 家 熟知 的 费 马 最 后 定理 (有 时 也 称 费 马 
KEH) 。 多 年 来 ， 人 们 普遍 相信 ， 不 管 费 马 当 时 想到 了 怎样 的 证 明 ， 
这 个 证 明 也 许 都 是 错 的 。 英 国 数学 家 安德鲁 - 怀 尔 斯 (1953 一 ) M10% 
开始 就 对 这 个 问题 产生 了 兴趣 ， 到 了 1995 年 ， 费 马 最 后 定理 才 最 终 被 他 
证 明 。 (人 们 很 早 就 证 明了 ， 对 于 一 些 特殊 情况 ， 例 如 指数 为 3 时 ， 方 
程 是 无 解 的 。) 

很 显然 ， 证 明 某 些 丢 番 图 方程 没有 解 要 比 找到 一 个 解 〈 如 果 有 ) 更 
具 挑 战 性 。 如 果 你 知道 某 个 特定 的 丢 番 图 方程 存在 解 ， 可 以 简单 地 验证 
所 有 的 可 能 性 。 由 于 允许 的 解 只 能 是 整数 ， 因 而 你 可 以 首先 尝试 1， 然 
后 是 2、3 及 之 后 的 数 。 如 果 你 不 想 做 这 些 繁重 的 工作 ， 可 以 写 一 个 计算 
机 程序 测试 所 有 的 可 能 性 ， 程 序 迟 早 会 帮 你 找到 答案 的 。 

但 是 ， 如 果 并 不 知道 是 否 存在 解 ， 那 么 这 个 用 计算 机 查 力 解决 的 方 
案 就 不 合适 了 。 你 可 以 不 断 尝试 ， 但 怎样 知道 何 时 该 放弃 呢 ? 你 怎么 知 
道 下 一 步 将 要 测试 的 一 组 数字 不 是 所 要 搜寻 的 那 组 数字 呢 ? 

PRT Bx Hen RH: 它们 有 无 穷 多 个 。 
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从 1，2，3... 开 始 数 起 ， 只 要 我 们 愿意 就 可 以 一 直 数 下 去 。 这 些 数 就 
古 我 们 熟知 的 基数 、 整 数 ， 或 者 说 目 然 数 。 它 们 看 起 来 确实 相当 目 然 ， 
因为 宇宙 中 有 很 多 我 们 可 以 计数 的 物体 。 目 然 数 也 许 是 早期 人 类 想象 出 
的 第 一 个 数学 对 象 。 一 些 动物 似乎 也 有 数 的 概念 ， 只 要 这 些 数 不 是 太 
大 











几 百 年 来 ， 零 一 直 不 算 作 上 自然数， 甚至 至 今 也 没有 共识 。 “在 教科 
书 的 数论 部 分 ， 作 者 通常 会 在 第 一 页 标明 是 否 将 零 归 入 自然数。) A 
数位 于 零 的 另 一 侧 ， 正 整数 、 负 整数 及 零 共 同 构成 了 整数 集合 。 整 数 在 
正 负 两 个 方向 趋同 无 穷 大 : 

ieee 1019 Bu. 

我 们 将 从 1 开始 的 所 有 正 的 整数 称 为 正 整 数 。 对 于 那些 从 零 开 始 的 正 
整数 集合 (OO, 1, 2, 3, ...) ， 可 以 称 为 非 负 整数 ， 既 明确 ， 也 不 会 
AIUT: 

有 理 数 是 可 以 表示 为 两 个 整数 之 比 的 数 ， 但 是 分 母 不 能 为 零 。 例 
如 ， 








= 
23 


是 一 个 有 理 数 ， 它 也 可 以 写成 小 数 形式 : 


0.6 
有 理 数 包含 所 有 整数 ， 因 为 任何 整数 〈 例 如 47) 都 可 以 写成 分 母 为 1 
的 分 数 形 式 : 
47 


1 
任何 有 限 小 数 也 是 有 理 数 。 例 如 ， 
-23.45678 
可 以 写成 比 的 形式 : 
-2345678 
100000 





有 些 有 理 数 ， 例 如 : 
l 


M OE s BUTE BIA) Bee 
0.3333333333... 


因为 它 能 写成 比 的 形式 ， 所 以 仍然 是 个 有 理 数 。 实 际 上 ， 任 何 无 限 
循环 小 数 都 是 有 理 数 ， 下 面 这 个 数 ， 


PAURA rA 

如 果 23456 会 重复 出 现 ， 它 就 是 个 有 理 数 。 为 了 证 明 这 个 数 是 有 

E ^ 
x=0.234562345623456... 

然后 等 式 两 边 同 时 乘 以 100000: 

100000x=23456.23456234562346... 

我 们 知道 ， 等 式 两 边 同 时 减 去 相同 数值 ， 等 式 仍然 成 立 。 也 就 是 
说 ， 在 第 二 个 等 式 中 ， 可 以 让 等 式 两 边 的 数 同时 减 去 第 一 个 等 式 的 数 : 
令 10000x 和 23456.23456... 分 别 减 去 x 和 0.23456...， 这 样 分 数 部 分 就 消失 
J: 








99999x=23456 
所 以 : 
_ 23456 
99999 
这 是 一 个 整数 比 ， 所 以 它 是 有 理 数 。 
大 致 看 来 ， 有 理 数 集 似 乎 是 完备 的 。 如 果 把 两 个 有 理 数 相 加 ， 结 果 
还 是 有 理 数 ;同样 ， 将 有 理 数 相 减 、 相 乘 或 相 除 ， 结 果 仍 然 是 有 理 数 。 
也 许 有 人 会 想 《〈“ 就 像 以 前 人 们 那样 ) ， 所 有 的 数 都 是 有 理 数 ， 但 是 
ARS WEISS BS RERBA: 





1 


根据 义 股 定理 ， 

x2=12+12 
EN: 

x2=2 
BẸ: 

x 





是 否 存在 某 个 整数 与 整数 的 比值 ， 当 它 乘 以 自身 时 等 于 2? 当然 ， 人 
们 可 以 找到 许多 非常 接近 的 有 理 数 。 下 面 就 是 个 例子 : 
53492 
37825 


Ik AHR RR, RA-AAS. MVEGEULE BN 211.999 95. 





如 果 我 们 继续 寻找 ， 也 许可 以 找到 一 个 完美 的 答案 。 

但 也 许 我 们 这 样 做 只 是 在 浪费 时 间 ? 

证 明 一 些 东 西 不 存在 是 很 困难 的 ， 但 是 数学 家 们 发 明了 一 种 在 类 似 
情况 下 巧妙 解决 问题 的 证 明 方 法 。 这 个 方法 叫做 间接 证 法 ， 又 称 归 雇 
法 、 背 理 法 。 先 提出 一 个 假设 ， 然 后 根据 这 个 假设 进行 符合 逻辑 的 推 
理 ， 直 到 推出 一 个 矛盾 的 结论 。 这 个 矛盾 的 结论 说 明 我 们 最 初 的 假设 是 
错误 的 。 

归 廖 法 看 起 来 拐弯 抹 角 ， 但 是 它 在 现实 生活 中 的 应 用 也 许 比 我 们 想 
象 的 更 普遍 , “不 在 场 证 明 ? 就 是 一 种 归 雇 法。 如 果 被 告 人 被 怀疑 在 犯罪 
现场 ， 而 案件 发 生 时 他 在 自己 母亲 的 家 里 ， 那 么 就 意味 着 他 在 同一 时 间 
出 现在 了 两 个 地 方 ， 这 是 落 雇 的 。 

我 们 假设 2 的 平方 根 是 有 理 数 。 因 为 它 是 有 理 数 ， 所 以 存在 整数 a 和 
bp， 使 得 : 

使 得 Ecos 


b 
a 和 bb 是 否 都 是 偶数 ”如果 是 ， 同 时 除 以 2 并 且 用 得 到 的 数 来 代 蔡 a 和 








一 个 是 奇数 。 
等 式 两 边 同 时 平方 : 
a^ E" 
pP 
BU: 
a2=2b2 





HEX, GMP AT EDA PAT Qf, UL ANP eM, EE 
Malt ^F 7; Ath, aba aR. FEHB HES H aU b A n] Be Hb ze T3 
数 ， 所 以 我 们 知道 b 是 奇数 。 

如 果 a 是 偶数 ， 它 应 该 等 于 人 条 个 数 的 2 倍 ， 我 们 称 这 个 数 为 c: 





(2c)2=2b2 
BD : 
4c?-2b? 
tH BD: 
2c2=b2 


这 说 明 b 的 平方 是 偶数 ， 也 就 是 说 b 是 偶数 ， 这 与 我 们 先前 的 假设 “a 
和 b 不 能 部 为 偶数 ”相悖 。 
因此 ， 原 来 的 假设 “2 的 平方 根 是 有 理 数 ? 是 错误 的 。 军 无 疑义 ，2 的 





平方 根 是 无 理 数 。 当 它 以 小 数 形 式 呈 现时 ， 这 些 数 字 将 无 序 地 排列 下 去 
1.4142135623730950488016887242097... 

这 个 数 只 能 在 有 无 限 的 纸张 、 无 数 的 笔 和 无 限 的 时 间 下 才能 准确 地 
表达 。 我 们 只 可 能 把 它 写 成 近似 值 ， 并 用 一 个 省 略 号 来 承认 我 们 的 失 
败 。 要 想 用 有 限 的 方式 表达 这 个 数 ， 最 贴切 的 方法 是 提供 计算 这 个 数 的 
算法 。〈 这 正 是 我 要 在 第 6 章 详 细 曾 述 的 。 ) 

我 们 用 “有 理 ” 和 “无 理 ” 来 形容 一 个 数 ， 仿 佛 数字 真 的 会 疯 掉 一样。 
其 实 ， 这 是 有 历史 原因 的 。 有 时 无 理 数 也 称 为 “不 尽 根 ”(surds) ， 这 个 
WATE” Cabsurd) 有 关 。 古 希腊 人 对 无 理 数 并 不 陌生 ， 但 不 怎么 喜 
欢 它 们 。 据 说 (无 可 靠 历史 依据 〉 ， 毕 达 哥 拉 斯 的 学 生 希 帕 索 斯 在 公元 
前 6 世纪 发 现 2 的 平方 根 是 无 理 数 。 故 事 里 还 说 ， 此 发 现 引 起 了 轩 然 大 
波 ， 毕 达 哥 拉 斯 及 其 追随 者 试图 掩 盖 这 一 发 现 ， 甚 至 把 希 帕 索 斯 扔 进 了 
SP. ATA SE, TCHR ETE. AR ABA UTHER I 
题 的 解 ， 延 续 了 无 理 数 不 合 他 口味 的 这 一 传统 。 

在 有 了 小 数 点 〈 古 希腊 人 没有 ) 后 ， 我 们 就 能 轻易 创造 一 个 数 ， 它 
显然 是 一 个 无 理 数 ， 只 要 写 下 一 些 无 重复 片段 的 无 序数 字 束 行 了 。 这 样 
一 个 小 数 ， 它 的 小 数 部 分 出 奇 地 怪异 ， 但 显然 不 会 重复 : 

.0010110111011110111110111111... 

在 小 数 点 之 后 ， 有 两 个 0 和 一 个 1， 然 后 一 个 0 和 两 个 1， 再 后 一 个 0 和 
三 个 1， 等 等 。 这 不 是 一 个 有 理 数 ! 它 不 能 表示 成 两 个 整数 的 比 ， 因 此 
它 是 无 理 数 。 

2 的 平方 根 是 方程 : 























x2-2=0 
的 解 。 这 个 等 式 和 先前 展示 的 一 样 ， 只 是 我 们 将 2 移 到 了 等 号 的 另 一 
边 。17 的 立方 根 〈 同 样 也 是 个 无 理 数 ) 是 方程 : 
x3-17=0 
的 解 。 上 面 两 个 方程 都 叫做 代数 方程 。 下 面 是 男 一 个 代数 方程 : 
-12x5+27x4-2x2+8x-4=0 
代数 方程 有 一 个 变 元 ， 通 常 表示 为 x*。 【代数 方程 和 丢 番 图 方程 不 
同 ， 丢 番 图 方程 可 以 有 多 个 变 元 。) 代数 方程 有 相 加 为 零 的 多 个 项 ， 上 
述 最 后 一 个 例子 里 有 五 项 。 每 一 项 包含 一 个 变 元 的 需 ， 过 为 整数 或 零 。 
(因为 任何 数 的 零 次 方 都 是 1， 第 五 项 可 以 表示 为 -4 乘 以 x 的 零 次 方 。) 
任何 带 暴 的 变 元 都 乘 以 一 个 整数 系数 ， 在 这 个 例子 中 ， 系 数 依次 
是 -12、27、-2、8 和 -4。 这 些 系 数 可 以 是 零 ， 束 像 这 个 例子 里 “丢失 ”的 x 
的 立方 项 。 
代数 方程 在 现实 问题 中 频繁 出 现 ， 所 以 它们 很 受 重 视 。 代 数 方 程 的 


























一 般 形 式 是 : 
AyXxNt+ay_,XN-1+...+d5x2+a,xX+a9=0 
其 中 ，N 是 正 整 数 ，aj 是 整数 。 它 可 以 更 简明 地 写成 : 


> a,x' s0 


在 我 们 先前 的 例子 : 
-12x5 + 27x4 - 2x2 + 8x-4=0 
中 ，N (最 高 的 指数 ， 也 叫 多 项 式 的 次 数 ) 是 5，as 是 -12，as 是 
27, a37e0, Sapo 
代数 方程 的 解 〈 也 叫 方 程 的 根 ) 称 为 代数 数 。 一 个 N 次 多 项 式 最 多 
可 以 有 NM 个 不 同 的 解 。 在 第 1 章 ， 代 数 方程 


x2 -10x+21=0 
有 3 和 7 两 个 解 。 
2 的 平方 根 是 代数 方程 : 
x2-2=0 


的 一 个 解 > QE AAP TH AE AR 
代数 数 的 范畴 还 包括 所 有 整数 和 所 有 有 理 数 。 例 如， 整数 5 是 代数 方 
fi: 
x-5=0 
的 解 ， 而 3/7 是 代数 方程 : 
7x-3=0 


的 解 。 有 些 代 数 方程 的 解 只 有 负数 的 平方 根 : 
x2+5=0 

LAFEE ERRELE, VARIED EA EIEN, JI 
上 5 不 可 能 得 0。 负 数 的 平方 根 称 作 虚数 。 (为 了 方便 ，-1 的 平方 根 记 作 
字母 i。) 尽管 名 字 如 此 ， 但 虚数 是 一 类 非常 有 用 的 数 ， 它 在 现实 生活 
中 有 痢 广 泛 的 应 用 。 不 过 ， 图 灵 论 文 和 本 书 并 不 涉及 虚数 。 

在 18 世 纪 的 某 个 时 间 ， 数 学 家 们 开始 使 用 实数 这 一 名 称 ， 以 便 同 虚 
数 区 分 开 。 根 据 定义 ， 实 数 包 括 了 除 负数 平方 根 以 外 的 一 切 数 。 
实数 也 称 为 连续 统 ， 因 为 实数 可 以 看 成 一 条 连续 直线 上 全 体 点 的 集 
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2 ] 0 ] 2 3 
人 
这 条 线 上 标记 了 一 些 整数 ， 但 是 单 靠 这 些 整数 点 显然 无 法 形成 一 条 
连续 的 线 。 


^ 
b 


同样 ， 有 理 数 全 体 也 不 是 连续 的 。 显 然 ， 有 理 数 在 实数 轴 上 看 上 去 
征 非常 稠密 的 。 对 于 任意 两 个 有 理 数 ， 例 如 a 和 b， 你 都 可 以 在 它们 之 间 
插入 为 一 个 有 理 数 ， 如 a 和 b 的 平均 数 : 


a+b 





但 是 ， 在 有 理 数 之 间 仍 存在 无 理 数 占据 的 间 际 。 例 如 ， 其 中 的 一 个 
间隙 对 应 了 2 的 平方 根 。 

现在 ， 我 们 从 两 个 角度 对 数 进行 分 类 。 我 们 已 经 将 代数 方程 的 解 定 
义 为 了 一 类 ， 称 作 代 数 数 ， 这 一 类 包括 整数 、 有 理 数 和 许多 如 平方 根 和 
立方 根 的 无 理 数 。 我 们 还 定义 了 一 类 数 ， 称 作 实 数 ， 它 是 除 负 数 平 方 根 
外 的 其 他 数 。 现 在 的 问题 是 : 

所 有 的 实数 都 是 代数 数 吗 ?是 否 有 些 实数 不 是 代数 方程 的 解 ? 

1740 年 ， 莱 昂 哈 德 : 欧 拉 〈1707 一 1783， 一 位 瑞士 出 生 的 孜孜 不 倦 的 
数学 家 ， 其 名 字 的 谐音 是 “ 油 壶 ”LLL_) 猜想 ， 非 代数 数 确 实 存 在 ， 他 称 
它们 为 超越 数 ， 因 为 它们 超越 了 代数 。 证 明 超 越 数 存在 是 艰难 的 ， 你 如 
何 证 明 一 个 特定 的 数 不 是 一 些 极其 见长 并 且 无 比 繁 杂 的 代数 方程 的 解 ? 

超越 数 的 存在 一 直 是 一 个 未 解决 的 问题 ， 直 到 1844 年 ， 法 国 数学 家 
约瑟夫 . 刘 维 尔 〈1809 一 1882) 想 出 了 一 个 容易 研究 的 数 ， 并 且 成 功 证 
明了 生 不 是 代数 数 。 刘 维尔 所 选 数 的 小 数 点 后 30 位 是 : 

.110001000000000000000001000000... 

但 是 这 个 片段 并 不 能 完全 揭示 它 的 完整 形式 ， 刘 维尔 利用 阶乘 构造 
了 这 个 奇特 的 数 。 一 个 数 的 阶乘 是 小 于 等 于 这 个 数 的 所 有 正 整 数 的 乘 
只 ， 用 感叹 符号 来 表示 : 

1!=1 

21-1x2-2 

3!=1x2x3=6 

A!l=1x2x3x4=24 

5!=1x2x3x4x5=120 

等 等 。 刘 维尔 数 〈 通 常 这 样 称 呼 它 ) 在 小 数 点 后 第 1，2，6，24， 
120，... 位 为 1， 其 余 位 置 为 0(。 刘 维尔 设计 了 这 样 一 个 数 ， 来 证 明 它 不 
是 任何 代数 方程 的 解 。 越 来 越 稀 芷 的 非 零 数字 是 这 个 证 明 -上 21 的 关键 。 

1882 年 ， 德 国 数学 家 费迪南德 . 林 德 曼 (1852—1939) 证 明了 长 久 以 
来 最 著名 的 一 个 无 理 数 也 是 超越 数 ， 这 个 数 就 是 x"， 即 圆 的 周 长 与 直径 
的 比 : 

















n=3.1415926535897932384626433832795... 
林 德 曼 证 明了 不 是 代数 方程 的 解 ， 这 个 事实 为 一 个 古老 的 难题 提供 








了 新 的 视角 ， 在 过 去 的 两 千 多 年 来 ， 数 学 家 和 非 数学 家 都 在 尝试 解 决 
的 “化 圆 为 方 * 问 题 。 这 个 问题 可 以 简单 叙述 为 :给 出 一 个 圆 ， 用 直 尺 和 
圆规 构建 一 个 与 圆 面积 相等 的 正方 形 。 (一 个 类 似 的 难题 称 为 < 圆 的 禾 
正 "， 它 需要 构建 一 条 与 圆 的 周 长 相 等 的 直线 。) 人 们 是 如 此 疯狂 地 党 
试 解决 这 个 问题 ， 以 至 于 古 希腊 语 中 都 有 了 专门 表示 这 一 活动 的 记 
TETPOYOSED , yi pog, cung RED A. [3] 

用 直 尺 和 圆规 构建 一 个 几何 图 形 与 求解 某 些 特定 形式 的 代数 方程 是 
等 价 的 。 因 为 r 不 是 任何 一 个 代数 方程 的 解 ， 所 以 你 不 能 在 一 个 几何 构 
造 中 表示 这 个 数 。 这 就 意味 着 ， 用 直 尺 和 圆规 构建 一 个 与 圆 面积 相等 的 
正方 形 是 不 可 实现 的 。 

另 一 个 著名 的 超越 数 用 符号 e 表 示 〈 代 表 欧 拉 ) 。 如 果 计算 








f DUE 
U*w) 
那么 在 和 N 趋 于 无 穷 大 的 情况 下 ， 结 果 会 趋 近 e: 
e-2.7182818284590452353602874713527... 
你 也 可 以 用 下 面 这 个 包含 阶乘 的 无 限 数列 计算 e: 


在 过 去 的 这 个 世纪 中 ， 许 多 数 已 经 被 证 明 是 超越 数 了 ， 但 是 仍然 没 
有 一 种 通用 方法 来 证 明 一 个 数 是 不 是 超越 数 。 例 如 ， 对 于 下 面 这 个 数 仍 
然 没 有 结论 : 

THT 

图 灵 论 文 〈 以 及 本 书 ) 将 数 限定 在 了 实数 〈 非 虚数 ) 。 下 面 的 图 汇 

总 了 实数 领域 内 儿 个 最 重要 的 类 别 。 











超越 数 

这 个 图 没有 按 比例 来 画 。 

等 等 ， 这 么 说 是 什么 意思 ? 

这 些 类 别 中 的 数 都 有 无 穷 多 个 ， 不 是 吗 ? 无 穷 多 个 整数 ， 无 穷 多 个 
有 理 数 ， 无 穷 个 无 理 数 ， 不 是 吗 ? 无 穷 是 无 穷 的 ， 不 是 吗 ? 没有 不 同 大 





ISTIC, 不 是 网 下 存储 一 个 无 务 大 于 另 一 个 无 为 BENS? 

对 吗 ? 

不 论 我 们 是 从 哲学 、 神 学 还 是 数学 哪个 方面 谈 及 无 穷 ， 它 永远 都 不 
是 一 个 简单 的 话题 。 然 而 在 数学 中 ， 无 穷 几乎 不 可 回避 ， 我 们 不 得 不 喜 
起 所 有 勇气 去 研究 无 穷 这 个 概念 。 

自然 数 的 无 限 增 大 似乎 是 无 穷 大 这 个 概念 的 根源 。 无 论 我 们 数 到 哪 
个 数 ， 总 能 再 多 数 一 个 。 实 数 当然 也 是 可 以 无 限 增 大 的 ， 但 那 只 是 因为 
它们 会 跟着 自然 数 一 起 增加 。 当 我 们 一 次 又 一 次 地 细 分 连续 统 时 ， 我 们 
便 开 始 思 考 实 数 的 无 穷 小 了 。 

这 两 个 无 穷 一 一 无 穷 无 尽 的 自然 数 和 无 穷 稠密 的 连续 统一 一 在 某 些 
方面 有 相似 之 处 吗 ? 或 者 说 它们 完全 不 同 ? 

如 果 我 们 掌握 了 集合 论 的 一 些 基本 知识 ， 接 下 来 的 讨论 就 会 简单 些 
了 。 人 和 集合 是 由 一 些 称 作 和 集合 元 素 的 对 象 组 成 的 。 和 集合 通常 用 大 括号 表 
示 ， 例 如 ， 








{1,2,3,4} 
EHTS AABN. HIN AEE Hy. CEMA OVE USER 
两 个 4。 集 合 里 元 系 的 排列 顺序 无 关 紧 要 ， 集 合 
{4,1,3,2} 
与 前 一 个 集合 是 一 样 的 。 集 合 中 元 系 的 个 数 称 作 基数 ， 也 叫 势 。 上 
面 的 有 限 集 合 的 基数 是 4。 有 共有 相同 基数 的 集合 称 作 等 势 的 集合 。 
有 些 集合 的 势 是 有 限 的 ， 有 些 集合 的 势 是 无 限 的 。 正 整数 集合 : 


{1,2,3,...} 
的 势 显然 是 无 限 的 。 正 偶数 集合 的 势 也 是 无 限 的 : 
{2,4,6,...} 

这 两 个 集合 的 势 之 间 有 什么 关系 呢 ? 

我 们 也 许 会 脱口 而 出 ， 第 一 个 集合 的 元 素 个 数 是 第 二 个 集合 的 两 
倍 ， 因 为 第 二 个 集合 少 了 所 有 的 奇数 。 这 当然 只 是 片面 的 看 法 。 如 果 这 
两 个 集合 都 是 有 限 的， 那么 这 种 看 法 确定 是 对 的 。 但 是 ， 这 两 个 集合 都 
是 无 限 的 ， 我 们 怎么 能 说 一 个 集合 是 力 一 个 集合 的 两 倍 呢 ? 

我 们 来 数 一 下 第 二 个 集合 的 元 素 。 什 么 叫做 “ 数 ”? 它 的 意思 是 将 这 
些 元 素 与 我 们 数 数 时 心中 默念 的 目 然 数 "1，2，3，.…” 一 一 对 应 起 来 。 
我 们 可 以 通过 与 目 然 数 做 一 一 对 应 ， 来 数 无 限 集 合 里 的 正 偶数 : 

| x d X 2 Xm 7 ES ox 
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对 于 每 一 个 正 整数 ， 都 有 一 个 偶数 与 之 对 应 。 对 于 任何 一 个 偶数 ， 
都 有 一 个 正 整 数 与 之 对 应 。 这 么 一 看 ， 这 两 个 集合 现在 似乎 变 得 一 样 大 
了 ， 也 就 是 说 它们 是 等 势 的 。 这 是 怎么 回 事 ?” (事实 上 ， 无 限 集合 的 这 
种 独 有 特征 是 伽利略 在 1683 年 外 提出 的 ， 因 此 有 时 也 称 作 伽利略 尾 
ib. 
似乎 没有 人 过 多 关注 过 这 个 那 论 ， 直 到 格 奥 尔 格 : 康 托 尔 (1845— 
1918) 跟 它 较 起 劲 来 。 康 托 尔 ， 伟 大 的 数学 家 ， 出 生 于 圣彼得堡 ， 以 建 
立 集合 论 而 闻名 。 他 的 父亲 是 一 名 商人 ， 在 各 方面 引导 儿子 出 类 拔 茜 ， 
他 的 母亲 出 身 于 博 姆 音乐 世家 。 康 托 尔 轩 露 了 自己 在 艺术 和 音乐 上 的 天 
赋 ， 但 是 他 在 17 岁 时 决定 “献身 于 数学 ”。 回 他 去 了 苏黎世 理工 学 院 和 相 
林 大 学 。1869 年 ， 康 托 尔 在 哈雷 大 学 获得 了 一 份 教学 工作 ， 并 在 那里 度 
过 了 余生 。 

在 1873 年 寄 给 数学 家 理 查 德 . 戴 德 金 (1831—1916) 的 一 封 信 中 ， 康 
托 尔 探索 了 类 似 自 然 数 与 偶数 之 间 的 对 应 ， 并 且 考 虑 是 否 可 以 在 自然 数 
和 实数 之 间 建 立 类 似 的 对 应 。 他 怀疑 这 不 可 能 ， 但 是 无 法 解释 这 是 为 什 
么 。“ 我 找 不 到 我 要 寻找 的 答案 ， 也 许 它 很 简单 。”* 康 托 尔 写 道 ， 吕 这 是 
他 著名 的 遗言 。 

如 果 和 集合 中 的 元 素 能 与 自然 数 一 一 对 应 ， 那 么 我 们 称 这 个 集合 为 可 
数 的 。 如 果 我 们 能 将 集合 中 的 元 素 按 照 某 种 方式 排序 或 列举 出 来 ， 那 么 
这 个 集合 就 是 可 数 的 ， 因 为 任何 一 个 列表 都 是 可 以 标号 的 ， 也 就 是 将 各 
项 与 自然 数 1，2，3，... 一 一 配对 。 所 有 有 限 集合 当然 都 是 可 数 的 。 真 
正 的 难题 来 自 于 无 限 集合 。 

例如 考虑 由 全 体 整 数 构 成 的 集合 ， 其 中 包含 正 数 、 负 数 和 零 。 这 个 

合 是 可 数 的 吗 ? 是 的 。 因 为 我 们 可 以 从 零 开 始 列 举 所 有 这 些 整 数 : 


























这 不 是 列举 整数 的 通常 方法 ， 但 是 它 向 我 们 展示 了 ， 单 个 列表 能 
含 所 有 的 整数 。 

有 趣 的 是 ， 有 理 数 也 是 可 数 的。 我 们 从 正 有 理 数 开始 ， 而 且 不 要 担 
心 数 列 里 有 一 些 重复 的 数 : 


1/1 
1/2 
2/1 
1/3 
2/2 
3/1 
1/4 
2/3 
3/2 
4/1 


看 出 规律 了 吗 ? 数列 中 第 一 项 的 分 子 分 母 之 和 是 2， 接 下 来 两 项 的 分 
子 分 母 之 和 是 3， 之 后 三 项 的 分 子 分 母 之 和 是 4， 以 此 类 推 。 这 个 列表 就 
包含 了 所 有 的 正 有 理 数 。 只 需 一 正 一 负 地 交 蔡 列举 ， 我 们 便 能 把 负 有 理 
数 也 加 进来 。 因 此 ， 有 理 数 是 可 数 的 。 

在 1874 年 发 表 的 一 篇 论文 “天 于 实 代数 数 集合 的 性 质 *” 四 中 ， 康 托 尔 
指出 甚至 代数 数 都 是 可 数 的 。 正 如 我 们 知道 的 ， 代 数 数 是 代数 方程 的 
解 ， 代 数 方程 的 一 般 式 是 

QNXN+QaN_ xN-L*...-a,x?*a4x*ag-0 

其 中 N 是 正 整 数 ，aj 是 整数 。 对 于 任何 一 个 代数 方程 ， 将 所 有 的 系数 
《ai 的 值 ) 和 N 相 加 ， 我 们 称 所 得 的 值 为 方程 的 高 。 对 于 某 个 特定 的 高 
(例如 5) ， 存 在 有 限 个 数 的 方程 ， 每 个 方程 至 多 有 N 个 解 。 所 以 ， 所 有 
的 代数 数 都 可 以 根据 它 的 高 和 解 来 排列 。 因 此 ， 代 数 数 是 可 数 的 。 

那么 超越 数 呢 ? 超越 数 是 否 可 以 按照 某 种 方式 列 成 一 张 表 ? 这 看 上 
去 极 不 可 能 ! 我 们 甚至 没有 检测 一 个 特定 的 数 是 否 是 超越 数 的 一 般 步 
HR | 

那么 包含 了 代数 数 和 超越 数 的 实数 呢 ? 实数 可 数 吗 ? 

在 1874 年 康 托 尔 证 明代 数 数 可 数 的 同一 篇 论文 中 ， 他 也 证 明了 实数 
是 不 可 数 的 。 

康 托 尔 首先 假设 实数 是 可 数 的 。 他 假设 存在 一 种 枚 举 实数 的 方法 ， 
并 且 这 些 实数 已 经 按照 这 种 方式 排列 好 了 ， 我 们 用 带 下 标的 希腊 字母 @ 
来 标记 : 





康 托 尔 打算 证 明 这 个 列表 是 不 完整 的 一 一 无 论 怎样 构造 这 个 列表 ， 
它 都 不 可 能 包含 所 有 的 实数 。 


随便 选择 一 个 数 w 和 一 个 稍 大 的 数 P。 你 可 以 像 这样 在 数 轴 上 表示 这 
两 个 数 : 
a p 


Os 
ME, M7 BR RIK BA AW i Ze FB, FRE PPS AD FEOF B 
间 的 实数 ， 这 两 个 数 均 大 于 a 并 且 小 于 8。 我 们 称 这 两 个 数 中 小 的 那个 为 
Q 大 一 些 的 为 : p 
a a pP' p 
(E ——————Ó————M «9€ 
从 刚才 停 下 来 的 地 方 开始 ， 继 续 往 下 搜索 列表 ， 直 到 碰 上 两 个 新 的 
大 小 介 于 a 和 PB' 之 间 的 数 ， 称 这 两 个 数 为 o” 和 pp” 
a st at P pg 
^ —— — T €——————————ÀÀ MÀ ECT 
继续 : 





e a uw wo p" A" oe B 


这 个 过 程 显然 可 以 无 限 进 行 下 去 。 你 总 能 在 刚才 的 两 个 数 之 间 再 找 
到 两 个 新 的 数 。 

你 怎么 知道 的 ? 很 简单 。 假 设 你 被 卡 在 了 这 一 步 

Godd (QU QUESO BE m — HU JEU pE On 

上 标 (V) 表 明 有 v 个 小 撒 ， 也 许 是 一 亿 亿 亿 个 ， 但 仍 是 个 有 限 的 数 。 现 
在 ， 无 论 如 何 继续 在 枚 举 好 的 实数 列表 中 搜索 ， 都 不 能 在 am 和 有 之 间 
找到 另 一 组 数 。 很 显然 ， 你 的 实数 列表 是 不 全 的 。 这 个 列表 缺少 了 ay) 
和 (之 间 的 每 一 个 数 。 例 如 ， 夹 在 xm 和 正中 间 的 数 是 这 两 个 数 的 平 
JE BD: 








o? 4 po 


这 还 只 是 个 开始 。 你 的 数列 漏 掉 了 许多 数 。 

这 就 是 你 知道 这 个 过 程 必 定 会 无 限 进行 下 去 的 原因 。 所 有 的 a 会 持续 
增 大 ， 而 B 会 持续 减 小 ， 但 是 最 大 的 a 不 能 大 于 最 小 的 6。〈 当 你 在 最 后 
一 组 ac 和 8 之 间 找 到 两 个 新 数 的 时 候 ， 那 个 小 的 数 总 是 wk， 大 的 数 总 是 
B. ) a 和 B 都 有 一 个 界线 (极限 ) ， 康 托 尔 用 无 穷 符号 作为 上 标 来 标 
记 : dA. 

太 是 否 可 能 小 于 广 ? 我 们 来 看 一 下 : 

区 











不 ， 这 不 可 能 。 如 果 a 永 远 不 会 大 于 巡 并 且 8 永 远 不 会 小 于 广 ， 那 么 


这 个 实数 数列 就 会 丢失 每 一 个 在 必 和 床 之 间 的 数 ， 第 一 个 能 想到 的 惑 
是 : 


a + B 





0 一 定 等 于 PF。 康 托 尔 称 这 个 极限 为 (希腊 字母 beta〉: 
ae eae = ) SSS pp" B' p 
因为 这 是 一 个 永远 持续 的 过 程 〈 我 们 已 经 说 明了 它 不 可 能 在 某 一 点 
fF PR) ，aw 永 远 无 法 达到 7 ，p 也 如 此 。 现 在 ， 你 知道 这 是 什么 意思 
了 ， 对 吗 ? 这 意味 着 ，7 不 在 最 初 的 那个 实数 列表 里 ! 
如 有 果 力 真 的 在 这 个 实数 数列 里 ， 那 么 它 本 该 在 某 一 次 搜索 下 一 个 a 和 
B 的 时 候 出 现 ， 但 考虑 数列 中 搜索 到 之 前 的 那 一 对 a 和 BB: 


a a’ a" Fi ddd eee a) 1] po eee m" p" p' p 


ee aaa 
现在 这 个 实数 列表 里 漏 掉 了 在 ao) 与 Fw) 之 间 除 了 7 以 外 的 每 一 个 











数 。 

我 们 考 碟 完了 所 有 情形 。 没 有 一 个 成 立 ， 没 有 一 个 符合 逻辑 ， 这 都 
怪我 们 最 原始 假设 是 错 的 一 一 我 们 假设 了 实数 是 可 枚 举 的 ， 这 一 切 一 定 
都 是 因为 我 们 根本 做 不 到 这 一 点 。 

整数 是 可 数 的 ， 有 理 数 是 可 数 的 ， 甚 至 代数 数 都 是 可 数 的 。 然 而 ， 
实数 都 是 不 可 数 的 。 

康 托 尔 考虑 将 实数 不 可 数 的 性 质 作 为 超越 数 存 在 的 新 证 据 。 如果 
超越 数 不 存 在 ， 那 么 实数 就 等 同 于 代数 数 ， 从 而 可 数 。) 康 托 尔 最 终 意 
识 到 至 少 有 两 种 无 穷 : 可 数 的 无 穷 和 不 可 数 的 无 穷 ， 即 自然 数 的 无 穷 和 
连续 统 的 无 穷 。 目 然 数 、 有 理 数 ， 其 至 代数 数 的 无 限 集合 都 是 可 数 的。 
当 我 们 将 超越 数 放 进 来 的 时 候 ， 我 们 突然 间 就 置身 在 一 个 完全 不 同 的 世 
界 中 了 。 我 们 眼前 有 两 种 不 同 的 无 穷 的 势 ， 一 种 势 适用 于 目 然 数 、 有 理 
数 与 代数 数 ， 男 一 种 势 适用 于 实数 和 连续 统 。 

康 托 尔 的 成 果 在 当时 饱 受 争议 ， 他 自己 也 一 直 没 能 摆脱 这 种 争议 。 
目 康 托 尔 后 ， 没 有 哪个 数学 家 再 像 他 那样 轧 考 无 穷 了 。 可 数 的 无 穷 和 不 
可 数 的 无 穷 之 间 的 区 别 已 被 证 明 是 极其 有 用 的 ， 即 使 想象 一 种 简单 的 无 
FWE A REIRA Ùo 
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了 。 康 托 尔 确实 在 他 生命 的 最 后 20 年 中 经 常 出 入 精神 病院 ， 但 这 也 许 古 
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相关 。 在 休养 期 间 ， 他 的 兴趣 已 不 在 数学 上 了 。 他 研究 过 哲学 、 神 学 、 
形而上学 ， 以 及 “培根 是 莎士比亚 戏剧 的 真正 作者 ”这 一 假说 。 

有 限 集 合 与 无 限 集合 有 很 多 不 同 ， 其 中 一 个 很 大 的 不 同 就 是 真子 
集 ， 也 就 是 那些 与 集合 上 自身 不 相同 的 子 集 。 有 限 集合 的 真子 集 总 是 有 较 
小 的 基数 ， 这 一 点 显而易见 。 无 限 集 合 的 真子 集 也 可 以 有 较 小 的 基数 。 
(例如 ， 自 然 数 集 就 是 实数 集 的 真子 集 ， 它 们 的 基数 是 不 同 的 。) 然而 
在 有 些 情况 下 ， 有 些 集合 的 真子 集 有 着 与 集合 本 身 一 样 的 基数 。 这 只 对 
无 限 集合 成 立 。 自 然 数 集 是 整数 集 的 真子 集 ， 整 数 集 是 有 理 数 的 真子 
集 ， 有 理 数 又 是 代数 数 集 的 真子 集 。 所 有 这 些 无 限 集合 都 有 相同 的 基 
数 ， 它 们 是 等 势 的 。 

实数 的 各 种 真子 集 也 有 可 能 是 相互 等 势 的 。 想 想 1 与 0 之 间 的 实数 。 
这 些 数 可 以 与 大 于 1 的 实数 一 一 对 应 ， 只 要 把 每 个 数 都 用 1 除 一 下 就 好 
了 。 例 如 ，0.5 对 应 2，0.25 对 应 4，0.1 对 应 10，0.0001 对 应 10000。 这 一 
事实 非常 有 用 ， 意 味 着 我 们 可 以 考察 0 和 1 之 间 的 实数 的 某 些 性 质 ， 其 结 
论 将 适用 于 所 有 的 实数 。 “图 灵 在 他 的 论文 中 运用 到 了 这 一 概念 ， 康 托 
尔 也 用 到 了 它 。) 

康 托 尔 在 探索 无 限 集合 时 还 有 其 他 惊人 友 现 。 他 发 现 我 们 可 以 在 连 
续 统 (直线 上 的 实数 ) 和 平面 上 的 点 ， 力 至 NN 维 空间 中 的 点 之 间 建 立 一 
一 对 应 关系 。 

下 面 我 们 只 看 x 和 y 坐 标 都 在 0O 和 1 之 间 的 那 部 分 平面 区 域 。 平面 上 的 
任何 一 点 都 可 以 表示 为 数字 对 (x，y)， 并 且 这 两 个 数 中 的 任何 一 个 数 小 
数 点 后 都 有 无 穷 位 。 在 下 面 的 表示 中 ，x 的 小 数 点 后 每 一 位 都 用 带 有 下 















































X-.0405030,... 
y 同 样 如 此 : 
y=.b,b5b3by,... 
现在 ， 把 这 些 数 插 在 一 起 ， 形 成 一 个 新 的 数 : 
.a,b,ayba,a3b3a4b,... 


这 是 由 两 个 实数 压 在 一 起 形成 的 一 个 实数 。 每 一 个 二 维 的 点 都 对 应 
着 连续 统 上 的 一 个 实数 。 因 此 ， 平面 上 的 所 有 点 和 直线 上 的 实数 有 着 一 
样 的 基数 。 康 托 尔 被 这 个 发 现 震 撼 得 说 不 出 话 来 。 他 在 给 戴 德 金 辑 的 信 
中 写 道 : “Je le vois, mais je ne le crois pas.”( 我 了 解 它 ， 但 我 不 相信 
ee? 


1891 年 ， 康 托 尔 发 表 了 另 一 个 实数 不 可 数 的 证 明 ，DO 从 那 以 后 ， 这 
个 证 明 至 今 令 人 拍案 叫绝 。 康 托 尔 的 证 明 涉 及 了 集合 而 非 数 字 ， 并 且 比 
我 即将 展示 的 例子 更 具 一 般 性 ， 二 者 思路 是 一 样 的 。 这 种 思路 被 称 作 对 
角 线 证 明 法 〈diagonal proof) 、 对 角 线 过 程 (diagonal process) 、 对 角 
线 论 证 (diagonal argument) RAX AME (diagonalization) ， 原 因 大 家 
马上 就 知道 了 。 无 论 怎么 称呼 它 ， 总 少不了 对 角 线 一 词 。 
来 看 0 和 1 之 间 的 实数 。 假 设 我 们 设计 了 一 种 列 出 所 有 实数 的 方法 。 
《正如 你 所 料 ， 这 是 另 一 个 反 证 法 。) 假设 这 个 排列 像 下 面 这 样 : 
.1234567890... 
.2500000000... 
.3333333333... 
.3141592653... 
.0101101110... 
.4857290283... 
.0000000000... 
.9999999999... 
.7788778812... 
.2718281828... 
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e/10， 还 有 之 前 那个 连续 数字 “1” 越 来 越 多 的 无 理 数 ， 以 及 一 些 不 大 能 辩 
认 出 来 的 数 。 每 个 数 都 有 无 限 的 十 进 制 小 数位 〈 即 使 它们 都 是 0) ， 并 
且 这 个 列表 有 无 限 多 个 数 。 

即便 这 个 列表 是 无 限 的 ， 我 们 仍然 可 以 说 服 自 己 这 里 面 漏 掉 了 一 些 
东西 。 我 们 从 左上 角 到 右 下 角 看 这 个 列表 中 的 数字 ， 这 些 数字 用 粗 体 显 
ZN: 

.1234567890... 
.2500000000. . . 
.3333333333... 
.3141592653... 
.0101101110... 
.4857290283... 
.0000000000. . . 
.9999999999. .. 
.7788778812... 
.2718281828... 


现在 用 这 些 粗 体 数字 构建 一 个 数 : 
.1531190918... 
因为 实数 列表 是 无 限 的 ， 每 个 数 的 位 数 也 是 无 限 的 ， 所 以 上 面 这 个 
数 有 无 限 位 。 现 在 将 这 个 数 的 每 一 位 都 增加 1。 如 果 这 一 位 是 9， 就 把 它 
变 成 0: 





.2642201029... 

这 个 新 数 是 否 在 原来 的 列表 里 ? 让 我 们 一 步 一 步 来 看 : 这 个 新 数 是 
否 是 列表 中 的 第 一 个 数 ? 不 是 ， 因 为 列表 里 第 一 个 数 的 第 一 个 位 是 1， 
而 这 个 新 数 的 第 一 位 是 2。 

这 个 数 是 列表 中 的 第 二 个 数 吗 ? 也 不 是 ， 因 为 数列 中 第 二 个 数 的 第 
二 位 是 5， 而 新 数 的 第 二 位 是 6。 

这 个 数 是 数列 中 的 第 三 个 数 吗 ? 不 是 ， 因 为 数列 中 第 三 个 数 的 第 三 
位 是 3， 而 新 数 的 第 三 位 是 4。 

等 等 等 等 。 这 个 新 数 不 是 列表 里 的 第 N 个 数 ， 因 为 第 N 个 数 的 第 N 位 
与 这 个 新 数 的 第 N 位 不 相等 。 

因此 ， 这 个 列表 是 不 全 的 ， 我 们 先前 的 假设 有 问题 。 枚 举 0 和 1 之 间 
的 所 有 实数 是 不 可 能 的 ， 我 们 再 次 看 到 实数 是 不 可 数 的 。 

当 我 们 对 代数 数 进 行 同 样 的 操作 会 发 生 什 么 ? 我 们 已 经 知道 如 何 枚 
举 代 数 数 ， 这 不 是 问题 。 当 构建 一 条 对 角 线 并 且 改 变 所 有 位 上 的 数字 
时 ， 所 生成 的 数 并 不 在 这 个 列表 中 。 这 惑 意味 着 生成 的 数 不 是 代数 数 ， 
而 是 超越 数 。 

你 可 以 将 代数 数 按照 多 种 不 同 的 方式 排列 ， 你 可 以 制定 不 同 的 规则 
让 对 角 线 和 原 数 列 中 的 每 一 个 数 都 不 同 。 每 次 这 么 做 ， 你 都 将 得 到 一 个 
新 的 超越 数 。 

1895 年 ， 康 托 尔 选 择 用 和 希 伯 来 文字 母 表 中 的 第 一 个 字母 加 上 下 标 0 C 
No， 读 作 “ 阿 列 夫 零 ”) 来 表示 可 数 的 上 自然数 集合 (因此 也 是 任何 可 数 
的 无 限 集合 ) 的 基数 。 康 托 尔 称 这 是 第 一 超 限 数 。 他 将 它 与 其 他 超 限 数 
CN Nov Nose) 结合 起 来 建立 了 超 限 数 的 整个 数学 体系 。 

如 果 可 数 集合 的 基数 是 No， 那么 实数 的 不 可 数 集合 的 基数 是 什么 ? 
我 们 能 否 表 示 这 个 基数 ? 

也 许 吧 s 我 们 先 来 看 一 个 有 限 的 集合 ， 它 仪 有 3 个 元 素 : 

{a, b, c} 

这 个 集合 有 很 多 子 集 ， 你 能 构造 出 多 少 个 来 ? (一 个 集合 的 所 有 子 

集 的 集合 叫做 梭 集 。) 你 可 以 动手 尝试 一 下 ， 但 是 不 要 忘 了 空 集 和 包含 





























所 有 3 个 元 素 的 集合 : 
{} {ab 
fa} {ae} 
全 — (bed 
fe] fa, b, c] 


含 3 个 元 素 的 集合 共有 8 个 子 集 ， 而 且 这 并 非 巧合 : 
23=8 
其 中 指数 是 原 集合 元 素 的 个 数 ， 结 果 是 子 集 的 个 数 。 一 个 含 4 个 元 素 
的 集合 有 16《〈2 的 4 次 方 ) 个 子 集 ， 含 5 个 元 素 的 集合 有 32 个 子 集 。 
为 了 更 好 地 揭示 这 种 联系 ， 我 们 还 有 一 个 更 具 条 理 的 方法 来 枚 举 这 
些 子 集 。 男 一 个 表格 原 集合 中 的 每 个 元 素 各 占 一 列 ， 用 0 和 1 来 表示 这 些 
元 素 是 否 在 各 个 子 集中 : 














a b c T€ 

0 0 0 { } 

0 0 ] {c} 

0 l 0 {b} 

0 l l {b, c} 

] 0 0 {a} 

l 0 l la. c} 

l l 0 la. b} 

l 1 ] la. b, c] 


这 些 三 位 的 0 和 1 组 合 依次 与 二 进 制 数 的 0 到 7 相对 应 。3 位 得 到 8 个 二 
进 制 数 。 一 般 的 规则 是 : 
Fe Fe AY = 2 原 集合 的 势 
一 个 合 10 个 元 素 的 集合 ; :其 暴 集 合 有 1024 个 元 素 ; — 8 1007 7638 
的 集合 ， 其 窜 集 含有 1267650600228229401496703205376 个 元 素 。 
再 来 天 注目 然 数 ( 因 为 需要 ， 把 0 也 算 进 来 了 ): 




















10,1, 2, 3, 4, 5, ...} 
这 个 集合 的 基数 是 Ro。 它 有 多 少 个 子 集 呢 ? mov vmm 
数 是 多 少 ? 它 的 基数 是 : 
Do 
我 们 有 必要 进行 进一步 的 确认 。 我 们 来 构建 一 个 与 类 似 有 限 集合 的 
$2 on 各 列 的 第 一 行 依次 是 自然 数 集合 里 的 所 有 元 
素 。 每 一 列 的 0 和 1 表示 该 元 素 在 哪些 子 集 中 ， 所 得 的 子 集 写 在 每 行 最 右 

















m 

0 1 2 3 4 5 FB 

0 0 0 0 0 0 B 

1 0 0 0 0 0 (0) 

0 1 0 0 0 0 (1) 

1 1 0 0 0 0 (0, 1) 
0 0 1 0 0 0 i9] 

1 0 1 0 0 0 (0, 2) 

0 1 1 0 0 0 (1,2) 

1 1 1 0 0 0 (0, 1, 2) 


在 这 里 ， 我 们 其 实 是 在 尝试 枚 举 所 有 无 限 多 种 可 能 的 0 和 1 的 组 合 。 
我 们 在 该 列表 的 每 串 数字 前 加 一 个 小 数 后 : 
.000000... 
.100000... 
.010000... 
.110000... 
.001000... 
.101000... 
.011000... 
.111000... 


它们 都 是 0 和 1 之 间 的 二 进 制 数 ， 并 且 也 是 0 和 1 之 闻 的 所 有 二 进 制 
数 ， 因 此 也 就 是 0 和 1 之 间 所 有 的 实数 。_LLL 我 在 之 前 展示 了 如 何 将 0 和 
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中 的 成 员 建 立 一 一 对 应 关系 。 这 个 里 集 因 此 有 和 连续 统一 样 的 基数 。 
因此 ， 连 续 统 的 基数 是 : 








Vo 

其 中 Ro 是 自然数 的 基数 。 

康 托 尔 证 明了 将 任何 一 个 非 空 集合 的 元 素 与 其 虞 集 有 的 元 了 素 一 一 对 应 
是 不 可 能 的 ， 这 个 事实 对 于 有 限 集合 很 明显 ， 但 对 于 无 限 集合 就 不 明显 
了 。 这 个 结论 现在 称 为 康 托 尔 定理 ， 它 也 是 1891 年 那 篇 介绍 对 角 化 技巧 
的 论文 的 主要 成 果 。 正 如 一 个 集合 有 肢 集 一 样 ， 一 个 时 集 同 样 可 以 有 目 
己 的 戎 集 ， 等 等 。 所 有 这 些 集合 都 有 不 同 的 基数 。 

康 托 尔 推测， 连续 统 的 基数 是 No 之 后 的 下 一 个 超 限 数 ， 他 称 这 个 基 
数 是 N1。 这 个 推测 称 为 康 托 尔 的 连续 统 假设 ， 用 数学 语言 表示 为 : 

N,=2™ 

康 托 尔 不 懈 地 证 明 他 的 假设 ,但 是 始终 没有 成 功 。 问 题 在 于 ， 在 Xo 
和 连续 统 的 基数 之 间 可 能 存在 一 些 超 限 数 。 

尽管 如 此 ， 这 一 切 的 深刻 涵义 在 于 可 数 集合 的 基数 不 仅仅 是 比 连续 
统 的 基数 小 ， 
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N 


N, (QC AQ AXXa 


xe LOG gle < ^ 


事实 上 ， 连 续 统 与 可 数 集 的 唯一 区 别 在 于 ， 是 人 否 包 含 超越 数 。 我 们 
不 得 不 承认 ， 超 越 数 ， 那 些 1844 年 之 前 甚至 还 不 能 证 明 其 存在 性 的 数 ， 
其 实 占 了 实数 的 绝 大 部 分 。 事 实 上 ， 它 们 几乎 占 满 了 所 有 的 实数 。 

干 百 年 来 ， 我 们 对 于 数 的 概念 完全 古 偏 鼎 和 扭曲 的 。 我 们 总 是 重视 
整洁 、 秩 序 、 模 式 ， 然 而 我 们 又 生活 在 一 个 折 中 与 近似 的 世界 中 。 我 们 
只 关注 那些 对 我 们 有 意义 的 数字 。 为 了 数 农场 里 的 动物 ， 我 们 发 明了 和 目 
RE: 为 了 测量 ， 我 们 发 明了 有 理 数 ， 而 在 高 等 数学 中 ， 我 们 又 发 明了 
代数 数 。 我 们 从 连续 统 中 挖 出 了 所 有 这 些 数 ， 却 完全 无 视 了 实数 海洋 中 
其 他 有 如 微生物 一 般 蚂 多 的 数 。 我 们 活 在 一 种 很 安 移 的 幻觉 中 ， 有理数 
比 无 理 数 多 得 多 ， 代 数 数 比 超越 数 多 得 多 ， 当 然 这 仅仅 是 我 们 的 一 厢 情 
愿 。 然 而 事实 上 ， 在 连续 统 的 世界 中 几乎 每 一 个 数 都 是 超越 数 。 

这 些 超越 数 到 撒 是 什么 ? 它们 中 的 大 多 数 仅仅 就 是 随机 的 数字 序 
列 ， 完 全 没有 模式 、 规 则 和 意义 可 言 。 实 际 上 ， 任 何 一 个 随机 的 数字 序 














列 几 乎 都 是 超越 数 。 

我 们 癌 标 靶 投 掷 一 个 飞镖 ， 然 后 使 用 一 个 带 潮 进 高 倍 镜 的 无 比 精确 
的 尺子 测量 飞镖 和 靶 心 的 距离 。 我 们 首先 量 出 整 的 英寸 数 ， 然 后 量 十 分 
之 一 英寸 ， 再 后 是 百 分 之 一 英寸 ， 如 此 可 以 一 直 量 下 去 ， 永 无 止 轧 。 所 
得 结果 是 有 理 数 《〈 比 如 正好 1.437 英 寸 ) 的 概率 基本 可 以 忽略 不 计 。 

当然 ， 真 正 测量 飞镖 的 时 候 我 们 不 得 不 面 对 真 实 世界 的 情况 。 飞 镖 
总 不 可 能 正好 把 一 个 原子 臂 开 吧 ! 显然 ， 飞 镖 会 插 进 标 靶 软木 离散 的 分 
子 之 间 ， 而 且 当 我 们 真 的 放大 到 了 分 子 世 界 时 ， 会 发 现 分 子 震 荡 得 太 快 
难以 精确 测量 ， 而 且 光 的 波长 有 限 会 引起 失真 ， 海 森 堡 不 确定 性 原理 叉 
会 在 茶 个 时 候 横 插 一 脚 ， 所 以 我 们 什么 都 不 能 真正 确定 下 来 。 

在 这 样 的 微观 世界 中 ， 连 续 统 的 概念 是 如 此 地 离奇 而 让 人 绝望 。 而 
当 我 们 把 目光 从 分 子 转移 到 宏观 宇宙 中 ， 同 样 也 会 产生 疑问 ， 无 穷 在 现 
实 世 界 中 到 底 存 在 不 存在 。 尤 其 是 考虑 到 ， 宇 宙 大 爆炸 很 可 能 发 生 在 有 
限 的 时 间 以 前 ， 只 释放 了 有 限 的 物质 和 人 能量， 因而 宇宙 似乎 应 该 由 离散 
而 并 非 连续 的 结构 来 刻画 。 

我 们 还 想 知 道 : 康 托 尔 对 于 可 数 集 合 和 不 可 数 集合 的 探索 仅仅 是 高 
度 抽 象 《甚至 还 值得 怀疑 ) 的 理论 数学 呢 ? 还 是 可 以 在 现实 生活 中 有 其 
用 武之 地 呢 ? 

尽管 在 现实 世界 中 很 难 找到 无 限 的 事物 ， 但 是 无 限 的 概念 在 数学 上 
还 是 有 用 的 。 后 来 发 现 ， 某 些 有 现实 意义 的 数学 证 明 ， 包 括 图 灵 论 文 里 
的 证 明 ， 核 心 问 题 就 在 于 可 数 集合 与 不 可 数 集合 的 区 别 上 ， 如 下 图 所 
外。 





























这 是 已 知 的 。 
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这 是 我 们 需要 做 的 事 。 
看 到 问题 所 在 了 吗 ? 


ILL “yar” AES AE “oiler”, SKA “Euler” 发 音 相 似 。 一 -一 
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lul 看 起 来 ， 我 们 似乎 无 意 中 发 现 了 一 种 枚 举 0 和 1 之 间 所 有 实数 的 
方法 。 这 种 方法 很 明显 : 小 数 点 后 的 第 一 位 在 0O 和 1 之 间 交 蔡 变 化 ， 同 时 
第 二 位 以 一 半 的 速度 交替 变化 ， 以 此 类 推 。 我 们 可 以 轻易 地 延续 这 个 列 
表 。 然 而 ， 问 题 在 于 这 个 数列 永远 不 会 包含 超越 数 。 这 个 列表 中 的 所 有 
数 小 数 点 后 都 只 有 有 限 个 非 零 数 。 

















随 看 1999 年 12 月 31 日 午夜 倒计时 几 秒 的 来 临 ， 伴 随 新 年 而 来 的 庆典 
也 沉浸 在 焦虑 和 担忧 之 中 。 在 午夜 的 钟 声 里 ， 我 们 有 可 能 见证 一 场 波及 
全 世界 互 连 计算 机 系统 的 重大 技术 事故 及 宕 机 ， 有 些 人 甚至 认为 这 是 无 
法 避免 的 。 这 场 危机 不 是 全 球 仙 怖 主义 行为 ， 而 是 由 计算 机 程序 员 使 用 
了 近 半 个 世纪 的 小 捷径 造成 的 。 在 众多 系统 的 各 种 应 用 程序 中 ， 人 们 使 
用 年 份 的 后 两 位 数字 表示 年 份 ， 例 如 用 75 代 着 1975， 以 此 来 节省 宝 贯 的 
计算 机 存储 空间 。 在 那个 午夜 ， 这 个 两 位 数字 的 年 份 将 会 从 99 变 成 00， 
突然 变 得 很 小 ， 而 不 是 更 大 了 。 一 个 曾经 无 害 的 捷径 竟然 变 成 了 一 个 危 
险 的 错误 ， 这 个 故障 有 个 高 科技 别名 ， 叫 作 Y2K《〈 干 年 虫 ) 。 

当然 ， 程 序 员 们 时 在 几 十 年 前 就 知道 这 个 即将 发 生 的 问题 。 从 1998 
年 起 ， 众 多 答 人 上 听闻 的 书 名 开始 进入 公众 的 视野 ， 例 如 了 2K: The Day the 
World Shut Down. Deadline Y2K. Y2K: It's Already Too Late. Y2K: An 
Action Plan to Protect Yourself, Your Family, Your Assets, and Your 
Community on January 1, 2000. 101 Ways to Survive the Y2K Crisis. Y2K 
for Women: How to Protect Your Home and Family in the Coming Crisis. 
Crisis Investing for the Year 2000: How to Profit from the Coming Y2K 
computer Crash, Y2K: A Reasoned Response to Mass Hysteria, Spiritual 
Survival During the Y2K Crisis. Y2K: The Millennium Bug — A Balanced 
Christian Response, Awakening: The Upside of Y2K， 以 及 针对 儿童 阅读 
的 Y2K-9: The Dog Who Saved the World。 不 久 ， 电 视 专 题 节目 和 杂志 也 
加 入 这 一 行列 。1999 年 4 月 的 《 连 线 》 杂 志 刊 出 一 个 不 祥 的 黑色 封面 ， 
上 面 用 大 字 写 着 “Lights Out” AT) ， 用 小 字 写 着 “Leamning to Love 
Y2K”( 学 会 去 爱 干 年 虫 ) . LL 

我 们 被 告 之 ， 计 算 机 已 经 装 进 了 几乎 所 有 的 电子 产品 中 ， 因 而 届时 
会 有 大 到 大 面积 停 水 停电 、 飞 机 附 落 、 汽 车 失控 ， 小 到 微波 炉 罢 工 、 录 
像 机 出 错 等 种 种 事故 发 生 。 

20 世 纪 是 一 个 众多 科学 和 技术 都 在 及 展 进步 的 时 代 ， 但 是 现在 ， 这 
个 技术 却 要 给 我 们 的 洋洋 上 自得 一 个 狠 狠 的 教训 。 

之 前 的 世纪 之 区 从 未 有 过 这 样 的 忍 惧 。19 世 纪 也 是 一 个 科技 飞速 进 
步 的 时 代 ， 但 没有 什么 会 在 午夜 时 分 毁 掉 ， 新 的 世纪 充满 光明 。 科 学 家 
们 似乎 已 接近 了 解 了 所 有 的 知识 ， 当 时 很 多 著名 的 物理 学 家 ， 比 如 开 尔 
X8) (1824—1907) ， 成 功 预言 了 物理 世界 中 最 后 几 个 谜 题 也 会 很 快 
被 解决 ， 这 其 中 包括 了 以 太 能 填充 整个 空间 并 为 光线 及 其 他 电磁 辐射 的 
传播 提供 介质 的 本 质 原因 。 

数学 ， 也 许 是 19 世 纪 中 最 接近 计算 机 科学 的 学 科 ， 也 有 很 大 进展 ， 
而 且 远 超 预期 。 漂 亮 地 逃 过 了 一 场 危机 之 后 ， 数 学 似乎 变 得 前 所 未 有 的 























强大 。 

19 世 纪 的 这 个 数学 危机 涉及 的 领域 可 以 追溯 到 约 公 元 前 300 年 ， 即 欧 
几 里 得 几何 。〈 吹 拉 名 字 的 发 音 是 oiler， 欧 几 里 得 的 发 音 是 yoo-clid。) 

欧 几 里 得 的 《几何 原本 》 以 一 系列 定义 开始 ， 随 后 是 五 个 公设 和 一 
些 常 用 概念 (也 称 为 公理 ) 。 通 过 这 几 个 基本 假定 ， 欧 几 里 得 推导 出 了 
数 百 个 定理 。 

欧 几 里 得 的 前 四 个 公设 如 此 显然 ， 看 上 去 几乎 没有 写 下 来 的 必要 。 
前 三 个 公设 说 的 是 可 以 用 直 尺 和 圆规 画 直线 和 圆 ， 第 四 个 同样 简单 。 

1. 从 一 点 到 另 一 点 可 以 画 一 条 线 。 

2. 直线 可 以 向 两 边 不 断 延 伸 。 

3. 给 定 圆心 和 半径 可 以 确定 一 个 圆 。 

4. 所 有 的 直角 都 相等 。 

这 四 条 公设 简洁 ， 明 了 ， 不 言 自明 。 相 比 之 下 ， 第 五 个 公设 可 谓 是 
HS TK Sz 

5. 如 果 一 条 直线 与 另 两 条 直线 相交 ， 且 在 同一 侧 形 成 的 两 个 内 角 之 
和 小 于 两 直角 ， 那 么 无 限 延 长 这 两 条 直线 ， 它 们 会 在 这 一 侧 相 交 。-[21 

这 个 公设 定义 了 直线 不 平行 的 条 件 。 

从 最 早 对 《几何 原本 》 的 评论 开始 ， 第 五 个 公设 就 颇 有 和 争议。 一 些 
数学 家 认为 ， 第 五 公设 是 多 余 的 ， 是 不 必要 的 ， 其 实 是 可 以 从 前 四 个 公 
设 推导 出 来 的 。 但 是 ， 所 有 企图 推导 出 第 五 公设 的 人 都 失败 了 。 那 些 成 
功 了 的 人 ， 全 都 不 知情 地 暗中 用 到 了 与 第 五 公设 等 价 的 假设 。 

在 19 世 纪 初 ， 一 些 数学 家 开始 探索 另 一 种 方法 : 假定 做 出 了 一 些 违 
背 第 五 公设 的 假设 。 也 许 无 论 它 们 与 其 他 直线 相交 的 角度 是 多 少 ， 两 条 
直线 总 是 相交 的 。 也 许 两 条 直线 永 不 相交 。 如 果 欧 几 里 得 的 第 五 公设 真 
的 是 多 余 的 ， 那 么 矛盾 总 会 在 某 个 地 方 出 现 ， 我 们 就 相当 于 用 反 证 法 证 
明了 第 五 公设 。 

然而 ， 事 情 并 没有 那样 发 展 下 去 。 在 德国 、 匈 牙 利 和 俄罗斯 ， 卡 尔 . 
弗 里 德里 希 : 高 斯 (1777—1855) 、 约 翰 : 波 尔 约 〈1802 一 1860) 和 尼 古 
拉 : 伊 万 诺 维 奇 . 罗 巴 切 夫 斯 基 (1792—1856) 都 独立 地 发 现 ， 修 改 第 五 
公设 并 不 会 导致 矛盾 ， 而 是 创造 了 一 个 虽然 奇怪 但 前 后 完全 一 致 的 新 几 
何 世 界 产物 。 

在 一 个 不 太 成 熟 的 时 代 ， 数 学 家 可 能 会 握 弃 这 些 令 人 厌恶 的 非 欧 几 
何 ， 或 者 因 基 本 几何 被 这 些 元 座 的 构造 弄 得 站 不 住 脚 而 绝望 。 但 是 他 们 
没有 那样 ， 数 学 家 接受 了 这 些 欧 氏 几何 的 替代 物 ， 学 到 了 有 关 数 学 本 质 
的 重要 一 课 。 

欧 几 里 得 一 直 是 对 的 ， 第 五 公设 应 该 纳入 他 的 基本 假设 当中 。 作 为 


























平面 的 几何 学 ， 欧 氏 几 何 的 第 五 公设 是 必需 的 ， 但 它 并 不 是 唯一 的 可 
能 。 用 一 些 其 他 公设 替换 它 ， 会 产生 与 欧 氏 几何 一 样 合理 和 有 趣 〈 甚 至 
更 有 趣 ) 的 几何 学 。 这 些 非 欧 几何 与 我 们 称 之 的 “现实 世界 ”有 什么 关系 
吗 ? 当然 有 时 候 会 有 。 一 种 非 欧 几 何 描述 的 是 球体 的 表面 ， 从 某 些 角度 
来 看 ， 球 面 比 平 面 更 贴近 “现实 世界 ”。 

19 世 纪 的 数学 家 对 欧 几 里 得 在 《几何 原本 》 中 使 用 过 的 公理 化 方 
法 ， 也 有 了 更 加 新 颖 深刻 的 理解 。 (虽然 欧 几 里 得 和 亚 里 士 多 德 区 分 了 
公设 和 公理 [31 ， 但 是 这 种 差别 在 近代 很 大 程度 上 已经 消失 了 。) 一 个 
数学 系统 首先 要 从 一 些 特定 的 公理 开始 ， 然 后 不 断 证 明 这 些 公理 的 推论 
并 一 直 继 续 下 去 。 根 据 我 们 的 感受 ， 这 些 公 理 可 能 与 我 们 对 现实 世界 的 
直觉 看 法 相符 ， 也 可 能 不 相符 。 两 千年 来 ， 模 仿真 实 世 界 的 想法 事实 上 
束缚 了 几何 学 的 发 展 。 如 果 公 理 可 以 摆脱 现实 世界 ， 变 得 足够 抽象 ， 那 
么 数学 自身 就 解放 了 ， 能 够 探索 一 番 新 的 前 景 。 我 们 必须 抽象 地 看 待 数 
学 公理 和 由 此 产生 的 数学 体系 ， 心 里 不 能 带 有 任何 假设 。 

或 者 如 同一 位 年 轻 的 数学 讲师 曾经 深思 的 : “我 们 必定 可 以 用 桌子 、 
椅子 和 啤酒 杯 来 代替 点 、 线 和 面 。”[L41 

这 位 年 轻 的 数学 讲师 就 是 大 卫 : 希 尔 伯 特 (1862—1943) ， 未 来 最 杰 
出 的 数学 家 之 一 。 希 尔 伯 特 的 出 生地 很 靠近 哥 尼斯 堡 ， 一 个 波罗的海 港 
口 城市 ， 当 时 是 东 普 鲁 士 的 首都 。 在 希 尔 伯 特 出 生前 ， 哥 尼斯 堡 就 是 一 
个 数学 胜地 ， 城 市 中 交错 在 普 莱 格 尔 河 上 的 七 座 桥 就 是 欧 拉 解 决 了 的 拓 
扑 谜 题 的 原型 。 

哥 尼 斯 堡 还 是 哥 尼 斯 堡 大 学 的 所 在 地 ， 哲 学 家 伊 曼 努 尔 :康德 (1724 
—1804) 曾 在 那里 研究 和 授课 。 和 希 尔 伯 特 也 进 过 这 所 大 学 ， 并 在 那里 短 
暂 地 教 课 。1895 年 ， 希 尔 伯 特 接受 了 哥 廷 根 大 学 的 一 个 职位 。 他 第 一 次 
访问 哥 廷 根 是 在 9 年 前 : “他 发 现 自己 被 这 个 小 镇 和 美丽 多 山 的 乡村 吸引 
了 ， 这 座 小 镇 与 喧闹 的 哥 尼 斯 堡 城 和 城 外 那 平坦 的 草原 都 是 如 此 的 不 
同 。”[5] 

在 希 尔 伯 特 到 来 之 前 ， 哥 廷 根 大 学 就 已 闻名 于 世 。1833 年 ， 高 斯 和 
物理 学 家 威廉 :韦伯 (1804—1891) 在 那里 合作 发 明了 电磁 电报 。 随 着 
希 尔 伯 特 和 菲 利 克 斯 . 克 莱 因 (1849—1925) 对 数学 系 的 管理 ， 哥 廷 根 
即将 成 为 全 世界 数学 家 的 圣地 。 

早 些 年 ， 希 尔 伯 特 解决 了 代数 不 变量 和 数 域 领域 的 未 解 问 题 ， 并 借 
此 赢得 了 声誉 ， 但 是 在 1898 一 1899 学 年 中 ， 他 的 兴趣 有 了 不 寻常 的 改 
变 。 和 希 尔 伯 特 教授 几何 课 ， 而 这 门 课 通常 不 在 大 学 教授 ， 学 生 们 已 经 在 
基础 教育 阶段 完成 了 欧 几 里 得 基础 课程 。 

希 尔 伯 特 的 几何 课 教授 模式 与 欧 几 里 得 几何 相似 ， 从 几 个 公理 ( 事 















































实 上 是 几 组 公理 ) 出 发 ， 然 后 从 这 些 公理 中 推导 出 许多 定理 。 不 同 的 
是 ， 和 希 尔 伯 特 的 推导 无 比 严 证 。 和 希 尔 伯 特 重新 思考 了 几何 学 ， 并 且 重 新 
进行 了 公理 化 。 这 是 将 非 欧 几何 知识 融入 其 自身 概念 的 新 时 代 欧 氏 几 
何 。1899 年 ， 希 尔 伯 特 出 版 了 他 的 几何 学 讲义 《几何 基础 》 
(Grundlagen der Geometrie) ， 这 本 书 立 即 成 为 了 一 部 数学 经 典 。〈 贡 
文 第 2 版 翻译 自 德 文 第 10 版 ， 由 Open Court 出 版 社 于 1971 年 出 版 ， 目 前 仍 
在 重印 ) 。 

锅 尔 伯 特 没有 像 欧 几 里 得 那样 将 他 的 几何 书 称 为 《几何 原本 》， 而 
是 叫做 《几何 基础 》。 对 于 和 希 尔 伯 特 来 说 ， 将 几何 学 建立 在 稳固 的 公理 
体系 根基 上 ， 比 解决 或 证 明定 理 重 要 得 多 。 建 立 几何 根基 的 关键 工作 是 
证 明 公 理 体系 的 一 臻 性， 也 就 是 这 些 公 理 不 会 引起 任何 矛盾 。 为 此 ， 项 
尔 伯 特 把 他 的 几何 类 比 到 了 实数 平面 上 。 这 基本 上 就 是 笛 卡 儿 坐 标 系 上 
eee ee ea 
一 致 性 问题 。 

在 那个 年 代 ， 和 希 尔 伯 特 并 不 是 唯一 对 构建 数学 基础 感 兴趣 的 数学 
Zo 1889, REM RE (1858—1932) 将 公理 化 方法 应 用 在 了 一 
个 大 多 数 普通 人 都 认为 没有 必要 的 地 方 一 一 目 然 数 算 术 的 公式 化 上 。 那 
时 并 不 太 有 名 〈 不 过 现在 评价 很 高 ) 的 戈 特 洛 布 : 弗 雷 格 (1848— 
1925) ， 使 用 一 种 全 新 的 记号 重新 构造 了 数理 逻辑 ， 并 在 其 1879 年 出 版 
的 名 为 《概念 文字 》 (Begriffschrift) 6] 的 小 册子 中 做 了 描述 。 后 
K, PEERI GARM) (Grundlagen der Arithmetik, 1884) , 
试图 通过 数理 逻辑 来 建立 实数 算术 的 基础 。 之 后 ， 弗 雷 格 叉 在 篇 幅 更 大 
的 著作 中 详细 阐述 了 他 的 系统 。 他 在 1893 年 出 版 的 《算术 的 基本 法 则 》 
(Grundgesetze der Arithmetik) 第 一 卷 中 ， 将 集合 论 和 数理 逻辑 结合 起 
来 用 以 建立 实数 的 合理 性 。 

世纪 之 交 到 来 之 前 ， 这 些 数学 的 根基 在 很 短 时 间 内 先后 各 归 其 位 ， 
数学 看 似 处 在 顺利 的 轨道 上 。1900 年 8 月 ， 和 希 尔 伯 特 受 邀 在 巴黎 召开 的 
第 二 届 国 际 数学 家 大 会 上 进行 重要 的 演讲 。 考 虑 到 这 次 演讲 将 为 数学 开 
辟 一 个 鸭 新 的 世纪 ， 项 尔 伯 特 不 太 确定 要 说 些 什么 。 

锅 尔 伯 特 求助 于 他 在 哥 尼 斯 堡 大 学 的 好 友 ， 出 生 于 立 陶 宛 的 数学 家 
赫 尔 曼 : 闵 可 夫 斯 其 (1864 一 1909)〉 。 闵 可 夫 斯 基建 议 他 在 演讲 中 尽量 
展望 数学 而 不 是 进行 回顾 : 


最 吸引 人 的 莫 过 于 展望 未 来 ， 你 可 以 列举 出 一 系列 有 意义 
的 、 值 得 数学 家 们 在 即将 到 来 的 新 世纪 为 之 研究 奋斗 的 数学 难 
题 。 如 果 你 选择 了 这 样 的 主题 ， 人 人 们 在 数 十 年 后 还 会 对 你 的 演 
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因此 ， 在 1900 年 8 月 8 日 ， 希 尔 伯 特 按照 闵可夫 斯 基 的 建议 ， 开 始 了 
fb TREE: 


我 们 当中 有 谁 不 想 掏 开 未 来 的 帷幕 ， 看 一 看 在 今后 的 世纪 
里 我 们 这 门 学 科 发 展 的 前 景 和 奥秘 呢 ? 下 一 代 的 主要 数学 思 测 
将 退 求 什么 样 的 特殊 目标 ? 在 广阔 而 丰富 的 数学 思想 领域 里 ， 
新 世纪 将 会 揭示 什么 样 的 新 方法 和 新 成 束 ? LL 


然后 ， 硕 尔 伯 特大 概 地 讨论 了 一 些 需 要 新 世纪 数学 家 们 解决 的 问 
题 。 他 疝 听 众 保证 ， 这 些 问题 终 有 一 天 会 被 全 部 解决 。 


无 论 这 些 问 题 看 起 来 多 么 难以 解决 ， 无 论 我 们 在 它们 面前 
显得 多 么 无 助 ， 然 而 我 们 可 以 肯定 的 是 ， 解 答 它 们 必然 要 经 过 
有 限 步骤 的 纯 逻 辑 过 程 .…… 对 每 个 数学 问题 必然 可 解 的 坚定 信 
念 ， 恰 恰 强 烈 地 激励 了 我 们 每 个 数学 工作 者 。 我 们 会 听 到 内 心 
深 处 那 永恒 的 呼喊 : 这 里 有 一 个 数学 问题 ， 去 找 出 它 的 答案 
MEL! 你 能 通过 纯 思 维 找到 它 ， 因 为 在 数学 中 没有 不 可 知 
(ignorabimus) . L91 


尽管 ignorabimus 是 一 个 生僻 的 拉丁 词 ， 但 是 希 尔 伯 特 的 听众 、 这 些 
数学 家 们 还 是 可 以 很 容易 解析 它 的 含义 ， 即 “我 们 不 知道 ”。 一 些 人 还 将 
这 次 演讲 与 1876 年 物理 学 家 埃 米 尔 . 杜 布 瓦 一 雷 蒙 (1818—1896) 所 做 
的 演讲 关联 起 来 。 杜 布 瓦 一 雷 蒙 在 那 次 演讲 中 悲观 地 总 结 道 : “考虑 到 
物质 和 力 的 谜 一 样 的 本 质 ..…. 科 学 家 们 不 得 不 接受 这 个 残酷 的 定论 : "C 
是 不 可 知 的 。”[L101 

对 于 杜 布 瓦 一 雷 蒙 来 说 ， 物 质 和 能 量 的 本 质 是 永远 无 法 揭 开 的 ， 而 
乐观 的 希 尔 伯 特 显然 不 能 容忍 这 样 的 态度 。 尤 其 对 于 数学 ， 他 很 明确 地 
说 ， 没 有 什么 是 “我 们 不 知道 > 的。 

然后 ， 和 希 尔 伯 特 提 出 23 个 来 自 于 多 个 数学 领域 的 未 解决 问题 ， 向 他 
的 同僚 们 提出 了 挑战 。“《 当 时 因为 演讲 时 间 有 限 ， 只 提 及 了 10 个 问题 。 
发 表 出 来 的 演讲 全 文中 包含 了 所 有 23 个 问题 。) 在 这 些 问 题 中 ， 有 些 十 
分 深奥 ， 而 有 些 则 是 其 领域 里 的 基础 问题 。 

第 一 个 被 提 到 的 问题 就 是 “ 康 托 尔 的 连续 统 基 数 问题 ”， 即 连续 统 的 
势 是 不 是 紧 挨 着 自然 数 集 的 势 之 后 的 第 一 个 超 限 数 ， 或 者 说 ， 这 两 个 超 


























限 数 之 间 是 否 有 其 他 的 超 限 数 。 在 当时 ， 对 格 奥 尔格 : 康 托 尔 的 工作 的 
和 争议 已 经 少 了 很 多 ， 而 希 尔 伯 特 束 是 康 托 尔 最 有 力 的 拥护 者 之 一 。 

第 二 个 问题 关注 于 “算术 公理 系统 的 相 容 性 ”。 和 项 尔 伯 特 将 自己 的 几 
何 学 的 一 致 性 建立 在 实数 系统 和 算术 的 一 致 性 之 上 。 由 此 ， 实 数 也 需要 
被 公理 化 ， 并 且 “ 需 要 证 明 它 们 是 无 和 盾 的 ， 也 就 是 说 ， 经 过 有 限 步 的 
逻辑 运算 之 后 不 会 产生 任何 的 矛盾 结果 ”。 上 1 

对 于 第 十 问题 ， 硕 尔 伯 特 用 德语 说 道 : 











Entscheidung der Lósbarkeit einer diophantischen Gleichung. 


注意 单词 Entscheidung， 它 是 本 书 中 一 个 非常 重要 的 词 ， 意 思 是 诀 
定 、 判 定 、 判 断 。 项 尔 伯 特 第 十 问题 的 完整 后 述 如 下 所 示 。 


10. 于 和 鳃 图 方程 可 解 性 的 判定 

给 定 一 个 包含 任意 个 未 知 数 的 有 理 整 系数 不 定 方 程 ， 试 推 
导 一 个 过 程 ， 通 过 有 限 步 运 算 判定 该 方程 是 否 存 在 有 理 整 数 
KR. [121 


AH, HERRES (AK) MEAN f 1650fE, MAAR 
PVE THEE A A. AAR RE BANAE AA, m 
希 尔 伯 特 询 问 的 却 是 通用 判定 过 程 。 要 注意 的 是 ， 这 个 问题 并 不 是 要 寻 
求 一 个 解决 所 有 丢 番 图 方程 的 通用 方法 ， 它 寻找 的 是 可 解 性 的 判定 。 考 
虑 任意 一 个 丢 番 图 方程 ， 它 是 可 解 的 吗 ? 它 有 有 理 数 解 吗 ? 希 尔 伯 特 要 
的 是 一 个 判定 过 程 ， 而 且 他 丝毫 不 怀疑 这 样 的 过 程 是 存在 的 ， 唯 一 的 问 
Ju Xe EY SU o 

希 尔 伯 特定 义 这 个 问题 时 所 使 用 的 词 ， 为 这 个 特殊 的 判定 性 问题 和 
今后 一 些 年 的 其 他 判定 性 问题 定 了 基调 。 希 尔 伯 特 想 要 一 个 由 有 限 步 操 
作 构 成 的 过 程 。 简 言 之 ， 希 尔 伯 特 想 找 一 种 算法 ， 但 是 这 个 词 ( 无 论 是 
英语 的 Algorithm， 还 是 德语 的 Algorithmus) 在 当时 还 未 使 用 ， 最 起 人 码 
没有 现在 的 含义 。 现 在 的 算法 一 词 ， 还 是 在 20 世 纪 60 年 代 通 过 计算 机 相 
RS ETE] 天 来 的 。 ALAL 

在 1900 年 的 那 次 演讲 中 ， 希 尔 伯 特 邀 请 他 的 听众 “ 揭 开 ”20 世 纪 的 “ 帷 
幕 ”。 但 是 无 论 是 他 自己 还 是 其 他 任何 人 都 没有 想到 其 后 所 发 生 的 事 
情 。 如 果 当 时 的 物理 学 家 们 坚信 ， 他 们 已 经 接近 了 解 所 有 的 知识 ， 那 么 
他 们 的 希望 在 1905 年 将 被 彻底 摧毁 。 那 一 年 ， 如 今 称 为 物理 学 家 阿尔 伯 
特 : 爱 因 斯 坦 (1879—1955) 的 “奇迹 之 年 ”Cannus mirabilis) 。 在 短 短 























的 一 年 中 ， 爱 因 斯 坦 发 表 了 一 篇 博士 论文 和 其 他 四 篇 论文 ， 建 立 了 相对 
论 和 量子 力学 的 基本 原理 。 

宇宙 再 也 不 是 线性 的 、 欧 氏 的 和 确定 性 的 了 。 空 间 与 时 间 在 相对 论 
的 宇宙 中 失去 了 依靠 。 在 1907 年 著名 的 相对 论 论文 中 ， 和 希 尔 伯 特 的 朋友 
赫 尔 曼 . 闵可夫 斯 基 杜 所 了 时 空 (Zaumreit) L114] 这 个 词 。 (闵可夫 斯 
基 在 1902 年 来 到 哥 迁 根 大 学 ， 但 在 1909 年 因 阑 尾 炎 痢 死 。) 最 终 ， 在 整 
个 世纪 里 ， 量 子 力学 中 最 知名 的 成 果 应 该 是 不 确定 性 原理 (1927) 。 

或 许 正 是 回应 了 这 种 新 的 转变 和 不 确定 性 ， 现 代 艺 术 和 音乐 走向 了 
惊人 的 、 令 人 振奋 的 方向 。 可 视 的 形状 和 物体 被 上 肢解 ， 然 后 重新 组 装 成 
立体 画 和 雕刻 。 随 着 真实 世界 中 “客观 ”宇宙 变 得 越 来 越 不 可 靠 ， 超 现实 
主义 者 们 转向 在 其 潜意识 生活 和 非 理 性 梦想 中 寻求 自我 。 

在 音乐 上 ， 浪 漫 的 时 代 似 乎 终结 了 。 丰 后期， 瓦格纳 和 德 彪 西 等 浪 
漫 主义 音乐 家 大 量 采 用 半音 化 和 声 的 作品 ， 不 得 不 为 伊 芒 尔 :斯 特 拉 文 
斯 基 充 满 了 不 和 谐音 及 不 对 称 节 奏 的 《春之 祭 》 让 路 。 事 实 上 ，《 春 之 
和 祭 》 于 1913 年 在 巴黎 首 演 时 ， 听 众 就 群情 激愤 ， 差 点 酿 成 暴动 。 在 20 世 
纪 20 年 代 早 期 ， 奥 地 利 作 曲 家 阿诺德 : 勋 伯 格 提出 的 十 二 音 列 理论 ， 就 
是 对 音乐 和 弱 的 根基 进行 重新 公理 化 ， 从 而 创造 出 非 欧 音乐 。 

20 世 纪 的 数学 家 们 也 不 可 避免 地 卷 入 了 这 股 颠 履 性 的 风潮 。 第 一 个 
不 和 谐 的 音符 在 1902 年 被 弹 秦 出来。 

戈 特 洛 布 : 弗 雷 格 ，1848 年 出 生 于 德国 维 斯 马 。 在 希 尔 伯 特 到 达 哥 廷 
根 前 20 年 ， 他 从 哥 廷 根 大 学 获得 了 博士 学 位 ， 此 后 任教 于 耶 拿 大 学 ， 并 
在 那儿 待 了 44 年 。 其 毕生 之 作 《 算 术 基 础 》 的 第 一 卷 出 版 于 1893 年 ， 他 
在 书 中 尝试 对 所 有 的 数学 理论 进行 系统 性 的 开发 ， 第 一 个 被 选中 的 就 是 
数理 逻辑 ， 现 在 称 之 为 逻辑 学 。 谁 知 第 一 卷 销量 太 差 ， 以 至 于 出 版 商都 
不 愿意 出 版 第 二 卷 了 ， 所 以 1902 年 弗 雷 格 试图 自费 出 版 第 二 卷 。 

与 此 同时 ，《 算 术 基 础 》 的 第 一 卷 引 起 一 位 重要 读者 的 注意 。 

这 个 读者 就 是 伯 特 兰 : 罗 素 (1872—1970) ， 一 个 非 同 寻常 的 人 物 。 
他 的 第 一 篇 数学 论文 发 表 在 维多利亚 执政 期 ， 而 他 一 直 活 到 了 越南 战争 
时 期 ， 并 参加 了 反 战 运动 。 罗 素 出 生 于 名 门 望 族 ， 他 的 祖父 约翰 :罗素 
(1792—1878) 曾 是 英国 首相 ， 他 的 教父 是 功利 主义 [15 哲学 家 约翰 ， 
斯 图 亚 特 : 密 尔 (1806 一 1873) 。 罗 素 很 早 就 对 数学 产生 了 兴趣 : 


11 岁 时 ， 我 的 哥哥 开始 教 我 学 习 欧 氏 儿 何 。 这 是 我 一 生 中 
的 一 个 大 事件 ， 残 如 同 初 恋 一 样 使 我 神魂 颠倒 。 我 从 来 没有 想 
到 ， 世 界 上 还 有 如 此 令 人 愉悦 的 东西 存在 。 待 我 学 完 第 五 命题 
的 时 候 ， 我 的 哥哥 告诉 我 大 家 普遍 都 认为 这 个 很 难 ， 但 我 一 点 






































也 不 党 得 。 这 是 我 第 一 次 意识 到 我 可 能 智力 非常 。 十 16 


1902 和 年， 罗素 正 在 忙于 撰写 自己 的 《数学 的 原理 》 【计划 第 二 年 出 
版 ) ， 他 发 现 了 皮 亚 诡 和 弗 雷 格 的 集合 论 中 都 存在 一 个 同样 的 问题 。 

一 个 集合 的 成 员 可 以 是 其 他 的 集合 ， 一 个 集合 甚至 可 以 包含 其 自 
E. VAT: 那么 由 所 有 不 包含 自身 的 集合 所 组 成 的 集合 呢 ? 它 
包含 其 自身 吗 ? 如果 答案 是 否定 的 ， 它 是 一 个 不 包含 自 喘 的 集合 ， 那 么 
根据 定义 它 应 该 包含 自身 ;而 如 果 它 包含 自身 ， 那 么 它 就 不 再 是 不 包含 
自身 的 集合 了 。 

这 就 是 众所周知 的 罗素 屠 论 ， 一 个 新 的 困扰 了 数学 家 至 少 两 个 干 年 
的 悖 论 。 罗 素 后 来 用 小 镇 上 的 理发 师 来 类 比 这 个 问题 。 如 果 一 个 理发 师 
只 给 所 有 不 给 上 自己 刮 衣 子 的 人 刮 胡子 ， 那 么 谁 为 他 刮 衣 子 呢 ? 

罗素 给 上 弗 雷 格 写 了 一 封 信 ， 询 问 关 于 集合 以 所 有 不 包含 自 映 的 集合 
ERRERA, l 弗 雷 格 完全 被 挫败 了 。 他 很 快 为 《算术 基础 》 
的 第 二 卷 写 了 一 个 附录 ， 不 过 这 个 问题 还 是 没 法 得 到 解决 。 这 个 悖 论 成 
为 弗 雷 格 理论 的 一 个 基本 缺陷 ， 波 及 他 毕生 的 主要 成 果 。 

伯 特 兰 : 罗 系 发 现 的 这 个 悖 论 是 由 集合 包含 自 喘 所 导致 的 。 如 果 去 挥 
这 种 自我 指 涉 ， 集 合 论 就 有 可 能 没有 迟 论 了 了。 罗素 开始 探讨 类 型 论 ， 他 
先 在 《数学 的 原理 》 中 谈 了 一 些 ， 然 后 在 1908 年 的 一 篇 论文 里 进行 了 详 
细 的 讨论 。 -8] 罗素 建立 了 一 组 具有 层次 结构 的 集合 。 处 于 结构 最 低 
层 的 集合 称 为 1 类 型 集合 ， 它 只 包含 个 体 《〈 比 如 数字 ) 。 从 下 往 上 ，1 类 
型 的 集合 只 能 是 2 类 型 集合 的 成 员 ，2 类 型 的 集合 只 能 是 3 类 型 集合 的 成 
员 ， 以 此 类 推 。 

罗素 在 1908 年 发 表 这 篇 论文 的 时 候 ， 所 包含 的 内 容 远 不 止 这 点 。 罗 
素 正在 着 手 准 备 《 数 学 的 原理 》 第 二 卷 ， 而 他 先前 的 导师 及 良师益友 阿 
尔 弗 雷 德 诺尔 司 : 怀 特 海 (1861—1947) ， 也 正在 准备 写 他 的 著作 《 泛 
代数 论 》 (A Treatise on Universal Algebra, 1898) 的 第 二 卷 。 罗 素 和 怀 
特 海 认识 到 他 们 的 目标 有 所 重合 了 ， 因 此 ， 在 1906 年 开始 合作 ， 完 成 了 
继 亚 里 士 多 德 以 来 最 重要 的 逻辑 学 著作 。 

由 阿尔 上 弗 雷 德 :诺尔 司 :怀特 海 和 伯 特 兰 :罗素 撰写 的 近 两 干 页 的 《 数 
学 原理 》 (Principia Mathematica) 一 共 三 卷 ， 分 别 出 版 于 1910 年 、 
1912 年 和 1913 年 。 与 之 前 的 《数学 原理 》[ 艾 萨 殉 :牛顿 1687 年 的 著作 
《 目 然 哲学 的 数学 原理 》 (Philosophiae Naturalis Principia 
Mathematica) ， 有 时 称 为 《数学 原理 》] 不 同 的 是 ， 怀 特 海 和 罗素 的 车 
作 只 有 书 名 是 拉丁 文 。 他 们 选用 此 书 名 也 有 可 能 受到 了 他 们 剑桥 的 同事 
乔治 :爱德华 :摩尔 (1873—1958) 的 著作 《伦理 学 原理 》 (Principia 












































Ethica, 1903) KJR. LOL MRR. D RAER CE ARS] SUE SUBE 
徒 社 * 的 成 员 ， 这 个 秘密 精 灿 社团 致力 于 研究 学 习 哲 学 论文 和 吃 光 讨 论 
会 上 的 沙丁鱼 面包 。 

尽管 《数学 原理 》 并 不 是 用 拉丁 文 写 的 ， 但 它 也 不 是 完全 用 英文 写 
的 。 书 中 的 很 多 页 都 是 密密麻麻 的 公式 , “就 像 冬天 早上 冀 棚 场 里 母 鸡 
在 雪上 留 下 的 脚印 。” 一 个 早期 读者 这 么 次 。-[20 

《数学 原理 》 毕 合 了 类 型 理论 和 数理 多 辑 ， 其 中 后 者 大 都 基于 皮 亚 
应 和 弗 雷 格 的 理论 ， 但 使 用 了 皮 亚 诡 的 符号 表示 法 而 不 是 弗 雷 格 的 图 形 
法 。《 数 学 原理 》 在 逻辑 学 上 继续 了 弗 雷 格 的 研究 ， 其 中 一 个 高 潮 部 分 
就 是 怀特 海 和 罗 系 证 明了 














1+1=2 

这 个 式 子 比 它 看 上 去 难 多 了 1 Ia 

直到 此 时 ， 大 卫 : 希 尔 伯 特 对 人 逻辑 学 还 没有 特别 的 兴趣 。1904 年 ， 硕 
尔 伯 特 在 海德 堡 召 开 的 第 三 届 国 际 数 学 家 大 会 上 做 了 “ 论 逻 辑 和 算术 其 
础 ”的 演讲 。 他 在 其 中 提 及 了 一 些 可 能 的 方法 ， 不 过 直到 《数学 原理 》 
出 版 ， 逻 辑 学 的 问题 才 走 到 了 舞台 中 央 。 

在 《数学 原理 》 出 版 之 后 ， 希 尔 伯 特 和 罗素 本 可 以 在 数理 逻辑 方 癌 
进行 合作 ， 谁 知 国际 形势 如 风云 变 约 。1914 年 8 月 4 日 ， 更 国 向 德国 宣 
战 ， 德 国 则 在 几 天 前 已 同 俄国 和 法 国 宣战 。 第 一 次 世界 大 战 一 直 持 续 到 
1918 年 。 

罗素 和 和 希 尔 伯 特 都 不 是 军事 家 。 在 1914 年 ， 德 国政 府 要 求 主流 科学 
家 和 艺术 家 们 签署 一 份 反 驱 “敌人 的 谋 言 和 诽谤 ”的 声明 。 和 希 尔 伯 特 根本 
不 能 判断 德国 政府 所 作 的 这 些 声 明 是 否 真实 《政治 上 的 判定 性 问题 ) ， 
所 以 他 拒绝 签字 。_L22] 罗素 ， 一 位 毕生 反 战 的 运动 家 ， 人 参加 了 更 多 的 
公开 抗议 ， 并 因此 在 1916 年 被 剑桥 三 一 学 院 解 聘 ， 之 后 又 被 监禁 了 五 个 
Hz d. 

事实 上 ， 和 希 尔 伯 特 曾经 在 1917 年 邀请 罗素 前 往 哥 廷 根 大 学 做 讲座 。 
即使 罗素 的 护照 没有 被 瑞 国 政府 扣留 ， 也 很 难 想 象 这 样 的 访问 在 战争 期 
lB RE Se E fT. L241 

1917 年 9 月 11 日 ， 希 尔 伯 特 受 瑞士 数学 家 学 会 之 邀 ， 在 苏黎世 做 了 一 
次 题 为 “公理 化 思考 ”的 演讲 ， 从 而 再 一 次 公开 踏 入 了 数学 基础 理论 领 
域 。《〈 尽 管 战争 仍 在 进行 ， 但 因为 瑞士 是 中 立国 ， 所 以 希 尔 伯 特 仍然 能 
够 在 苏黎世 与 来 自 其 他 国家 的 数学 家 们 见面 。〉 在 这 次 演讲 中 ， 希 尔 伯 
特 第 一 次 提出 了 在 20 世 纪 20 年 代 早期 开始 为 大 家 所 知 的 希 尔 伯 特 计划 ， 
该 计划 偏离 了 逻辑 主义 ， 试 图 为 所 有 的 数学 体系 寻求 严格 的 公理 系统 。 
为 了 分 析 公 理 系统 ， 和 希 尔 伯 特 构思 出 了 “元 数学 ”和 “证 明 论 ”， 能 够 使 用 











数理 逻辑 推导 其 他 数学 体系 结构 中 的 结论 。 

现在 ， 这 种 方法 在 数学 中 称 为 形式 化 。 在 希 尔 介 特 的 概念 里 ， 要 构 
府 一 个 形式 化 的 数学 系统 ， 首 先 要 构建 定义 、 公 理 和 从 公理 推导 至 定理 
的 法 则 。 理 想 状 态 下 ， 生 成 的 系统 应 该 拥有 以 下 四 种 互相 关联 的 特性 : 
) 独立 性 
) 一 致 性 
) 完备 性 
) 








可 判定 性 

独立 性 是 指 不 存在 任何 宛 余 的 公理 ， 即 没有 一 个 公理 可 以 由 其 他 公 
理 推 导出 来 。 事 实 上 ， 对 于 独立 性 的 思考 正 是 数学 家 怀疑 欧 几 里 得 五 个 
公设 的 起 因 。 他 们 试图 利用 其 他 四 个 公设 推导 出 第 五 公设 ， 由 此 证 明 欧 
几 里 得 公设 不 符合 独立 性 。 不 过 后 来 证 明 ， 这 几 条 公设 实际 上 都 是 相互 
独立 的 。 

一 致 性 是 现 如 今 任 何 公 理 系统 中 最 重要 的 特性 。 推 导出 来 的 任何 两 
个 定理 绝 不 能 相互 矛盾 ! 

例如 ， 假 设 你 设计 了 一 个 新 的 数学 系统 。 这 个 系统 包含 符号 、 公 理 
以 及 利用 公理 推导 出 定理 的 各 种 法 则 。 事 实 上 ， 这 正 是 你 主要 要 做 的 事 
情 : 利用 公理 推导 定理 ， 这 就 是 所 谓 的 证 明 。 同 时 ， 这 些 法 则 也 给 出 了 
系统 内 所 有 可 能 的 合式 公式 Cwell-formed formula, £EfEÍBIEKZgwff, iX 
作 woof) 的 语法 。 你 可 以 不 去 推导 ， 目 己 组 合 一 个 合式 公式 ， 然 后 再 试 
着 用 公理 和 法 则 给 出 一 个 证 明 ， 说 明 这 个 公式 是 公理 的 必然 推论 。 

我 将 展示 一 个 假想 数学 系统 中 的 两 个 合式 公式 。 下 面 是 第 一 个 ， 我 
们 称 之 为 A: 











gobbledygook = yadda-yadda-yadda 

等 号 表明 等 式 两 边 的 表达 式 在 茶 种 意义 下 是 等 价 的 。 下 面 是 公式 B: 

gobbledygook # yadda—yadda—yadda 

除了 等 号 答 换 成 了 不 等 号 ， 这 个 公式 和 A 一 样 。 可 以 说 ， 公 式 B 是 公 
TVA AE, RETEK. 

公式 A 和 公式 B 是 相反 的 ， 因 此 二 者 中 只 有 一 个 可 能 为 真 。 现 在 ， 数 
理 逻 辑 中 “ 真 ”的 概念 往往 和 真实 生活 中 的 一 样 难 以 捉摸 。 在 这 里 ， 我 并 
不 想 进 行 任何 形而上学 的 讨论 ， 所 以 仅仅 粗略 地 将 真 的 概念 定义 为 “与 
公理 所 做 的 假设 一 致 ”。 

如 果 你 能 够 从 已 知 的 公理 同时 推导 出 公式 A 和 公式 B， 那 么 该 公理 系 
统 必然 是 不 一 致 的 ， 而 且 不 仅仅 是 不 一 致 一 一 筷 训 无 意义 。 这 是 因为 ， 
不 一 致 性 会 波及 整个 系统 ， 使 得 所 有 的 东西 同时 既 为 真 义 为 假 ， 这 是 一 
个 传统 上 称 为 ex falso quodlibet 〈 从 矛盾 可 以 推出 任意 命题 ) 的 逻辑 灾 











难 。 
这 就 是 所 谓 的 一 致 性 。 

完备 性 是 指 能 够 从 已 有 公理 推导 出 所 有 为 真 的 公式 。 利 用 证 明 可 以 
推导 出 为 真 的 公式 。 如 果 通 过 公理 既 不 能 推导 出 公式 A， 也 不 能 推导 出 
公式 B〈 即 A 和 B 都 不 可 证 明 〉 ， 那 么 该 公理 系统 则 是 不 完备 的 。 事 实 上 
完 竟 哪 一 个 为 真 ? 或 许 你 根本 不 知道 ， 又 或 者 你 有 一 些 思路 ， 但 是 无 论 
如 何 你 不 能 提供 一 个 证 明 。 

公式 为 真 与 公式 可 证 明之 间 的 区 别 可 能 会 令 人 迷惑 : 如 果 一 个 东西 
不 可 证 明 ， 那 么 我 们 往往 无 法 百分之百 地 确定 它 的 真 假 ， 但 这 并 不 能 阻 
止 我 们 在 缺乏 证 明 的 情况 下 断言 它 的 真 假 。 例 如 ， 几 乎 所 有 人 都 相信 和 哥 
f EUN TEUER: 所 有 大 于 2 的 偶数 都 可 表示 成 两 个 质数 之 和 。 然 而 ， 
它 仍然 被 称 为 “猜想 "， 因 为 它 依 然 是 有 史 以 来 最 伟大 的 未 被 证 明 的 数学 
问题 之 一 。 

(在 以 上 讨论 中 ， 我 实际 上 已经 简化 了 “可 证 明 性 ”和 “正确 性 ”之 间 
的 区 别 。 可 证 明 性 是 句法 上 的 概念 ， 它 基于 系统 的 公理 以 及 用 来 推导 定 
理 的 法 则 。 而 正确 性 则 是 语义 上 的 概念 ， 它 取决 于 我 们 为 系统 中 的 符号 
赋予 的 实际 含义 。 在 本 书 的 第 三 部 分 ， 我 将 针对 这 些 问 题 进 行 更 多 的 讨 
ie.) 

对 希 尔 伯 特 来 说 ， 同 样 重要 的 还 有 可 判定 性 。 他 追寻 一 个 判定 过 程 
一 一 用 以 确定 任 一 给 定 合 式 公式 的 可 证 明 性 的 通用 方法 。 

如 果 一 个 数学 系统 被 认为 是 不 完备 的 ， 是 不 是 也 说 明 判 定 过程 不 存 
TE? 不 一 定 。 假 设 公式 A 和 公式 B 都 不 可 证 明 ， 因 而 系统 是 不 完备 的 ， 
但 是 仍然 可 能 存在 一 个 判定 过 程 ， 通 过 分 析 公 式 A 和 B 可 以 得 出 和 刚才 
相同 的 结论 一 一 它们 都 不 可 证 明 。 判 定 过 程 的 存在 与 系统 是 人 否 完备 无 
天 


当然 ， 更 好 、 更 强大 的 判定 过 程 是 那 种 能 够 确定 正确 性 而 不 是 可 证 
明 性 的 过 程 。 即 使 我 们 不 能 从 公理 推导 出 来 ， 这 样 的 判定 过 程 也 能 够 直 
接 识 别 出 到 底 是 A 为 真 还 是 B 为 真 。 

硕 尔 伯 特 在 1900 年 的 巴黎 演讲 中 谈 及 丢 番 图 方程 问题 时 ， 第 一 次 提 
出 了 判定 过 程 的 想法 。 在 1917 年 关于 “公理 化 思考 ”的 苏黎世 演讲 中 ， 和 希 
尔 但 特 也 谈 及 了 “有 限 步 运算 以 内 的 数学 问题 的 判定 性 问题 *。 在 公理 系 
统 的 整个 数学 体系 中 ， 他 说 ， 判 定性 问题 “是 流传 久远 的 ， 也 是 讨论 最 
多 的 ， 因 为 它 是 数学 思考 的 本 质 *。-[251 (当然 ， 希 尔 伯 特 说 一 个 东 
西 “ 流 传 久 远 的 ， 也 是 讨论 最 多 的 ”， 指 的 是 他 目 己 所 在 的 数学 世界 的 核 
心 ， 也 就 是 他 上 自己 以 及 他 在 哥 廷 根 大 学 的 同事 和 学 生 。 在 《数学 原理 》 
中 ， 怀 特 海 和 罗素 根本 就 不 关心 完备 性 或 判定 性 。) 


























希 尔 伯 特 或 许 是 第 一 个 将 德 文 单词 Entscheidung《〈 判 定性 ) 和 
Problem 《问题 ) 连接 在 一 起 的 人 ， 但 根据 记载 ， 首 次 使 用 这 个 五 音节 
合成 词 的 是 希 尔 伯 特 的 一 个 助手 海 因 里 而 ' 贝 曼 (1891—1970) ， 那 是 
在 1921 年 5 月 10 日 ， 哥 廷 根 数学 协会 的 一 次 题 为 "Entscheidungsproblem 
und Algebra der Logik” 的 座谈 会 上 。 现 在 回顾 起 来 ， 贝 曼 对 于 假想 判定 
过 程 的 描述 真是 让 人 瞄 目 结 舌 (黑体 字 原 文 是 德 文 ， 取 自 贝 曼 文 集中 一 
篇 未 发 表 的 文档 ) : 


这 个 问题 的 一 个 特性 至 关 重 要 ,就 是 证 明 过 程 只 允许 根据 
给 定 指 令 进行 的 纯 机 械 式 的 计算 ， 不 允许 返 杂 任何 严格 意义 上 
的 思考 活动 。 如 宁愿 意 ， 我 们 可 以 说 是 机 械 的 或 像 机 器 一 样 的 
思考 《说 不 定 以 后 我 们 可 以 用 机 器 来 运行 这 种 过 程 ) 。-261 


如 果 贝 曼 能 寻求 这 种 思想 的 逻辑 性 结论 ， 那 么 我 们 今天 谈论 的 可 能 
就 是 贝 曼 机 ， 而 不 是 图 灵机 了 ! 

在 1922~~1923 学 年 ， 希 尔 伯 特 教授 了 一 门 座 ， 叫 做 “数学 的 逻辑 学 基 
础 ?， 也 开始 使 用 了 单词 Entscheidungsproblem，-L271 但 是 直到 1928 年 ， 
它 才 开始 从 哥 廷 根 扩展 到 数学 界 。 同 一 年 ， 希 尔 伯 特 的 助手 威廉 . 阿 殉 
** (1896—1962) 帮助 希 尔 伯 特 将 其 课堂 讲义 (“有些 内 容 一 直 奶 济 到 
1917 一 1918 学 年 ) 汇编 成 了 一 本 小 注册 子 出 版 ， 名 为 Grundziige der 
theoretischen Logik-L281. ( 《数理 逻辑 原理 》) ， 这 本 书 现在 称 为 《和 希 尔 
伯 特 与 阿 元 曼 》。 

《 希 尔 伯 特 与 阿 元 曼 》 完 全 没有 《数学 原理 》 如 此 广阔 的 视野 和 宏 
伟 的 目标 。 书 中 只 包含 了 除 集合 论 和 逻辑 学 之 外 的 数理 逻辑 基础 知识 。 
但 是 《 希 尔 伯 特 与 阿 元 曼 》 以 自己 的 方式 证 明了 ， 注 注 的 120 页 书 所 带 
来 的 影响 实在 是 极其 深远 。 书 的 核心 部 分 是 对 于 有 限 函 数 演算 法 

(engere Funktionenkalkiil) 的 解释 ， 即 我 们 今天 所 说 的 “一 阶 谓词 多 
辑 "”， 其 中 涉及 了 对 完备 性 和 判定 性 的 讨论 。 

《 希 尔 伯 特 与 阿 元 曼 》 的 一 位 早 斯 读者 是 居住 在 维也纳 的 奥地利 数 
学 系 学 生 库 尔 特 : 哥 德 尔 (1906—1978) 。 关 于 一 阶 谓 词 逻 辑 ， 他 读 
lH: 























在 所 有 论 域内 都 正确 的 逻辑 公 却 是 否 都 可 以 从 公理 推导 出 
来 ， 即 便 从 这 个 意义 上 讲 ， 公 理 系统 是 否 完备 还 是 个 未 解决 的 
Igi. 1291. 


这 一 段 指 的 是 这 样 的 一 阶 逻 辑 公 式 ， 无 论 命题 函数 (现在 称 之 为 谓 
词 ) 处 于 哪个 论 域 ， 也 无 论 对 之 如 何 解释 ， 公 式 总 是 为 真 。 这 些 所 谓 
的 “ 永 真 ” 公 式 ， 能 不 能 从 公理 推导 出 来 ? 哥 德 尔 接受 了 这 一 挑战 ， 并 在 
1929 年 的 博士 论文 中 证 明了 一 阶 谓词 逻辑 在 该 意义 下 是 完备 的 。 这 个 定 
理 就 是 哥 德 尔 完备 性 定理 。 如 果 哥 德尔 的 贡献 只 是 止步 于 此 ， 那 么 他 或 
许 没 有 今天 的 声望 。 不 过 对 于 哥 德 尔 来 说 ， 他 的 探索 只 是 刚刚 开始 。 

一 阶 谓词 逻辑 的 完备 性 虽 在 意料 之 中 ， 但 也 是 一 个 重要 的 结果 。 它 
展示 了 ， 用 公理 和 证 明 机 制 足 以 推导 出 所 有 普遍 成 立 的 命题 。 然 而 ， 数 
理 逻 辑 显然 不 是 无 中 生 有 。 谓 词 逻 辑 的 一 个 主要 目的 ， 就 是 为 数字 和 算 
术 建 立 坚 实 的 框架 和 基础 。 为 了 达到 这 个 目的 ， 就 必须 将 公理 加 入 逻辑 
系统 中 ， 以 便 建 并 数字 理论 ， 这 正 是 《算术 原理 》 所 追求 的 首要 目标 。 
那么 ， 加 入 这 些 公 理 之 后 ， 是 不 是 所 有 的 命题 或 者 其 否定 式 都 是 可 证 明 
WME? 一 阶 谓词 逻辑 在 这 个 更 强 的 意义 上 是 人 否 也 是 完备 的 呢 ? 这 有 时 被 
称 为 “否定 的 完备 性 ”， 而 证 明 它 要 难得 多 。 这 正 是 哥 德 尔 紧 接 着 要 解决 
的 一 个 问题 。 

1930 年 春 ， 大 卫 : 希 尔 伯 特 从 执教 工作 退 了 下 来 ， 时 年 68 岁 。 同 年 晚 
些 时 候 ， 他 被 授予 哥 尼 斯 堡 荣誉 市 民 的 称号 。 在 “上 自然 的 逻辑 和 知识 ”会 
议 的 演讲 上 ， 希 尔 伯 特 一 如 既往 地 乐观 。J30] 30 年 前 ， 他 告诉 巴黎 的 
听众 ， 对 于 数学 家 来 说 没有 “我 们 不 知道 >， 现 在 他 又 重申 道 : “对 于 数 
学 家 来 说 ， 不 存在 ignorabimus， 并 且 据 我 看 来 ， 实 际 上 自然 科学 中 的 任 
何 分 文 都 是 这 样 。 “和希 尔 伯 特 还 引用 了 哲学 家 奥 古 斯 特 : 孔 德 的 例子 。 孔 
德 曾 经 为 了 说 明 人 类 的 认识 有 局 限 性 而 声称 ， 人 类 永远 都 不 可 能 了 解 遥 
远 的 恒星 是 由 什么 物质 组 成 的 ， 结 果 几 年 之 后 这 个 问题 就 被 解答 了 : 


在 我 看 来 ， 孔 德 不 能 找 出 不 可 解 问题 的 根本 原因 ， 在 于 根 
本 束 没 有 不 可 解 的 问题 。 针 对 愚 幼 的 ignorabimus， 我 们 的 答案 
恰恰 相反 : 

我 们 必须 知道 。 

我 们 必 将 知道 。 


Wir müssen wissen. Wir werden wissen. 


在 希 尔 伯 特 被 授予 可 尼斯 堡 采 誉 市 民 的 前 一 天 ， 哥 德尔 也 到 访 了 哥 
尼斯 堡 ， 出 席 一 个 数学 会 议 。1930 年 9 月 7 日 ， 哥 德尔 宣称 ， 他 证 明了 ， 
为 了 让 一 阶 谓词 逻辑 能 指出 算术 运算 规则 (包括 加 法 和 乘法 ) 而 必须 加 
入 的 公理 ， 将 会 使 整个 系统 变 得 不 完备 。 他 在 系统 内 部 构造 出 了 一 个 公 
式 和 它 的 否定 式 。 如 果 算 术 是 一 致 的 ， 那 么 这 两 个 公式 之 一 必 为 真 ， 但 



































是 ， 它 们 两 个 中 的 任何 一 个 都 不 能 锐 证 明 。 

通过 后 来 称 为 哥 德 尔 配 数 法 的 方法 ， 哥 德尔 使 用 系统 中 得 到 的 算术 
将 每 一 个 公式 和 每 个 证 明 痢 与 一 个 数 关 联 起 来 ， 从 而 得 到 一 个 断定 目 己 
不 可 证 明 的 公式 。 这 上 听 起 来 有 点 像 说 说 者 悖 论 〈“ 我 说 的 每 一 句 话 都 是 
bith, BRK AEA”) 的 数学 形式 ， 但 它 其 实 不 是 悖 论 。 这 个 公式 
所 断言 的 并 不 是 自己 为 真 或 为 假 ， 而 是 自己 不 能 锌 证明。 如果 代 数 系统 
是 一 致 的 ， 那 么 这 个 公式 不 能 为 假 ， 耕 则 会 引出 矛盾 。 因 此 ， 这 个 公式 
必须 为 真 〈 但 是 这 个 真 仅仅 是 元 数学 中 的 真 ， 因 为 真 假 不 是 这 个 逻辑 系 
统 本 号 的 概念 ) ， 也 就 是 说 该 公式 是 不 可 证 明 的 。 

哥 德 尔 的 论文 在 次 年 发 表 ， 题 为 " 论 《 数 学 原理 》 及 有 关系 统 的 形式 
不 可 判定 命题 也 。-3L 罗马 数字 工 表明 ， 哥 德尔 本 想 在 这 篇 论文 之 后 再 
接着 写 下 去 ， 给 出 更 多 的 例子 ， 但 是 该 论文 很 快 就 引起 了 极 大 的 反 啊 ， 
第 二 部 也 就 没 必 要 再 写 了 。 

不 完备 性 定理 的 一 个 关键 前 提 是 算术 的 一 致 性 。 作 为 一 个 推论 ， 哥 
德尔 还 证 明了 ， 在 系统 内 部 对 算术 的 一 致 性 进行 证 明 是 不 可 能 的 。 因 为 
有 些 公式 是 既 不 能 证 明 叉 不 能 推翻 的 ， 所 以 它们 有 可 能 是 不 一 致 的 。 
(这 是 不 是 说 明了 算术 和 初等 数论 是 不 一 致 的 ? 极 不 可 能 ， 并 且 也 没 人 
这 么 认为 。 问 题 在 于 ， 一 致 性 不 能 在 系统 本 喘 中 被 证 明 。) 

听 说 了 哥 德 尔 的 不 完备 性 定理 ， 作 为 一 个 数学 家 ， 大 卫 : 希 尔 伯 特 的 
反应 有 些 出 人 意料 。 他 “有 些 愤怒 *"， 上 321 但 最 终 开 始 将 哥 德 尔 的 发 现 引 
入 目 己 的 体系 之 中 。 

另 一 位 数学 家 直接 就 丧失 了 目 己 对 于 数理 逻辑 的 兴趣 。 伯 特 兰 :罗素 
似乎 在 撰写 《数学 原理 》 中 耗 尽 了 热情 : 


最 终 ， 工 作 结束 了 ， 而 我 的 乔 力 再 也 没 能 从 紧张 中 恢复 过 
来 。 目 此 之 后 ， 我 不 能 像 以 前 那样 处 理 困 难 的 抽象 问题 了 。 这 
是 我 转变 目 己 工作 性 质 的 部 分 原因 ， 尺 管 绝 不 是 全 部 原因 。 
33 


罗素 开始 追求 其 他 爱好 ， 比 如 关于 哲学 、 政 治 以 及 社会 事务 的 写 
作 。1950 年 ， 他 因为 “在 各 种 重要 的 作品 中 拥护 人 道 主义 理想 和 思想 自 
由 ”L341 而 获得 了 诺 贝 尔 文学 奖 。 那 个 时 候 ， 许 多 人 已 经 态 记 了 他 一 开 
始 是 个 数学 家 。 

另 一 位 在 20 世 纪 20 年 代 中 期 居住 在 哥 廷 根 的 匈牙利 数学 家 约翰 : 冯 : 诺 
依 曼 (1903—1957) ， 也 在 哥 德 尔 之 后 放弃 了 逻辑 学 的 研究 (按照 他 自 
己 的 说 法 ) 。 不 过 ， 后 来 他 将 数理 逻辑 中 的 法 则 应 用 于 对 电子 计算 机 的 
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纳粹 党 禁止 犹太 人 在 德国 大 学 中 任教 。 对 于 哥 廷 根 大 学 ， 这 个 几 十 年 来 
以 智力 成 就 为 单一 评判 标准 的 研究 圣地 ， 这 个 法 令 带 来 的 打击 是 毁灭 性 
的 。 理 查 德 : 柯 明 〈1888 一 1972) 离开 那儿 去 了 美国 ， 在 纽约 大 学 找到 
了 一 个 职位 。( 今 天， 柯 朗 数学 科学 研究 所 占据 了 曼哈顿 西 第 4 街 的 一 
整 幢 大 楼 。) 赫 尔 曼 : 韦 尔 (1885 一 1955) 目 己 虽然 不 是 犹太 人 ， 但 是 
他 的 夫人 是 犹太 人 。 像 爱 因 斯 坦 一 样 ， 韦 尔 去 了 新 泽 西 州 普林斯顿 高 等 
Fb. TRE AAR AM (1888—1977) 被 剥夺 了 授课 的 权利 ， 但 是 他 
保住 了 作为 希 尔 伯 特 最 忠实 助手 的 职位 ， 一 直到 他 离开 前 往 苏 歼 世 。 伯 
尔 内 斯 对 两 卷 《 几 何 基础 》(1934，1939) 做 出 了 主要 贡献 ， 尽 管 这 两 
本 书 是 以 希 尔 伯 特 和 伯 尔 内 斯 两 个 人 的 名 字 出 版 的 。 

TE—IUKEEZ b, MARAE CAESAR KS. SES 
问 希 尔 伯 特 : “没有 犹太 人 的 影响 ， 哥 廷 根 的 数学 现在 怎么 样 了 ? ”他 回 
答 道 :“ 哥 廷 根 的 数学 ? 已 经 不 存在 了 。”[L35| 

对 于 那些 继续 研究 数理 逻辑 ( 哥 迁 根 对 此 的 影响 日 趋 减弱 ) 的 数学 
家 来 说 ， 那 些 数学 问题 仍然 吸 待 解决 。1928 年 版 的 《项 尔 伯 特 与 阿 元 
受 》 中 用 冬 体 恰如其分 地 做 了 表述 :“ 判 定性 问题 应 该 作为 数理 逻辑 中 
的 主要 问题 来 看 待 。” (Entscheidungsproblem muß als das Hauptproblem 
der mathematischen Logik bezeichnet werden.) [361 哥 德 尔 的 不 完备 性 定 
理 并 没有 指出 判定 过 程 是 不 存在 的 ， 它 只 是 证 明了 这 样 的 判定 过 程 不 能 
确定 任意 公式 是 否 为 真 。 充 其 量 ， 它 只 能 确定 一 个 公式 的 可 证 明 性 。 

《 希 尔 伯 特 与 阿 元 曼 》 这 本 书 用 了 9 页 篇 幅 讨 论 一 阶 谓词 逻辑 中 的 判 
定性 问题 ， 并 且 其 中 一 半 的 篇 幅 讨 论 的 是 关于 “特定 情况 下 的 判定 性 问 
题 的 解 ”"。 对 于 那些 标准 的 〈 并 且 常 见 的 ) 数理 逻辑 的 公式 来 讲 ， 判 定 
过 程 已 经 开发 出 来 了 。 所 以 看 起 来 ， 通 用 的 判定 过 程 也 应 该 是 存在 的 。 

但 事实 并 非 如 此 。1936 年 ， 美 国 数学 家 阿 隆 佐 : 抒 奇 〈1903 一 1995 ) 
总 结 道 〈 原 文 同 样 刻 意 使 用 了 和 斜体 ) :“ 一 般 情况 下 的 一 阶 谓 词 逻 辑 的 
判定 性 问题 是 不 可 解 的 。” (The general case of the Entscheidungsproblem 
of the engere Funktionenkalkül [first-order predicate logic] is unsolvable.) 
137]. 

ba] “= Al Ur Be. MH SS SEP AIAG, Bl SAE ZA 
Ve: “Ae MA PEE Ale META LE TCR. "-L381 这 是 他 在 论文 开始 就 提出 
来 的 ， 最 终 也 作为 了 论文 的 结论 :“ 因 此 判定 性 问题 不 可 解 。”[L391 

在 印 奇 和 图 灵 发 表 他 们 的 研究 成 果 时 ， 希 尔 伯 特 已 经 74 岁 了 。 那 
时 ， 就 连 希 尔 伯 特 自己 也 被 纳粹 怀疑 ， 仪 仪 因为 他 的 名 字 是 大 卫 。 









































1401 希 尔 伯 特 生命 中 的 最 后 一 年 在 孤独 和 老 迈 中 度 过 。 他 于 1943 年 去 
世 。 在 哥 廷 根 大 学 希 尔 伯 特 的 墓碑 上 刻 着 这 样 的 文字 : 

Wir müssen wissen. 

Wir werden wissen. 

我 们 必须 知道 。 我 们 必 将 知道 。 只 是 现在 当 人 们 读 到 和 希 尔 伯 特 的 这 
段 话 时 ， 他 们 能 想到 的 仅仅 是 哥 德 尔 、 抒 奇 和 网 灵 ， 以 及 不 完备 性 和 不 
可 判定 性 。 

希 尔 伯 特 的 家 乡 可 尼斯 你 在 战争 中 被 英国 人 的 炸弹 严重 毁坏 了 。 
1945 年 并 入 前 苏联 ， 改 名 为 加 里 宁 格 勒 。 由 于 华沙 在 波罗的海 的 海边 ， 
这 座 城 市 成 为 一 个 理想 的 海军 基地 ， 因 此 几 十 年 来 未 曾 对 外 开放 。 前 苏 
联 解体 之 后 ， 加 里 宁 格 勒 归属 俄罗斯 ， 但 是 它 被 其 他 国家 隔 开 ， 夹 在 了 
立陶宛 和 波兰 之 则 ， 犯 罪 率 出 了 名 的 高 。 

于 年 虫 问题 一 -有 些 人 预测 它 会 为 20 世 纪 带 来 终极 的 大 灾难 ， 并 没 
有 产生 多 大 的 影响 。《 纽 约 时 报 》 在 2000 年 第 一 个 早晨 的 报纸 头 版 上 写 
着 : 
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巨大 的 安慰 
计算 机 在 :00 年 首 个 小 时 获胜 

计算 机 程序 员 并 没有 真 的 在 大 量 的 关键 系统 中 埋 入 时 间 炸 弹 。 程 序 
员 们 通常 聪明 得 多 ! 此 外 ， 他 们 还 花费 了 很 长 时 间 努 力 搜索 并 解决 了 许 
多 隐藏 的 问题 。 实 际 上 ， 修 改 计算 机 程序 通常 来 讲 是 很 简单 的 ， 这 束 是 
为 什么 称 之 为 软件 。 

计算 机 程序 是 以 文本 文件 的 形式 编号 和 维护 的 ， 它 们 称 为 源 代 码 。 
这 些 文本 文件 本 映 能 够 被 其 他 程序 读 取 和 解析 。 程 序 员 还 可 以 编写 特殊 
的 程序 ， 用 来 检查 已 有 的 源 代 码 并 找 出 可 能 存在 问题 的 地 方 。 比 如 ， 这 
样 的 程序 可 以 搜索 包含 字符 “year” 或 者 “yr” 的 变量 名 ， 然 后 ， 程 序 员 可 
以 人 工 进行 检查 ， 看 看 相关 程序 是 如 何 处 理 日 历年 的 。 

随 着 这 些 潜在 的 干 年 虫 故 障 被 找到 并 消除 ， 一 定 有 人 开始 思考 一 个 
更 有 野心 的 计划 : 能 不 能 写 出 一 个 程序 用 来 分 析 其 他 程序 并 且 找 到 其 他 
程序 的 问题 ? 当然 ， 这 样 的 程序 会 非常 复杂 ， 编 写 起 来 非常 困难 ， 然 而 
一 旦 能 写 出 ， 就 可 以 用 来 修正 任意 其 他 的 程序 ， 而 这 是 非常 有 价值 的 。 

是 的 ， 这 会 很 困难 ， 但 是 它 在 理论 上 可 行 吗 ? 

答案 是 否定 的 。 开 发 一 个 通用 的 故障 发 现 算法 是 不 可 能 的 ， 这 也 是 
阿兰 .图 灵 关 于 可 计算 数 和 判定 性 问题 的 论文 所 带 来 的 一 个 令 人 不 安 的 
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阿兰 :图 灵 10 岁 时 得 到 一 本 埃 德 温 : 坦 尼 . 布 鲁 斯 特 所 著 的 《每 个 儿童 
应 该 知道 的 自然 奇观 》。 图 灵 后 来 说 4 十 ， 这 本 书 开 局 了 他 的 科学 视 
野 ， 并 对 他 理解 人 与 机 器 之 间 的 关系 产生 了 更 深刻 的 影响 。“ 显 然 ， 人 
体 也 是 一 台 机 器 。” 那 本 书 对 此 解释 道 : 


它 是 一 台 极 其 复杂 的 机 器 。 昌 然 比 任何 手工 制作 的 机 器 都 
要 复杂 和 干 万 倍 ， 但 其 本 质 上 仍然 是 一 台 机 器 。 有 人 曾 将 人 体 比 
作 一 台 菩 汽机， 但 那 时 我 们 还 不 太 了 解 它 的 工作 原理 。 现 在 ， 
我 们 会 把 它 比 喻 为 一 台 内 燃 机 ， 就 像 古 汽车 、 轮 船 和 飞机 的 内 
燃 机 一 样 。-421 


20 世 纪 初 ,，“ 人 体 是 机 器 * 的 想法 被 看 成 是 非常 无 知 的 ， 就 像 现在 儿 
童 读物 里 很 幼稚 的 想法 一 样 。 但 事实 并 非 如 此 。 在 阿兰 :图 灵 出 生前 200 
年 ， 法 国医 生 兼 哲学 家 朱 利 安 : 奥 佛 雷 . 拉 : 美 特 利 1709 一 1751) 在 其 
1747 年 的 争议 性 作品 LHomme Machine € 《机 械 人 》) 13108, BATE 
饰 地 描述 了 人 体 甚 至 思维 的 机 械 般 的 工作 机 制 。 阿 兰 : 图 灵 从 小 就 觉得 
自己 的 身体 也 是 一 台 机 器 ， 后 来 也 因 探 索 机 器 和 人 类 间 的 联系 而 被 世人 
铭记 。 

阿兰 : 麦 席 森 :图 灵 于 1912 年 6 月 23 日 出 生 在 伦敦 帕 丁 顿 的 疗养 院 里 。 
他 的 父亲 曾 在 印度 公务 署 为 英 帝 国 效力 ， 母 杀 出 生 在 马 德 拉 斯 ， 外 祖父 
是 一 位 在 印度 修建 桥梁 和 铁路 而 赚 了 大 钱 的 工程 师 。1907 年 ， 图 灵 的 父 
母 在 一 盘 从 印度 到 英国 的 船上 相遇 ， 同 年 他 们 在 都 柏林 结婚 。1908 年 年 
初 ， 他 们 回 到 印度 。 阿 兰 是 他 们 的 第 二 个 男孩 ， 他 母亲 1911 年 在 印度 怀 
上 了 他 ， 但 他 出 生 在 英国 。 

在 幼年 ， 阿 兰 和 他 的 哥哥 约翰 被 留 在 英国 ， 由 一 对 退休 夫妇 照顾 ， 
而 他 们 的 父母 住 在 印度 ， 这 在 当时 很 常见 。1922 年 ， 阿 兰 进 入 肯特 的 哈 
效 勒 区 斯 特 预备 学 校 学 习 。 他 最 初 的 兴趣 是 地 图 、 国 际 象棋 和 化 学 。 
141 1926 年 ， 他 被 一 所 最 古老 的 英国 公立 学 校舍 伯 因 录取。 图 灵 在 舍 伯 
恩 第 一 学 期 的 第 一 天 被 大 罢工 所 阻 ， 不 能 乘 火车 去 学 校 。 于 是 ， 阿 兰 决 
定 骑 车 60 英 里 上 学 ， 这 一 壮举 被 当地 的 报纸 所 报道 。_[51 

在 舍 伯 恩 ， 阿 兰 没 能 与 其 他 男孩 打成一片 。 他 害羞 、 孤 独 ， 似 乎 总 
是 衣衫 不 整 、 墨 迹 斑斑 。“ 他 的 所 有 特征 都 容易 成 为 笑柄 ， 尤 其 是 他 那 
HA. WR. RANA 不 完全 是 口吃 ， 而 是 吞 吞 吐 吐 ， 就 像 在 等 
待 一 个 复杂 的 程序 将 他 的 想法 转化 成 人 类 语言 一 样 。”[6l 他 本 可 以 在 
学 习 上 表现 优异 而 弥补 自己 的 不 足 ， 但 事实 并 非 如 此 。 只 有 在 数学 上 ， 
他 才 表 现 出 一 些 智力 天 赋 的 端倪 。 

















到 了 1929 年 ， 阿 兰 开 始 着 迷 于 《物理 世界 的 自然 》 (19280 一 书 。 
这 是 一 本 广 为 流 行 并 极 具 影响 力 的 书 ， 由 剑桥 大 学 天 文学 家 亚 登 . 埃 丁 
顿 医 十 所 彰 ， 书 中 探讨 了 相对 论 和 量子 理论 的 新 科学 所 带 来 的 影响 。 阿 
兰 同 时 和 一 个 名 为 克里斯托弗 : 莫 科 姆 的 同学 交往 密切 ， 他 和 阿兰 在 科 
学 和 数学 上 有 着 共同 的 兴趣 ， 而 且 出 生 在 一 个 比 阿兰 家 更 有 意思 并 兼 具 
科学 气氛 的 家 性 。 克 里 斯 托 弗 的 外 祖父 是 约瑟夫 :斯 万 名 士 ， 他 在 1879 
年 发 明了 白炽 灯泡 ， 独 立 于 爱迪生 的 发 明 。 

回想 起 来 ， 阿 兰 : 图 灵 很 可 能 在 那 时 发 现 了 他 的 同性 恋 倾向 ， 克 里 斯 
托 弗 是 他 的 初恋 。 但 是 没有 任何 迹象 表明 ， 这 两 名 青年 之 间 发 生 了 身体 
接触 ， 他 们 一 起 做 化 学 实验 ， 交 流 数 学 公式 ， 并 探讨 埃 丁 顿 和 剑桥 大 学 
另 一 位 天 文学 教授 詹姆斯 ' 简 茵 士 所 著 书 中 的 新 天 文学 和 新 物理 学 。 

剑桥 大 学 是 有 抱负 的 英国 科学 家 退 逐 同 往 之 地 ， 其 在 科学 和 数学 上 
最 享有 盛名 的 学 院 就 是 三 一 学 院 。1929 年 12 月 ， 阿 兰 和 克里斯托弗 花 了 
一 周 的 时 间 到 剑桥 大 学 参加 奖学金 考试 ， 一 起 沐浴 在 弗朗西斯 :培根 、 

艾 陛 元: 牛顿 、 詹 姆 斯 :元 拉克 : 麦 元 斯 书 母 校 的 氛围 中 。 他 们 回 到 舍 伯 恩 
一 周 后 ， 考 试 结果 公布 在 了 《泰晤士 报 》 上 。 阿 兰 没 被 录取 ， 而 殉 里 斯 
托 弗 被 了 录取 了 。 殉 里 斯 托 弗 将 前 往 三 一 和 学院， 而 阿兰 最 大 的 希望 是 能 
取 在 下 一 年 入 学 三 一 学 院 或 者 剑桥 的 其 他 学 院 。 

两 个 月 后 ， 克 里 斯 托 弗 突然 生病 并 在 一 周 内 去 世 ， 病 因 是 他 小 时 候 
所 感染 的 牛 结核 病 。 他 们 舍 伯 恩 的 一 位 旧 日 同窗 在 信 中 写 道 ;“ 可 怜 的 
图 灵 因 为 这 个 打击 几乎 朋 泪 ， 他 们 一 定 是 极其 要 好 的 朋友 。?“ 2 虽然 
阿兰 :图 灵 也 与 其 他 男人 有 着 更 亲密 的 性 关系 ， 但 显然 他 对 克里斯托弗 
的 爱 与 崇拜 是 其 他 人 上 所 不 能 比 的 。 

1930 年 12 月 ， 图 灵 再 次 参加 了 三 一 学 院 的 考试 ， 但 仍然 未 被 录取 。 
他 的 第 二 选择 是 剑桥 大 学 国王 学 院 。 这 一 次 ， 他 决定 专攻 数学 ， 全 心 外 
研 G. H. 哈代 的 经 典 著 作 《 纯 数学 教程 》- 上 8 CA Course of Pure 
Mathematics) 备考 ， 这 本 书 在 当时 已 经 是 第 15 版 了 。1931 年 秋 ， 阿 兰 开 
始 了 他 在 剑桥 大 学 国王 学 院 的 学 习 。 

接 下 来 的 一 年 ， 图 灵 研 究 起 一 本 叫做 《量子 力学 的 数学 基础 》 
(Mathematische Grundlagen der Quantenmechanik) 的 新 书 ， 这 本 书 由 
年 轻 的 匈牙利 数学 家 约 戎 : 冯 : 诺 依 曼 所 闭 。20 世 纪 20 年 代 中 期 ， 冯 : 诺 依 
曼 曾 与 大 卫 : 希 尔 伯 特 在 哥 廷 根 大 学 一 起 共事 。 绝 大 多 数 早 期 量子 力学 
的 数学 研究 工作 都 是 在 哥 根 廷 大 学 进行 的 。20 世 纪 30 年 代 ， 冯 : 诺 依 曼 
移民 美国 并 在 普林斯顿 大 学 任教 ，1933 年 成 为 普林斯顿 高 等 研究 院 聘 任 
的 首 批 数学 家 之 一 。 现 在 ， 在 几 个 有 趣 的 地 方 ， 约 其: 冯 : 诺 依 曼 和 阿兰 : 
图 灵 的 生活 有 了 交集 。 
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在 那 年 春天 ， 图 灵 已 经 发 表 了 他 的 第 一 篇 论文 ， 共 两 页 ， 讨 论 了 ” 左 石 
殉 周 期 性 的 等 价 性 ”(Equivalence of Left and Right Almost Periodicity, 
伦敦 数学 学 会 ，1935) ， 推 广 了 加: 诡 依 曼 在 前 一 年 发 表 的 一 篇 论文 。 

他 们 都 没 想到 ， 两 人 会 在 次 年 于 新 泽 西 州 的 普林斯顿 再 次 相遇 。 

图 灵 对 于 数理 逻辑 这 一 精妙 深奥 领域 的 兴趣 可 能 开始 于 1933 年 ， 当 
时 他 阅读 了 伯 特 兰 : 罗 素 1919 年 的 作品 《数学 哲学 导论 》。 书 的 末尾 写 
lH: 
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真 的 研究 ， 那 么 这 本 书 就 达到 当时 写作 的 初 囊 了。-3] 


1935 年 的 春季 学 期 ， 图 灵 修 读 了 ”数学 基础 ”课程 ， 授 课 人 是 麦 元 斯 
韦 . 赫 尔 曼 .亚历山大 :纽曼 (1897—1984) ， 其 姓名 缩写 M. H. A.。 纽 曼 
更 为 人 熟知 ， 人 们 常 杀 切 地 称 他 麦 元 斯。 麦克 斯 :纽曼 名 声 在 外 的 是 他 
在 组 合 拓扑 方面 的 工作 ， 不 过 他 也 可 能 是 剑桥 大 学 在 数理 逻辑 方面 最 有 
见识 的 人 。 纽 曼 整 个 课程 的 高 潮 是 对 哥 德 尔 不 完备 性 定理 的 证 明 。 〈 研 
究 生 水 平 的 数理 逻辑 导论 课程 至 今 仍然 采用 类 似 的 结构 。) 

此 外 ， 纽 曼 的 课程 也 涵盖 了 尚未 解决 的 判定 性 问题 。” 是 否 有 一 种 确 
定 的 方法 ， 或 者 纽曼 所 说 的 机 械 过 程 :， 它 可 以 应 用 于 一 个 数学 命题 ， 
并 得 出 该 命题 能 否 被 证 明 的 结论 ? ”[101 当然 ， 对 于 ”机 械 过 程 "， 纽 曼 
指 的 不 是 一 台 机 器 。 机 器 也 许 能 够 进行 简单 的 算术 ， 但 几乎 不 能 解决 实 
际 意义 上 的 数学 问题 。 纽 曼 暗 指 的 是 后 人 称 为 ”算法 ”的 一 类 过 程 一 一 用 
于 解决 某 个 问题 的 一 组 明确 (但 无 意识 的 、 非 智能 的 ) 指令 集 。 图 灵 开 
始 研 究 判 定性 问题 很 可 能 是 在 1935 年 初夏 。L11 那 时 ， 他 已 经 获得 了 
剑桥 大 学 奖学金 ， 每 年 300 英 镑 。 图 灵 后 来 说 ， 想 到 判定 性 问题 的 解决 
思路 时 ， 他 正 躺 在 格 兰 切 斯 特 草 坪 上 ， 这 是 剑桥 学 生 很 喜欢 的 一 个 休闲 
场所 ， 距 国王 学 院 大 约 两 英里 。 

到 1936 年 4 月 ， 图 灵 把 论文 ? 论 可 计算 数 及 其 在 判定 性 问题 上 的 应 
FA” L121 的 草稿 交 给 了 纽曼 。 

图 灵 的 论文 采用 了 一 种 不 同 寻 常 的 数学 证 明 方 法 。 一 开始 ， 他 描述 
了 一 个 虚构 的 可 以 做 一 些 简单 操作 的 计算 机 器 。 尽 管 这 个 机 器 很 简单 ， 
但 是 图 灵 上 断言 它 在 功能 上 等 价 于 一 个 进行 数学 运算 的 人 。 他 设置 好 这 些 
机 器 来 计算 数字 。 作 为 示例 ， 图 灵 给 出 的 第 一 台 机 器 可 以 计算 1/3 的 二 
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超越 数 的 数 (.001011011101111...) 。 他 说 服 我 们 ， 还 可 以 定义 出 机 器 
来 计算 fr、e 及 其 他 有 名 的 数学 常量 。 图 灵 甚 至 创造 了 一 个 通用 机 器 ， 它 
能 模拟 其 他 任何 一 台 计 算 机 器 的 操作 。 

然而 ， 图 灵机 一 一 这 些 假想 装备 的 后 来 叫 法 一 一 无 法 计算 每 个 实 
数 。 他 设计 的 机 器 只 能 进行 有 限 数 量 的 操作 ， 通 过 用 数字 表示 这 些 操 
作 ， 他 指出 每 一 台 机 器 唯一 地 用 一 个 整数 来 描述 ， 我 们 把 这 个 整数 称 为 
描述 数 (Description Number) 。 因 此 ， 图 灵机 是 可 数 的， 可 计算 数 
一 一 图 灵机 可 以 计算 的 数 一 一 也 一 定 是 可 数 的 ， 但 实数 是 不 可 数 的 (从 
康 托 尔 的 证 明 中 可 知 )。 可 计算 数 当然 包括 代数 数 ， 而 且 还 包括 A 和 e 等 
超越 数 ， 但 由 于 可 计算 数 是 可 数 的 ， 因 而 它们 根本 无 法 涵盖 所 有 的 实 
数 

















图 灵机 也 是 会 出 错 的 ， 我 们 完全 可 以 定义 一 个 根本 不 会 正确 工作 或 
者 不 会 做 任何 有 意义 工作 的 图 灵机 。 图 灵 将 他 定义 的 机 器 分 为 ”符合 要 
求 的 ”和 ?不 符合 要 求 的 ”两 种 。 

由 于 图 灵机 完全 由 描述 数 定义 ， 我 们 也 许 有 可 能 创造 一 台 这 样 的 图 
灵机 ， 它 能 够 分 析 这 些 描 述 数 ， 以 确定 某 一 特定 的 机 器 是 否 是 符合 要 求 
的 。 图 灵 证 明了 这 是 不 可 能 的 : 没有 一 种 判定 图 灵机 是 否 符合 要 求 的 通 
用 过 程 。 一 台 图 灵机 可 以 分 析 另 一 台 图 灵机 的 唯一 方式 ， 是 一 步 一 步 地 
跟踪 机 器 的 操作 。 总 之 ， 你 必须 实际 运行 一 台 机 器 ， 以 确定 它 接 下 来 会 
FAs 

图 灵机 的 这 些 性 质 也 适用 于 计算 机 程序 。 一 般 情 况 下 ， 一 个 计算 机 
程序 不 可 能 分 析 另 一 个 计算 机 程序 ， 除 非 一 步 一 步 地 模拟 它 的 运行 。 

图 灵 还 证 明了 ， 我 们 甚至 无 法 定义 图 灵机 去 做 一 些 看 似 简 单 的 事 ， 
例如 确定 另 一 台 机 器 是 否 会 打印 数字 0。 在 其 论文 的 最 后 一 节 (将 在 本 
书 第 三 部 分 讨论 ) ， 图 灵 构 造 了 一 个 数理 逻辑 上 的 命题 ， 它 等 价 于 判定 
一 个 特定 的 图 灵机 是 否 将 会 打印 数字 0。 由 于 他 已 经 得 出 这 样 的 ” 判 
定 ” 是 不 可 能 的 ， 所 以 这 个 命题 在 逻辑 上 是 不 可 证 明 的 ， 因 此 ”判定 性 问 
题 不 可 解 ” (图 灵 论 文 第 262 页 ， 本 书 263 页 ) 。 

大 约 在 麦 殉 斯 :纽曼 阅读 图 灵 论 文 手稿 的 同一 时 间 ， 他 又 收 到 美国 数 
学 家 阿 隆 索 : 印 奇 寄 来 的 短 论文 ”判定 性 问题 的 笔记 ”L131 的 单行 本 。 基 
于 已 刊 出 的 另 一 篇 论文 4 ， 印 奇 的 文章 同样 做 出 了 判定 性 问题 不 可 
解 的 结论 。 

别人 比 图 灵 捷 足 先 登 了 。 这 通常 意味 着 他 的 论文 不 能 发 表 ， 注 定 要 
被 遗 态 。 但 麦克 斯 :纽曼 意识 到 ， 图 灵 的 方法 更 具 创 新 性 ， 并 且 与 印 奇 
的 方法 有 着 很 大 的 差异 。 他 仍然 建议 图 灵 向 伦敦 数学 学 会 提交 论文 发 

















A. (从 发 表 的 论文 看 ， 该 学 会 于 1936 年 5 月 28 日 收 到 它 。〉 图 灵 在 5 月 
29 日 给 他 母亲 的 信 上 对 此 做 出 了 解释 : 


现在 ， 有 一 篇 论文 同时 在 美国 友 表 ， 作 者 是 阿 隆 索 : 邢 奇 ， 
他 和 我 做 的 事 相 同 ， 只 是 方法 不 同 。 尽 管 如 此 ， 纽 受 先生 和 我 
觉得 ， 蕉 然 不 同 的 方法 完全 能 够 让 我 的 论文 得 以 发 表 。 阿 隆 索 
印 奇 住 在 普林斯顿 ， 所 以 我 已 经 相当 确定 ， 我 将 去 那里 。 
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5 月 31 日 ， 交 克 斯 :纽曼 同时 写 信 给 阿 隆 索 : 印 奇 和 伦 吝 数学 学 会 的 秘 
B. dmm. qu: 


在 你 送 给 我 的 论文 单行 本 中 ， 你 定义 了 ?可 计算 

Zi" (Calculable Numbers) ， 并 指出 了 和 希 尔 伯 特 逻辑 上 的 判定 
性 问题 是 无 法 解决 的 ， 这 一 问题 也 是 另 一 位 年 轻 人 所 兰若 思索 
的 。 这 个 年 轻 人 就 是 阿兰 :图 灵 ， 他 正 想 发 表 一 篇 论文 ， 其 中 
出 于 同样 的 目的 定义 了 ”可 计算 数 ”(Computable Numbers) 。 
在 他 的 处 理 方法 中 ， 涉 及 一 种 能 产生 任何 一 个 可 计算 序列 的 机 
器 ， 这 与 你 的 方法 很 不 同 ， 但 看 上 去 优点 很 多 。 我 觉得 如 果 可 
能 ， 明 年 他 应 该 和 你 在 一 起 研究 。_[16] 


在 给 伦敦 数学 学 会 秘书 长 F. P. 怀特 的 信 中 ， 纽 曼 写 道 : 


我 想 你 已 经 知道 了 图 灵 关 于 可 计算 数 的 论文 。 正 当 这 篇 论 
文 完成 并 准备 发 表 时 ， 我 收 到 了 来 日 普 林 斯 顿 的 阿 隆 索 : 印 奇 
的 单行 本 ， 这 篇 文章 在 很 大 程度 上 率先 给 出 了 图 灵 论 文 的 结 


R, 

尽管 如 此 ， 我 仍然 希望 你 们 能 发 表 图 灵 的 论文 ， 因 为 他 们 
的 方法 极其 不 同 。 而 且 ， 由 于 这 个 结果 非常 之 重要 ， 因 而 我 们 
应 该 关注 不 同 的 处 理 方法 。 印 奇 和 图 灵 的 论文 的 主要 结果 就 是 
名 尔 伯 特 的 奶 随 者 们 研究 了 多 年 的 判定 性 问题 ， 即 找到 一 种 机 
械 的 方法 以 判定 一 行 给 定 的 符号 所 表述 的 是 否 是 一 条 可 由 项 尔 
伯 特 公理 证 明 的 定理 ， 它 的 一 般 形式 是 不 可 解 的 。 上 7 
图 灵 增 加 了 一 个 附录 ， 主 要 阐述 他 的 计算 性 (Computability) 理念 


和 凶 奇 的 “有 效 计算 性 ?是 等 价 的 。 伦 敦 数 学 学 会 于 1936 年 8 月 28 日 收 到 
这 个 附录 。 


























图 灵 的 论文 发 表 在 伦敦 数学 学 会 1936 年 11 月 和 12 月 的 论文 集 里 
-了 18] ，1937 年 12 月 发 表 了 191 一 份 三 页 纸 的 修订 稿 。 阿 隆 索 : 印 奇 在 
1937 年 5 月 的 《符号 逻辑 杂志 》 (Journal of Symbolic Logic〉 中 针对 这 篇 
论文 号 了 一 篇 只 有 四 段 的 评论 ， 其 中 写 道 :“ 一 位 持 有 铅笔 、 纸 和 一 虽 
明确 指令 的 人 类 计算 者 ， 可 以 被 看 做 是 一 种 图 灵机 。”L20] 这 是 已 知 
的 “图 灵机 ”一 词 最 早 见 诸 文 字 的 地 方 。 

图 灵 的 论文 分 为 11 章 及 一 个 附录 。 论 文 开 头 的 引言 直接 开始 描述 图 
灵 构 想 的 这 一 类 新 的 数 。 
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ON COMPUTABLE NUMBERS, WITH AN APPLICATION TO 


THE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM 
By A. M. TURING. 
[Received 28 May, 1936. -- Read 12 November, 1936.] 
The *computable" numbers may be described briefly as the real 
numbers whose expressions as a decimal are calculable by finite 


means. 
论 可 计算 数 及 其 在 判定 性 问题 上 的 应 用 
A. M. Turing 


[1936 年 5 月 28 日 收 到 。1936 年 11 月 12 日 审 完 。] 

可 计算 数 可 以 被 简单 描述 为 其 小 数 表 达 式 可 在 有 限 步 骤 内 计算 出 
来 的 实数 。 

图 灵 只 考虑 实数 集 ， 他 指出 ， 可 计算 数 是 实数 集 的 一 个 子 集 ， 这 也 
意味 着 存在 一 些 不 可 计算 的 实数 。 当 然 ， 这 一 点 并 不 显然 。 

对 于 “小 数 表达 式 ”， 图 灵 意 指 1/3 应 该 表示 为 0.33333...，T 应 该 计算 
成 3.14159...， 这 乍 看 起 来 与 他 的 “有 限 步 又 ”这 一 理念 相 冲 突 。 显 然 ， 我 
们 永远 不 能 真正 算 完 1/3 或 r 的 小 数 。 然 而 ， 在 图 灵 的 论文 中 , “步骤 ?并 
不 是 指 确定 数位 的 实际 过 程 ， 而 是 指 确定 数位 的 方法 。 用 诸如 “下 一 位 
是 4， 下 一 位 是 7， 下 一 位 是 0......” 的 方法 ， 显 然 可 以 计算 任何 实数 ， 但 
这 不 是 一 个 有 限 的 方法 。13 和 n 都 可 以 用 一 套 算法 计算 出 来 (其 中 一 个 
的 算法 更 简单 一 些 ) ， 我 们 计算 它们 所 采用 的 步骤 《长 除法 或 更 复杂 的 
方法 ) 只 用 到 有 限 数量 的 规则 。 

Although the subject of this paper is ostensibly the computable 
numbers, it is almost equally easy to define and investigate 
computabl functions of an integral variable or a real or computable 
variable, computable predicates, and so forth. The fundamental 





problems involved are, however, the same in each case, and | have 
chosen the computable numbers for explicit treatment as involving 
the least cumbrous technique. | hope shortly to give an account of 
the relations of the computable numbers, functions, and so forth to 
one another. This will include a development of the theory of 
functions of a real variable expressed in terms of computable 
numbers. 

尽管 从 表面 上 看 本 论文 的 主题 是 可 计算 数 ， 但 是 我 们 很 容易 用 几 
乎 相同 的 方法 定义 和 研究 关于 整数 变量 ， 或 者 实数 、 可 计算 数 变 量 的 
可 计算 函数 ， 可 计算 谓词 等 ， 每 种 情况 下 涉及 的 基本 问题 都 一 样 。 我 
选择 可 计算 数 进行 具体 的 研究 ， 是 因为 它 所 涉及 的 技术 细节 最 简单 。 
我 希望 可 以 很 快 就 给 出 可 计算 数 、 可 计算 函数 等 之 间 的 关系， 这 将 包 
括 一 套用 可 计算 数 表 示 实 变 函 数 的 理论 。 

图 灵 并 未 按 其 论文 说 的 继续 写 下 去 。 哥 德尔 也 打算 续 写 自己 天 于 不 
完备 性 的 著名 论文 ， 甚 至 预先 在 标题 里 加 了 罗 杞 数字 ， 但 他 从 未 写 过 
续篇 ， 因 为 他 的 论文 很 快 就 被 接受 了 ， 超 出 了 他 的 预想 。 图 灵 则 是 因为 
后 来 开始 关注 其 他 事情 了 。 

图 灵 用 下 面 这 句 陈述 总 结 了 论文 的 第 一 段 。 

According to my definition, a number is computable if its decimal 
can be written down by a machine. 

根据 我 的 定义 ， 如 果 一 个 数 的 小 数 形式 可 以 被 机 器 写 下 来 ， 那 么 
它 就 是 可 计算 的 。 

在 1936 年 ， 这 样 的 说 法 非常 奇怪 ， 因 为 当时 并 不 存在 一 般 意 义 上 图 
灵 所 要 求 的 那 种 机 器 。 

图 灵 很 可 能 知道 瑞 国 数学 家 但 尔 斯 : 巴 贝 奇 (1791 一 1871)〉 的 一 些 研 
Ro ENEH wit I ANN” (Difference Engine) 用 来 计算 对 数 
表 ， 然 后 大 约 在 1833 年 放弃 了 这 个 项 目 ， 转 而 研究 一 种 更 像 通用 计算 机 
的 “分 析 机 ”(Analytical Engine) 。 巴 贝 奇 也 曾 在 剑桥 工作 ， 其 未 完成 的 
机 器 上 的 零件 在 肯 辛 顿 的 科学 博物 馆 展 出 过 。 不 过 ， 图 灵 似 乎 一 点 都 未 
受到 巴 贝 奇 的 概念 或 术语 的 影 啊 。 

图 灵 可 能 知道 微分 分 析 仪 (Differential Analyzer) ， 也 可 能 不 知道 。 
自 1927 年 起 ， 万 尼 瓦 尔 : 布 什 〈《1890 一 1974) 和 他 在 MIT 的 学 生 开始 研制 
这 全 机 器 。 但 是 ， 这 个 模拟 的 〈 非 数字 式 的 ) 计算 机 主要 用 来 解决 工程 
应 用 中 的 微分 方程 。 从 数学 或 工程 角度 来 讲 ， 图 灵 或 许 会 对 这 全 机 器 感 
兴趣 ， 不 过 这 人 台 机 器 并 不 能 为 这 一 特定 问题 提供 很 大 帮助 。 











很 难 想象 在 20 世 纪 30 年 代 中 期 ， 图 灵 如 何 能 知道 其 他 的 早期 计算 机 
项 目 。 图 灵 肯 定 不 知道 工程 专业 学 生 康 拉 德 : 楚 译 (1910—1995) Á 
1935 年 起 开始 在 其 父母 位 于 柏林 的 公寓 里 建造 计算 机 。 弄 治 .斯 带 比 效 
(1904—1995) 曾 利用 他 从 贝尔 实验 室 拿 回 家 的 一 些 电话 继电器 搭 接 二 
进 制 加 法 器 ， 不 过 这 已 经 是 1937 年 图 灵 论 文 发 表 之 后 的 事情 了 。 也 是 在 
1937 年 ， 哈 佛 大 学 研究 生 霍 华 德 . 艾 肯 《〈1900 一 1973) 开始 探索 自动 计 
算 ， 从 而 促使 哈佛 大 学 与 BM 合作 ， 创 造 了 哈佛 马克 一 型 计算 机 
(Harvard Mark I) 。 -211 

这 个 时 期 ， 在 解决 可 计算 性 问题 和 希 尔 伯 特 的 判定 性 问题 的 先驱 
中 ， 图 灵 是 其 中 之 一 ， 其 余人 包括 阿 隆 索 : 印 奇 、 埃 米尔 :波斯 特 (1897 
一 1954) 、 斯 蒂 芬 . 克 莱 尼 (1909—1994) . [221 在 20 世 纪 30 年 代 中 期 
研究 自动 计算 的 那些 人 里 ， 图 灵 也 算 其 一 。 

图 灵 总 结 了 出 现在 论文 后 面 章 节 中 的 部 分 结论 ， 他 写 道 : 

In 889, 10 give some arguments with the intention of showing 
that the computable numbers include all numbers which could 
naturally be regarded as computable. In particular, | show that 
certain large classes of numbers are computable. They include, for 
instance, the real parts of all algebraic numbers, the real parts of 
the zeros of the Bessel functions, the numbers 7t, e, etc. 

在 89、810 中 ， 我 会 给 出 一 些 论证 ， 说 明 可 计算 数 也 包括 那些 理 
当 被 认为 是 可 计算 的 数 。 特 别 地 ， 我 会 指出 有 几 大 类 的 数 都 是 可 计算 
的 ， 例 如 所 有 代数 数 的 实 部 、 贝 塞 尔 函 数 零 点 的 实 部 、 数 和 e， 等 
Ak 














“ 理 当 被 认为 是 可 计算 的 数 ” 就 是 人 们 实际 生活 中 计算 的 ， 并 且 存 在 
相应 算法 的 数 。 图 灵 根 本 不 眉 扣 及 所 有 的 有 理 数 都 是 可 计算 的 ， 因 为 这 
是 显而易见 的 。 他 很 快 便 把 代数 数 也 加 进 了 可 计算 数 的 行列 (他 认为 只 
有 代数 数 的 实 部 符合 要 求 ， 因 为 代数 方程 的 解 有 可 能 有 实 部 和 虚 部 两 部 
分 ， 而 他 已 经 限制 了 可 计算 数 为 实数 ) 。 

图 灵 断 言 了 代数 数 是 可 计算 数 ， 随 后 开始 在 超越 数 领 域 讨 论 这 一 问 
题 。 不 过 ， 他 说 只 有 某 些 超越 数 古 可 计算 的 。 贝 窗 尔 函数 是 特定 形式 的 
微分 方程 的 解 。 零 点 就 是 函数 取 值 为 0 的 点 。 和 它们 曾 被 刊印 成 表 ， 因 此 
被 认为 是 可 计算 的 。《 现 在 ， 需 要 用 这 些 数 时 ， 一 般 可 以 用 计算 机 程序 
来 计算 。) 虽然 图 灵 没 有 提 到 ， 但 三 角 函 数 和 对 数 函 数 的 一 般 取 值 都 是 
超越 数 ， 这 些 数 也 是 可 计算 数 。 同 样 ，n、e 等 第 数 也 如 此 。 

图 未 并 没有 声称 所 有 的 超越 数 都 是 可 计算 的 ， 售 则 可 计算 数 就 会 和 











实数 一 样 了 。 

The computable numbers do not, however, include all definable 
numbers, and an example is given of a definable number which is 
not computable. 

尽管 如 此 ， 可 计算 数 并 不 完全 包括 所 有 可 定义 的 数 ， 我 们 将 给 出 
一 个 可 定义 的 却 不 可 计算 的 数 。 

我 们 融 先 在 这 儿 留 下 一 个 悬念 
他 的 机 器 ) 不 能 计算 的 数 。 

现在 ， 图 灵 谈 及 了 实数 与 可 计算 数 之 间 差 异 的 关键 。 

Although the class of computable numbers is so great, and in 


many ways similar to the class of real numbers, it is nevertheless 
enumerable. 
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可 计算 数 是 可 数 的 。 可 计算 数 的 可 数 性 显示 了 它们 与 实数 的 不 同 ， 
因为 实数 是 不 可 数 的 。 

In 88 | examine certain arguments which would seem to prove 
the contrary. By the correct application of one of these arguments, 
conclusions are reached which are superficially similar to those of 
Godel. 

t Gódel, “Uber formal unentscheidbare Sátze der Principia 
Mathematica und verwandter Systeme, I" Monatshefte Math. Phys., 
38 (1931), 173-198. 

在 88 中 ， 我 将 仔细 考察 几 个 论证 ， 它 们 似乎 能 证 明 出 与 此 相反 的 
结论 。 正 确 地 应 用 其 中 的 某 个 论证 ， 可 以 得 到 与 哥 德 尔 的 结论 1 大 致 
相似 的 结论 。 

t 参见 Godel,“Uber formal unentscheidbare Sätze der Principia 
Mathematica und verwandter Systeme, |”, Monatshefte Math. 
Phys., 38 (1931) , 173-198. 


这 就 是 著名 的 哥 德 尔 不 完备 性 定理 。 注 意 ， 图 灵 的 脚注 引用 的 是 哥 
德尔 


点 尔 论文 的 德 文 标题 ， 英 文 译本 直到 1962 年 才 出 版 。 
These results 





吧 。 到 时 候 图 灵 将 定义 一 个 他 以 及 











[231] 
have valuable applications. In particular, it is shown (811) that 


the Hilbertian Entscheidungsproblem can have no solution. 


这 些 结果 的 应 用 价值 很 大 。 特 别 地 ， 它 表明 希 尔 伯 特 的 判定 性 问 
题 是 无 解 的 (S11) 。 

这 是 接 下 来 的 18 页 论文 中 最 后 一 次 提 到 而 尔 伯 特 。 

图 灵 在 了 解 了 阿 隆 索 : 印 奇 的 证 明 ， 并 断定 两 种 方法 是 等 价 的 之 后 ， 
觉得 需要 为 他 的 论文 增加 一 个 附录 。 引 言 的 最 后 一 段 也 是 在 那 时 加 进来 
EJ. 

In a recent paper Alonzo Church? has introduced an idea of 
"effective calculability", which is equivalent to my “computability”, 
but is very differently defined. Church also reaches similar 
conclusions about the Entscheidungsrproblem*. The proof of 
equivalence between "computability" and "effective calculability" is 
outlined in an appendix to the present paper. 

t Alonzo Church, “An unsolvable problem of elementary number 
theory", American J. of Math., 58 (1936), 345-363. 

t Alonzo Church, "A note on the Entscheidungsproblem", J. of 
Symbolic Logic, 1 (1936), 40-41. 

阿 隆 过 ,三 奇 在 其 近期 的 论文 中 + 引入 六 有 效 可 计算 性 ”(effective 
calculability) 的 概念 ， 这 和 我 的 "可 计算 性 ”(Ccomputability) 是 等 价 
的 ， 但 定义 方式 十 分 不 同 。 印 奇 也 就 判定 性 问题 得 出 了 相同 的 结论 
+。 关 于 “可 计算 性 “和 "有效 可 计算 性 "的 等 价 性 证 明 将 在 本 文 的 附录 中 
给 出 。 

+ 参见 Alonzo Church, "An unsolvable problem of elementary 
number theory", American J. of Math., 58 (1936) , 345-363. 

t 参见 Alonzo Church, “A note on the 
Entscheidungsproblem", J. of Symbolic Logic, 1 (1936) , 40- 
41。 

这 是 图 灵 的 论文 ， 接 下 来 的 28 页 中 最 后 一 次 提 到 判定 性 问题 。《 牛 
津 英 语 字典 《第 2 版 ) 》 指 出 ， 除 了 1889 年 的 一 本 字典 ， 上 述 文字 首次 
使 用 了 “可 计算 性 ”一 词 。 自 那 之 后 ，30 多 本 书 的 书 名 中 使 用 了 “可 计算 
性 ”， 第 一 本 书 是 马丁 : 戴 维 斯 的 《可 计算 性 和 不 可 解 性 》， 由 McGraw- 
Hil 出 版 社 于 1958 年 出 版 。 

图 灵 的 论文 有 有 11 市 ， 第 1 市 现在 开始 。 

1. Computing machines. 

We have said that the computable numbers are those whose 

decimals are calculable by finite means. This requires rather more 























explicit definition. No real attempt will be made to justify the 
definitions given until we reach 89. For the present I shall only say 
that the justification lies in the fact that the human memory is 
necessarily limited. 

1. 计 算 机 器 

我 们 已 经 提 到 ， 可 计算 数 是 那些 小 数 表 达 式 可 以 通过 有 限 步 又 计 
算出 来 的 数 。 这 一 概念 需要 更 加 明确 的 定义 。 在 S89 之前， 我 们 不 会 
真正 尝试 证 明 这 个 定义 的 合理 性 。 就 目前 而 言 ， 我 只 能 说 ， 合 理性 的 
证 明 依赖 于 人 类 记忆 的 有 限 性 。 

图 灵 曾 说 可 计算 数 就 是 那些 可 以 被 机 器 写 下 来 的 数 ， 而 现在 义 用 人 
类 记忆 的 有 限 性 来 解释 定义 中 的 “有 限 步 又"”。 将 人 与 机 器 随意 地 关联 起 
来 ， 这 种 做 法 是 图 灵 研 究 的 一 大 特点 。 

图 灵 最 初 说 ， 可 计算 数 是 可 以 通过 有 限 步 骤 计 算出 来 的 ， 当 时 听 着 
确实 很 有 道理 。 但 是 ， 现 在 他 要 通过 人 类 思维 的 有 限 性 来 解读 它 ， 这 就 
提出 了 关于 数学 真实 性 的 本 质问 题 。 我 们 称 实数 为 “ 实 ” 数 ， 尺 管事 实 上 
绝 大 多 数 的 数 从 没有 人 见 过 。 此 外 ， 图 灵 还 将 在 论文 中 指出 ， 大 部 分 实 
数 都 不 能 通过 有 限 的 算法 计算 出 来 。 实 数 究竟 在 什么 意义 上 存在 呢 ? 这 
是 个 哲学 问题 ， 对 此 ， 图 灵 也 只 是 在 其 论文 的 修订 版 中 模糊 地 提 及 《〈 见 
本 书 第 16 章 ) 。 

人 类 思维 的 状态 是 离散 的 。 据 此 ， 图 灵 将 人 与 机 器 关联 了 起 来 。 

We may compare a man in the process of computing a real 
number to a machine which is only capable of a finite number of 
conditions q4, q2, ..., qa which will be called *m-configurations". 

我 们 可 以 将 一 个 正在 进行 实数 计算 的 人 比 作 一 台 只 能 处 理 有 限 种 
情况 q1, 92, 93,…, 9R 的 机 器 ， 这 些 情况 称 为 “m- 格 局 ”。 

这 里 ，m 代 表 机 器 (machine〉， 一 台 机 器 有 有 限 个 格局 ， 并 根据 当 
前 格局 做 不 同 的 事情 。 更 现代 的 术语 则 是 状态 (state) ， 后 来 图 灵 引 
用 “思维 状态 ”来 类 比 这 些 机 器 状态 。 举 个 例子 ， 一 台 简 单 的 洗衣 机 有 注 
水 、 洗 涤 、 漂 洗 、 甩 干 四 个 状态 。 作 长 除法 同样 也 涉及 一 系列 不 同 的 大 
脑 格局 或 者 思维 状态 : “现在 要 作 乘 法 “现在 要 作 减 法 “现在 要 借 
位 ”机 器 的 运转 实际 上 就 是 在 不 同 的 格局 间 来 回 切 换 ， 通 常 以 一 种 重复 
的 方式 进行 。 

The machine is supplied with a "tape" (the analogue of paper) 
running through it, and divided into sections (called "squares") each 
capable of bearing a “symbol”. 











该 机 器 配 有 “ 纸 带 ”( 可 以 与 纸 类 比 ) 。 纸 带 罕 过 机 占 运 转 ， 同 时 
被 分 成 一 个 个 区 段 〈 称 作 " 方 格 "”) ， 每 个 方 格 中 都 可 以 放置 一 个 符 
EE 
图 灵 说 这 种 纸 带 “可 以 与 纸 类 比 ”"， 因 为 人 就 是 在 纸 上 计 算数 字 的 。 
图 灵机 中 的 纸 带 往往 被 想象 成 真 的 纸 带 ， 但 如 果真 要 构建 一 台 图 灵机 ， 
那么 这 张 纸 带 或 许 会 是 上 了 磁 的 ， 或 者 仅仅 是 计算 机 内 存 中 的 一 块 。 

人 类 通常 使 用 二 维 的 纸张 ， 而 图 灵 限 制 他 的 机 器 只 能 用 分 成 一 格 一 
格 的 一 维 纸 带 。 方 格 中 的 字符 可 以 是 十 进 制 的 0 到 9， 或 者 可 以 包括 字母 
表 中 所 有 的 英文 字母 ， 抑 或 键盘 上 的 所 有 95 个 字符 。 正如 你 将 看 到 
的 ， 图 灵 甚 至 允许 一 个 “符号 ?包含 多 个 字符 。) 

为 了 在 这 一 节 论 文中 表示 这 些 符 号 ， 图 灵 使 用 了 大 写 的 德 文 哥 特 式 
字体 S〈 意 指 “symbol”) ， 它 看 起 来 是 这 样 的 : S. MEDEE F] 
这 个 符号 。 

At any moment there is just one square, say the r-th, bearing the 
symbol (r) which is “in the machine". 

任何 时 刻 ， 只 有 一 个 方 格 ， 比 如 说 第 r 个 ， 它 里 边 的 符号 后 (站 
是 “在 机 器 里 "的 。 

这 里 ， 图 灵 假 设 纸 市 的 方 格 可 以 通过 编号 来 识别 。 例 如 宗 (3451) 代 
表 纸 带 第 3451 个 方 格 上 的 符号 。 如 果 那 个 方 格 中 包含 字符 “A”， 那 么 后 
(3451) 就 是 “A”。 但 是 严格 地 说 ， 纸 带 的 方 格 并 没有 被 编号 ， 机 器 也 并 
不 通过 编号 来 找到 特定 的 方 格 。 (换言之 ， 方 格 没 有 一 个 具体 的 地 
Abs 2 

图 灵 说 ， 在 任何 时 候 ， 纸 带 上 只 有 一 个 方 格 “ 在 机 器 里 ?， 并 可 以 被 
机 器 检测 。 

We may call this square the “scanned square". The symbol on 
the scanned square may be called the “scanned symbol”. The 
“scanned symbol” is the only one of which the machine is, so to 
speak, "directly aware". 

我 们 可 以 称 这 个 方 格 为 "扫描 格 "， 扫 摘 格 中 的 符号 可 以 称 为 “扫描 
符 ”。 可 以 这 么 说 ,“ 扫 描 符 " 是 机 器 当前 唯一 可 以 “直接 感知 "的 符号 。 

机 器 不 能 一 次 “看 到 ”整个 纸 带 ， 它 每 次 只 能 “看 ? 纸 带 中 的 一 个 方 
格 。 

However, by altering its m-configuration the machine can 
effectively remember some of the symbols which it has “seen” 
(scanned) previously. 














尽管 如 此 ， 通 过 调节 m- 格 局 ， 机 器 可 以 有 效 地 记 住 之 前 “看 
S AE 的 字符 。 

一 从 机 器 可 以 从 一 种 m- 格 局 转换 到 另 一 种 m- 格 局 ， 这 是 由 当前 的 扫 
音符 决定 的 。 例 如 ， 在 特定 的 m- 格 局 qay 下 ， 如 果 扫 描 符 是 “A”， 它 可 能 
转换 到 m- 格 局 q17; n RT eB”, 它 可 能 转换 到 m- 格 局 q1>3。 
此 ，m- 格 局 q1z 束 “知道 ”前 一 个 扫描 符 为 “A”，m- 格 局 qi23 就 知道 前 一 个 
FATT AB”. 这 并 不 完全 正确 ， 其 他 格局 也 可 能 转换 到 qi1y 和 q123， 
但 是 从 机 器 的 设计 意图 来 看 ，q17 和 qi1?3 应 该 对 之 前 的 情况 了 解 足 够 多 ， 
从 而 可 以 继续 工作 下 去 。) 

The possible behaviour of the machine at any moment is 
determined by the m-configuration q,, and the scanned symbol (r). 
This pair g,, S(r) will be called the "configuration" thus the 
configuration determines the possible behaviour of the machine. 
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决定 的 。 这 对 gj 与 全 (0 的 组 合 称 为 "格局 "。 因 此 ， 格 局 决定 了 机 器 可 
能 的 行为 。 

m- 格 局 可 以 是 gl、9q> 等 ， 当 m- 格 局 与 一 个 扫描 符 配 对 时 ， 图 灵 简 单 
地 称 之 为 格局 (configuration) 。 

图 灵 己 经 暗示 ， 机 器 会 根据 扫描 符 在 m- 格 局 之 间 的 切换 。 这 个 机 器 
还 能 做 些 其 他 什么 呢 ? 能 做 的 并 不 多 。 

In some of the configurations in which the scanned square is 
blank (i.e. bears no symbol) the machine writes down a new symbol 
on the scanned square: in other configurations it erases the 
scanned symbol. The machine may also change the square which 
is being scanned, but only by shifting it one place to right or left. 

在 某 些 格局 里 ， 扫 描 格 为 空 〈 即 里 边 没 有 符号 ) ， 机 器 会 在 这 个 
扫描 格 写 下 一 个 新 的 符号 ， 在 其 他 格局 中 则 会 探 除 这 个 扫描 符 。 机 器 
也 可 以 改变 正 被 扫描 的 方 格 ， 但 只 能 移 到 左边 或 右边 一 格 。 

如 果 我 把 这 个 读 写 符 号 的 机 制 叫做 机 器 的 读 写 头 ， 我 想 我 并 没有 违 
背 图 灵 的 意思 。 就 好 像 录 音 机 或 录像 机 ， 读 写 头 与 纸 市 只 在 一 个 点 相 接 
触 。 图 灵 的 读 写 头 可 以 从 纸 融 读 取 一 个 符号 或 者 探 除 一 个 符号 ， 或 者 在 
其 上 写 一 个 新 的 符号 。 它 也 可 以 同 左 或 疝 右 移动 一 格 。〔 尺 管 读 写 尖 很 
可 能 是 固定 的 ， 移 动 的 是 穿 过 机 器 的 纸 带 ， 最 好 还 是 将 读 写 头 想象 成 是 























相对 纸 带 移动 的 。) 

In addition to any of these operations the m-configuration may 
be changed. Some of the symbols written down 
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Will form the sequence of figures which is the decimal of the real 
number which is being computed. The others are just rough notes 
to "assist the memory". It will only be these rough notes which will 
be liable to erasure. 

除了 这 些 操作 外 ，m- 格 局 也 可 能 会 变化 。 有 一 部 分 号 下 的 符号 将 
组 成 一 串 数字 序列 ， 即 被 计算 实数 的 小 数 表 达 ; 男 一 部 分 则 是 用 
来 “协助 记忆 ”的 草稿 。 只 有 这 些 草 稿 才 可 以 被 擦 除 。 

因为 图 灵 和 希望 他 的 机 才能 计算 数 ， 因 此 机 器 需要 打印 出 数字 ， 并 且 
一 般 情 况 下 ， 要 打印 一 个 无 限 长 的 数字 序列 。 为 了 帮助 这 个 过 程 本 里 顺 
利 进 行 下 去 ， 机 器 可 能 需要 把 纸 带 的 一 部 分 作为 某 种 便签 来 使 用 。 

图 灵机 是 什么 样子 的 呢 ?” 你 可 以 想象 一 些 模样 古怪 的 机 器 I， 不 过 








说 ,“ 图 灵机 就 是 人 ”一 一 以 一 种 非常 受 限 却 叉 十 分 精确 的 方式 进行 算法 
运算 的 人 。 

It is my contention that these operations include all those which 
are used in the computation of a number. 

我 的 观点 是 : 这 些 操作 包括 了 在 计算 数字 中 用 到 的 所 有 操作 。 

也 就 是 说 ， 人 在 计算 数字 中 用 到 的 所 有 操作 。 如 果 你 觉得 这 台 机 器 
缺少 一 些 基 本 的 算术 运算 ， 比 如 加 法 或 减法 ， 那 你 说 得 一 点 没 错 。 加 法 
运算 和 减法 运算 没有 内 建 在 图 灵机 里 。 不 过 ， 只 要 有 了 正确 的 格局 ， 图 
灵机 便 可 以 执行 相应 的 算术 运算 。 

The defence of this contention will be easier when the theory of 
the machines is familiar to the reader. In the next section | therefore 
proceed with the development of the theory and assume that it is 
understood what is meant by "machine", "tape", “scanned”, etc. 

读者 熟悉 这 一 机 器 理论 后 ， 将 会 更 容易 理解 我 的 这 一 观点 。 因 
此 ， 下 一 节 我 将 开始 探讨 这 一 理论 ， 假 设 你 已 经 知道 了 “机 器 "、' 纸 
带 "、“ 扫 描 " 等 词 的 含义 。 

大 家 或 许 已 经 准备 好 要 看 一 些 真正 的 机 器 了 ， 但 图 灵 还 不 想 让 我 们 
如 愿 ， 他 想 先 抛 出 一 些 定义 。 

2. Definitions. 











Automatic machines. 

If at each stage the motion of a machine (in the sense of 81) is 
completely determined by the configuration, we shall call the 
machine an "automatic machine" (or a-machine.) 

For some purposes we might use machines (choice machines or 
c-machines) whose motion is only partially determined by the 
configuration (hence the use of the word "possible" in 81). 

2. E X. 

目 动机 

如 果 机 器 在 每 一 阶段 的 动作 在 8S1 的 意义 下 〉 完 全 由 格局 所 决 
定 ， 我 们 称 这 样 的 机 器 为 "自动 机 ”( 或 &- 机 器 〉。 

我 们 也 可 能 出 于 某 些 目的 ， 使 用 那些 格局 只 能 部 分 决定 动作 的 机 
器 《选择 机 或 c- 机 器 〉。 〈 因 此， 我 们 在 Sl 里 用 了 “可 能 "一 词 。) 

当 描 述 格 局 如 何 决定 一 台 机 器 的 行为 时 (本 书 第 61 页 ) ， 图 灵 的 表 
述 是 “机 器 可 能 的 行为 >。 行 为 的 描述 可 以 是 不 完整 的 ， 因 为 在 一 些 机 器 
中 ， 行 为 会 因 人 的 交互 动作 机 器 之 外 的 “操作 者 ”〉 而 改变 。 

When such a machine reaches one of these ambiguous 
configurations, it cannot go on until some arbitrary choice has been 
made by an external operator. This would be the case if we were 
using machines to deal with axiomatic systems. In this paper | deal 
only with automatic machines, and will therefore often omit the 
prefix a-. 

当 这 样 的 一 人 台 机 器 达到 某 种 模糊 的 格局 时 ， 除 非 有 机 器 之 外 操作 
者 给 出 选择 ， 人 否则 它 不 会 继续 工作 。 我 们 用 机 器 来 处 理 公 理 系 统 时 就 
会 出 现 这 种 情况 。 在 本 文中 ， 我 只 讨论 自动 机 ， 因 此 会 经 常 省 略 前 
级 a-。 

图 灵 对 上 自动 机 和 选择 机 的 划分 ， 某 种 程度 上 使 我 们 联想 到 划分 程序 
的 一 个 传统 方法 : 将 程序 分 为 批 处 理 的 和 交互 式 的 。 现 在 ， 我 们 进行 交 
互 计 算 的 经 历 如 此 之 多 ， 以 至 于 可 能 会 忘记 仍然 有 许多 不 需要 等 等 用 户 
的 键盘 输入 和 鼠标 点 击 就 能 运行 的 计算 机 程序 。 

选择 机 虽然 可 能 很 有 趣 ， 但 是 它们 在 图 灵 的 论文 中 无 足 轻重 。 图 灵 
论文 中 自动 机 的 行为 完全 由 其 自身 的 格局 决定 。 

Computing machines. 

If an a-machine prints two kinds of symbols, of which the first 
kind (called figures) consists entirely of O and 1 (the others being 

















called symbols of the second kind), then the machine will be called 
a computing machine. 

VERE Lat 

如 采 一 全 自动 机 《〈a- 机 器 ) TEMAS, BRT RAR 
F) 完全 由 0 和 1 组 成 《其 他 符号 称 为 第 二 类 符号 ) ， 那 么 这 样 的 机 
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在 展示 样机 之 前 ， 图 灵 融 已 经 把 机 器 限制 为 只 打印 数字 0 和 1， 这 也 
是 用 来 表示 二 进 制 数 23 的 两 个 数字 。 使 用 二 进 制 数 是 明智 之 举 ， 但 这 
一 点 对 于 1937 年 的 大 多 数 读 者 来 说 远 没 有 我 们 今天 所 想 的 那么 显 而 易 
Wo WHEE. 香农 (1916—2001) 在 其 1937 年 麻 省 理工 学 院 的 硕士 论 
文 《继电器 与 开关 电路 的 符号 分 析 》 中 描述 了 电路 与 布尔 代数 的 等 价 
性 ， 他 一 定 很 推 尝 选择 二 进 制 。 但 在 早期 的 计算 机 中 使 用 二 进 制 并 不 普 
裔 ， 尺 绾 康 拉 德 : 楚 泽 使 用 了 二 进 制 ， 但 艾 肯 和 斯 带 比 兹 的 机 器 都 是 基 
于 十 进 制 的 ，ENIAC (1943—1945) 也 是 一 台 十 进 制 机 器 。 直 到 香农 
1948 年 的 一 篇 论文 26 里 ，bit〈 比 特 ，binary digit 的 缩写 ) 一 词 才 首次 出 
现 。 

图 灵 并 不 打算 论证 在 其 机 器 中 使 用 二 进 制 数 的 合理 性 ， 使 用 它 的 好 
处 直到 论文 的 第 245 页 (本 书 第 146 页 ) 才 显 现 出 来 。 但 为 了 让 大 家 尽快 
放下 这 些 疑 问 ， 我 将 在 下 一 章 比 较 一 些 人 简单 的 二 进 制 机 器 和 十 进 制 机 
器 。 

If the machine is supplied with a blank tape and set in motion, 
starting from the correct initial m-configuration, the subsequence of 
the symbols printed by it which are of the first kind will be called the 
sequence computed by the machine. 

如 果 给 机 器 装 上 空白 纸 市 ， 并 且 从 正确 的 初始 m- 格 局 开始 运转 ， 
那么 机 器 打印 出 的 第 一 类 符号 组 成 的 子 序 列 就 叫做 "机 器 计算 出 的 序 
列 ”。 

一 台 装 有 空 日 纸 市 的 机 絮 开 始 运 作 ， 打 印 出 0O 和 1 第 一 类 符 写 ) 以 
及 其 他 的 符号 (第 二 类 符号 ) 。 这 些 0O 和 1 组 成 了 计算 出 的 序列 。 图 灵 将 
计算 出 的 序列 与 计算 出 的 数 区 分 开 来 了 。 

The real number whose expression as a binary decimal is 
obtained by prefacing this sequence by a decimal point is called the 
number computed by the machine. 

在 这 个 序列 的 最 前 面 加 上 一 个 十 进 制 小 数 点 (decimal point) , 
并 把 它 当 作 一 个 二 进 制 小 数 (binary decimal) ， 所 得 的 实数 就 称 为 











机 器 计算 出 的 数 。 

某 种 程度 上 ， 这 人 句 话 读 起 来 有 点 费力 ， 因 为 里 面 的 术语 并 不 完全 正 
确 。 但 是 ， 我 们 需要 原谅 图 灵 用 词 的 混淆 ， 因 为 那 时 的 人 们 根本 不 习惯 
讨论 二 进 制 数 。 即 便 在 今天 ， 那 些 熟悉 二 进 制 的 人 一 般 也 不 善于 面 对 二 
进 制 小 数 。 即 使 把 Windows 的 计算 喜 设 为 科学 模式 也 没有 用 : 把 一 个 数 
转 成 二 进 制 时 ， 它 会 直接 去 掉 小 数 部 分 。 

“十 进 制 ”? 的 英文 “decimal” 是 从 拉丁 文 的 “ten” 演 变 而 来 的 ， 这 个 单词 
的 使 用 仅 限 于 十 进 制 数 。 下 面 是 十 进 制 小 数 : 

.25 





.75 

十 进 制 小 数 点 (decimal point) 把 整数 部 分 《如 条 有 的 话 ) 和 小 数 部 
2) s 

上 面 三 个 数 的 二 进 制 表示 为 : 

.01 

.1 

.11 

那个 点 不 是 十 进 制 的 小 数 点 ， 实 际 上 应 该 称 为 二 进 制 小 数 点 (binary 
point) 。 

正如 二 进 制 整数 部 分 的 每 一 位 上 的 数字 代表 2 的 寡 ， 小 数 部 分 的 每 一 
位 二 进 制 数字 代表 2 的 负 寡 。 

.1 相当 于 2-1 的 二 进 制 形式 或 者 十 进 制 分 数 的 1/2 

.01 相 当 于 2-? 或 者 1/4 

.001 是 2-3 或 者 1/8 

.0001 是 2-4 或 者 1/16 

.00001 是 2-5 或 者 1/32 

等 等 ， 因 此 二 进 制 数 .10101 束 是 : 

1x2-14+0x2-2+1x2-3+0x2-44+1x2-5 
这 么 写 或 许 看 着 更 清楚 : 
l 
一 十 一 十 一 十 


2 4 8 l6 Z 
等 价 于 十 进 制 的 21/32 或 者 .65625。 和 十 进 制 中 一 样 ， 许 多 二 进 制 的 
小 数 部 分 也 是 循环 的 。 下 面 是 3 的 二 进 制 表 示 : 
.01010101... 
2/378: 








.10101010... 

类 似 地 : 

1/5 是 .001100110011... 

2/5 是 .011001100110... 

3/5 是 .100110011001... 

4/5 是 .110011001100... 

图 灵 的 措 词 更 加 准确 :“ 在 这 个 序列 的 最 前 面 加 上 一 个 十 进 制 小 数 点 
(decimal point) ， 并 把 它 当 作 一 个 二 进 制 小 数 (binary decimal) ， 所 
得 的 实数 就 称 为 机 器 计算 出 的 数 。” 

趁 现在 还 在 解释 这 块 ， 我 们 来 进一步 审视 这 句 话 :“ 用 机 器 计算 出 来 
的 数 是 一 个 以 二 进 制 小 数 点 开头 的 序列 表达 出 来 的 二 进 制 小 数 。” 

例如 ， 如 果 有 一 台 图 灵 计 算 机 器 只 打印 出 一 个 0 和 一 个 1， 没 有 其 他 
字符 ， 那 么 “机 器 计算 出 的 序列 ”就 是 

01 
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.01 

这 就 是 1/4 的 二 进 制 形式 。 

因为 二 进 制 小 数 点 总 是 位 于 计算 出 的 序列 之 前 ， 所 以 图 灵 的 机 器 将 
只 会 计算 介 于 0 与 1 之 间 的 二 进 制 数 ， 不 过 这 么 小 的 范围 已 经 足够 用 来 研 
完 可 数 性 了 。 

At any stage of the motion of the machine, the number of the 
scanned square, the complete sequence of all symbols on the tape, 
and the m-configuration will be said to describe the complete 
configuration at that stage. 

在 机 器 运转 中 的 任何 阶段 ， 被 扫描 方 格 的 标号 、 纸 带 上 所 有 符号 
构成 的 序列 以 及 m- 格 局 ， 共 同 描述 了 这 个 阶段 的 完全 格局 。 

这 是 图 灵 从 不 同 角 度 讨论 这 些 机 费时 出 现 的 “格局 ”一 词 的 第 三 种 用 
法 ， 将 它们 理 清楚 是 很 重要 的 : 
) m- 格 局 是 机 器 的 一 种 状态 ; 
) 格局 由 一 个 m- 格 局 和 一 个 扫描 符 组 成 ; 
) 完全 格局 是 整个 纸 带 在 某 一 时 刻 的 “快照 ?， 加 上 当前 的 m- 格 局 

及 读 写 头 的 位 置 。 

The changes of the machine and tape between successive 
complete configurations will be called the moves of the machine. 

在 相 邻 的 两 个 完全 格局 之 间 机 器 和 纸 带 发 生 的 变化 ， 称 为 机 器 

















的 “移动 ”。 

下 面 两 个 定义 在 论文 的 后 面 才 用 到 。 
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Circular and circle-free machines. 

If a computing machine never writes down more than a finite 
number of symbols of the first kind, it will be called circular. 
Otherwise it is said to be circle-free. 

A machine will be circular if it reaches a configuration from which 
there is no possible move, or if it goes on moving, and possibly 
printing symbols of the second kind, but cannot print any more 
symbols of the first kind. The significance of the term "circular" will 
be explained in 88 

循环 机 和 非 循 环 机 

如 果 一 台 计 算 机 恬 只 能 写 下 有 限 个 第 一 类 符号 ， 它 就 被 称 为 是 循 
环 的 《circular) ， 人 否则 称 为 非 循环 的 《circle-free) 。 

如 果 一 台 机 器 运行 到 了 某 个 不 能 移动 的 格局 上 ， 或 者 它 能 继续 移 
动 并 有 可 能 打印 出 第 二 类 符号 但 永远 不 能 打印 出 第 一 类 符号 了 ， 那 么 
它 就 是 循环 的 。 我 们 将 在 88 中 解释 "循环 "这 个 概念 的 重要 意义 。 

我 之 前 提 到 一 台 仅 打印 了 0 和 1、 不 再 打印 其 他 字符 的 机 器 。 它 只 打 
印 了 有 限 个 数字 ， 根 据 图 灵 的 定义 ， 它 属于 循环 机 。 这 人 台 机 器 会 在 某 处 
卡 住 并 且 不 能 再 打印 数字 ， 这 不 是 件 好 事 。 图 灵 和 希望 这 人 台 机 终 能 永 不 停 
轧 地 打印 数字 。 

非 循环 机 是 好 的 机 费 。 一 台 只 打印 一 个 0O 和 1、 不 再 打印 其 他 东西 的 
机 器 不 是 非 循环 机 。 如 果 机 器 真 的 想 要 计算 1/4 的 二 进 制 形式 ， 它 就 必 
须 在 打印 完 0 和 1 后 继续 不 停 地 打印 0。 

尽管 图 灵 没 有 提 到 这 个 问题 ， 但 是 他 好 像 在 暗示 他 的 计算 机 器 是 从 
左 至 右 打 印 数字 的 ， 正 如 我 们 从 二 进 制 小 数 点 后 读数 字 一 样 。 

Computable sequences and numbers. 

A sequence is said to be computable if it can be computed by a 
circle-free machine. A number is computable if it differs by an 
integer from the number computed by a circle-free machine. 

可 计算 序列 和 可 计算 数 

如 果 一 个 序列 可 以 被 非 循环 机 计算 出 来 ， 那 么 它 就 是 可 计算 序 
列 。 如 果 一 个 数 与 非 循 环 机 计算 出 来 的 数 只 相差 一 个 整数 ， 那 么 它 就 
是 可 计算 数 。 

















图 灵 在 这 里 区 分 了 序列 和 数 。 一 个 可 计算 的 序列 是 : 
010000... 
对 应 的 可 计算 数 是 : 
.010000... 
数 
1.010000... 
也 可 以 认为 是 可 计算 的 ， 因 为 它 与 机 器 计算 出 来 的 数 只 相差 一 个 整 
数 。 数 
10.01000... 
也 是 如 此 。 同 样 ， 负 数 也 是 可 计算 的 。 
We shall avoid confusion by speaking more often of computable 
sequences than of computable numbers. 


为 了 避免 混 消 ， 我 们 会 更 多 地 提 及 可 计算 序列 ， 而 非 可 计算 数 。 
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通 ， 是 个 理想 的 词 ， 就 像 那些 事物 本 身 一 样 。 





室 无 疑问 ， 图 灵 意 识 到 了 ， 在 一 篇 数学 论文 中 介绍 一 台 想 象 中 的 计 
算 机 器 ， 这 种 做 法 既 新 络 又 大 胆 。 就 像 一 位 优秀 的 数学 家 所 做 的 那样 ， 
他 给 出 了 这 些 机 器 的 定义 和 形式 化 的 描述 。 他 并 不 需要 给 出 什么 例子 ， 
但 我 猜测 ， 他 也 知道 读者 们 必定 不 会 仅仅 满足 于 抽象 的 内 容 ， 他 们 需要 
实 实在 在 的 东西 。 他 现在 就 来 满足 大 家 的 这 一 期 望 。 

3. Examples of computing machines. 

|. A machine can be constructed to compute the sequence 

010101.... 





3. VETUS DU 

I. 可 以 构造 一 台 计 算 序列 010101.… 的 机 器 。 

这 台 机 器 打印 出 来 的 纸 融 会 是 这 样 : 

eee | lonifoIiTo[iTo[rTo [a [oTi [oTi To[a Jo[1 [ »« 

fH t AS SER ER. DURA RE, ft EA La A 
使 用 相间 的 方 格 来 打印 数字 序列 。 第 一 台 样 机 实际 上 打 在 纸 带 上 的 是 这 
FÉ: 

. | 0 l 0| [1 0 | 0 | 0 Tr 

图 灵 使 用 了 德国 哥 特 式 字 体 的 小 写字 母 表示 机 器 的 m- 格 局 。 这 些 字 
母 需 要 花 点 时 间 来 适应 ， 因 此 我 会 注意 指出 一 些 可 能 会 融 来 麻烦 的 字 
母 。 图 灵 在 他 的 第 一 台 样 机 中 使 用 的 字母 是 co、c、k 和 e。 CHER: 德 文 
的 k 看 起 来 像 f。 ) 

The machine is to have the four m-configurations 


eq 99 éc 99 6699 éc 0? 
b^, p. 








and is capable of printing "0" and "1". The 
behaviour of the machine is described in the following table in which 
"R" means "the machine moves so that it scans the square 
immediately on the right of the one it was scanning previously". 
Similarly for "L". *E" means "the scanned symbol is erased" and "P" 
stands for "prints". 

cd e ? 

》 


这 人 台 机 器 有 四 种 m- 格 局 : , 并 目 可 以 打印 0 
和 1。 下 表 描 述 了 机 器 的 行为 ， 其 中 “R" 指 “移动 机 器 使 其 扫描 紧 跟 在 
刚才 扫描 的 方 格 右边 的 那个 方 格 "。 类 似 的 ，"“L" 就 指 移动 到 左边 一 
i, “ERR”, “PSE STEN”. 

在 表 中 ，P 后 面 总 是 跟着 要 打印 的 字符 。 例 如 ，P0 指 打印 一 个 0，P1 
指 打印 一 个 1， 而 Px 则 表示 打印 一 个 x。 


(42? — 66» 
b, 








This table (and all succeeding tables of the same kind) is to be 
understood to mean that for a configuration described in the first 
two columns the operations in the third column are carried out 
successively, and the machine then goes over into the m- 
configuration described in the last column. 

可 以 这 样 理解 这 个 表 《 以 及 接 下 来 所 有 这 类 表 ) : 对 于 前 两 列 中 
描述 的 格局 ， 第 三 列 的 操作 会 被 陆续 执行 。 然 后 机 器 会 转 到 最 后 一 列 
的 m- 格 局 。 

表 有 四 列 ， 分 为 两 对 
格局 行为 
m- 格 局 符号 操作 最 终 m- 格 局 


机 器 的 行为 取决 格局 ， 也 就 是 m- 格 局 和 被 扫描 方 格 中 的 符 写 。 第 三 
列 包 含 了 各 项 操作 (只 能 是 P、E、L 和 R) 。 第 四 列 则 是 下 一 个 m- 格 
Jr o 

通常 ， 第 二 列 明确 表示 了 一 个 特定 的 扫描 符 ， 如 0 或 1， 但 是 图 灵 也 
使 用 了 “Any” 这 个 词 表示 任何 符号 ， 也 使 用 了 “None” 一 词 表示 没有 符 
号 ， 也 就 是 一 个 空白 的 方 格 。【〈 对 现在 的 程序 员 来 说 ， 这 可 能 有 点 让 人 
困惑 ， 因 为 现在 程序 员 已 经 习惯 于 将 空格 视 为 与 其 他 字符 一 样 的 符号 
了 。 而 当 图 灵 使 用 “Any” 时 ， 他 通常 意 指 “ 任 何 非 空 格 ” 的 符号 。) 对 于 
任何 符号 包括 空格 在 内 的 情况 ， 我 们 这 样 处 理 : 

When the second column is left blank, it is understood that the 
behaviour of the third and fourth columns applies for any symbol 
and for no symbol. 

如 果 第 二 列 留 空 ， 则 理解 为 第 三 列 和 第 四 列 的 行为 适用 于 任何 符 
号 以 及 没有 符号 的 情形 。 

羊 运 的 是 ， 引 发 歧义 的 可 能 性 非常 小 。 

The machine starts in the m-configuration { with a blank tape. 

机 器 装 上 一 条 空 日 纸 带 后 ， 从 m- 格 局 6 开始 运行 。 


图 灵 的 机 器 总 是 以 m- 格 局 〈 意 为 begin， 或 者 更 恰当 地 ， PIN) 
开始 。 下 面 便 是 我 们 期 待 已 久 的 机 器 。 




















Configuration Behaviour 


m-config. symbol operations final m-config. 
b None PO,R c 
¢ None R t 
t None PIR [ 
[ None R b 
格局 行为 
mm- 格局 符号 操作 最 终 m- 格 局 
b None PO. R ¢ 
c None R t 
e None Pick [ 
[ None R b 


可 以 像 这 样 读 这 些 行 : 对 于 m- 格 局 6 ， 当 扫描 格 为 空 〈 符 
号 "None”) 时 ， 打 印 0， 将 读 写 头 癌 右 移动 一 格 ， 然 后 转换 到 m- 格 局 c 





让 我 们 局 动 这 人 台 机 器 ， 观 察 一 下 它 是 如 何 工 作 的 。 我 们 以 m- 格 局 
和 一 条 空白 纸 带 开 始 。 尽 管理 论 上 纸 带 两 头 都 是 无 限 延 伸 的 ， 但 是 图 灵 
这 篇 论文 中 描述 的 机 器 只 需要 纸 剖 无 限 癌 右 延 伸 即 可 ， 可 计算 序列 中 的 
数字 就 打 在 这 些 地 方 。 








读 写 头 可 以 用 很 多 种 记号 来 表示 。 RIBARI AHAN 前 被 扫 
描 方 格 的 粗 边 框 。 初 始 时 可 es E 纸 带 的 任意 位 置 











扫描 格 里 面 没 有 符号 。 上 表 千 IET A 
号 ， 则 机 器 打印 0， 然 后 右 移 一 格 。 





新 的 m- 格 局 是 5 。 如 果 方 格 为 空 ， 右 移 一 格 ， 转 到 m- 格 局 : 





对 于 m- 格 局 。 ， 如 果 方 格 里 没有 符号 ， 打 印 1， 然 后 右 移 : 





现在 我 们 来 到 了 m- 格 局 o A: 
LIE 13 EJol LL 4341344541 dE 34 LIw 

机 占 现 在 到 达 了 m- 格 局 6 ， 回 到 了 初始 状态 ， 并 重新 开始 这 样 的 循 
环 。 机 器 将 以 这 样 的 方式 打印 一 个 由 0 和 1 组 成 的 无 限 序 列 。 

把 表 中 四 行 的 每 一 行 都 视 为 一 个 指令 ， 这 听 上 去 很 族人 ， 而 且 事 实 
上 ， 图 灵 后 来 也 采用 了 这 个 术语 。 但 是 ， 我 们 要 认识 到 这 些 行 并 不 是 给 
机 器 的 指令 ， 它 们 只 是 对 机 器 的 描述 。 这 惑 是 为 什么 采用 “状态 ”这 一 术 
语 更 好 的 原因 。 如 果 我 们 认为 这 些 行 是 指令 ， 那 也 就 是 在 暗示 我 们 可 以 
用 其 他 指令 来 代 答 它们 ， 从 而 让 同一 全 机 器 表现 出 不 同 的 行为 ， 但 那 惑 
意味 着 机 器 是 在 解释 那些 指令 ， 而 事实 并 不 是 这 样 〈 人 至 少 现在 还 不 
AE) 。 这 个 机 器 只 执行 一 个 特定 的 任务 。 机 器 真正 的 工作 原理 并 不 重 
要 ， 重 要 的 是 我 们 可 以 使 用 基于 格局 、 符 写 和 操作 这 些 术语 的 标准 方式 
来 表示 机 器 的 工作 情况 。 

这 人 台 机 器 能 选 出 来 吗 ? 这 种 特定 的 机 器 可 以 用 多 种 不 同 的 方式 制造 
出 来 。 它 可 能 有 一 个 转 轮 ， 转 轮 的 圆周 上 是 一 个 能 交 蔡 打印 0 和 1 的 目 动 
回 法 型 橡皮 印章 。 创 造 一 台 完 全 按 上 述 方 式 工作 的 图 灵机 一 一 一 台 真 的 
要 去 扫描 并 解读 字符 的 机 器 一 一 需要 的 内 部 效 辑 结构 忍 怕 比 其 外 部 所 展 
I 
以 。 

图 未 机 根据 扫描 符 在 m- 格 局 之 间 跳 转 。 这 种 "条件 分 文 ”《〈 计 算 机 科 
学 中 很 常见 ) 并 不 是 这 个 时 代 中 的 早期 计算 机 所 擅长 的 。 康 拉 德 : 楚 译 
利用 在 35 坚 米 胶 片上 打 孔 的 方式 来 编码 他 的 机 融 指 令 。 在 他 的 第 一 合 机 
需 Z1 中 ， 所 有 的 指令 必须 按 顺 序 执行 ，Z3 可 以 实现 跳 转 ， 但 是 条 件 分 
文 显得 非常 村 拙 。 下 到 计算 机 开始 在 内 存 中 存储 程序 (“储存 程序 型 计 
GEL”) ， 条 件 分 文才 变 得 简单 而 常规 。 

在 前 面 那个 表 中 ， 符 号 一 列 总 是 “None”， 意 思 是 只 有 方 格 为 空 时 格 
局 才 起 作用 。 如 果 这 人 台 机 器 碰巧 扫描 到 一 个 有 符号 的 方 格 ， 机 器 将 不 知 
所 措 。 它 可 能 会 停 住 ， 可 能 会 朋 尝 ， 也 可 能 会 烧 控 ， 还 可 能 会 重新 格式 
化 硬盘 驱动 器 。 我 们 不 知道 会 及 生 什么 。 不 过 ， 无 论 发 生 什么 ， 这 样 的 
































NLA EAS FED A ESPADA”. PAT, REX GAL aD ARIS EMI 
开始 ， 那 就 不 是 问题 。 
图 灵通 过 定义 一 全 可 以 打印 序列 
01010101... 
的 机 器 ， 来 说 明 这 是 一 个 可 计算 序列 。 在 这 个 序列 前 加 一 个 后 可 将 
其 转换 成 一 个 可 计算 数 : 
.01010101... 


现在 我 们 就 知道 了 ， 机 器 正在 计算 的 是 有 理 数 1/3 的 二 进 制 等 价 形 
式 。 如 果 你 把 它们 的 顺序 调换 一 下 《先是 1 再 是 0) ， 那 么 机 器 将 计算 下 
面 的 二 进 制 数 


.10101010... 
这 实际 上 是 2/3。 
下 面 我 所 展示 的 机 器 将 计算 1/4， 其 二 进 制 形式 为 : 
.01000000... 
这 人 台 机 器 遵循 图 灵 的 约定 ， 使 用 德 文 字体 b、c、d、e 和 f 来 表示 m- 格 
局 : 
格局 行为 
m- 格 局 ESI 操作 最 终 m- 格 局 
b None PO, R 
i None R b 
b None PLR p 
t None R f 


j None PO, R £ 
特别 注意 最 后 两 个 m- 格 局 。 和 上 。 它 们 反复 交替 ， 便 能 让 机 器 打印 
无 限 的 0。 机 器 必须 要 不 断 地 打印 0， 才 能 符合 图 灵 对 于 “ 非 循 环 ”的 定 


X. 

现在 应 该 非常 非常 明显 ， 我 们 可 以 定义 类 似 的 计算 机 器 来 计算 任何 
有 理 数 。 此 处 ， 有 理 数 完全 不 用 考虑 。 

图 灵 在 之 前 《第 1 节 的 第 二 段 ) 说 :“ 机 器 也 可 以 改变 正 被 扫描 的 方 
格 ， 但 只 能 移 到 左边 或 右边 一 格 。” 现 在 ， 他 想 要 把 这 条 规定 变 得 稍微 
灵活 点 。 

















[234] 
If (contrary to the description in 81) we allow the letters L, R to 
appear more than once in the operations column we can simplify 
the table considerably. 


m-config. | symbol operations final m-config. 


None PO b 
b 0 R,R,P1 b 
1 R, R, PO b 





如 果 ( 与 8S1 中 描述 的 不 同 〉 我 们 允许 字母 L、R 在 操作 列 中 多 次 出 
现 ， 那 么 我 们 可 以 大 大 地 简化 表格 。 


In- 格局 符号 ”操作 了 最 终 m- 格 局 
None PO b 
b 0 R.R.Pl b 
1 R.R,PO b 





《很 快 ， 图 元 也 将 允许 在 一 个 格局 中 出 现 多 个 P 操 作 。) 现在 ， 表 中 
只 有 一 个 m- 格 局 ， 所 有 的 操作 都 依赖 于 扫描 符 。 如 果 扫 描 符 为 
None《 只 有 当 机 器 开始 运行 时 出 现 ) ， 那 么 机 器 仅仅 打印 一 个 0。 








Rahs Meee 
读 写 头 不 移动 。 机 器 的 m- 格 局 仍 保持 不 变 ， 但 现在 扫描 符 为 0， 于 是 
机 器 就 回 右 移动 两 格 然后 打印 1: 





现在 扫描 符 为 1， 那 么 机 器 癌 右 移动 两 格 然后 打印 0: 

0| |1| | | | | 

又 一 次 ， 机 器 在 相间 的 方 格 中 打印 0 和 1 了 。 

这 里 ， 我 们 有 一 个 重要 的 收获 : 任何 一 个 特定 的 序列 都 可 以 由 各 种 
不 同 的 机 器 计算 出 来 。 不 过 ， 某 个 以 空 日 纸 市 开始 的 自动 机 总 是 计算 出 
相同 的 序列 。 (当然 ， 我 这 里 指 的 是 自动 机 ， 因 为 选择 机 允许 人 为 操作 
干涉 ， 这 样 就 可 以 创造 出 不 同 的 序列 。 图 灵 在 论文 中 几乎 没有 考虑 选择 
机 。) 回 图 灵 的 上 自动 机 中 插入 任何 不 确定 的 或 者 随机 的 因素 ， 或 者 获得 
来 自 “ 外 部 世界 ?的 信息 《比如 时 间 和 上 日期、 经度 和 纬度 、 或 者 一 个 网 
W) ， 都 是 不 可 能 的 。 

在 一 个 格局 中 使 用 多 个 L、R 和 P 操 作 可 以 大 大 简化 机 器 ， 但 要 牢记 
的 是 ， 这 些 简 化 的 表 总 是 可 以 转化 到 之 前 那个 严格 的 每 个 状态 只 允许 有 
一 个 操作 的 表 。 现 在 看 来 这 仅仅 是 一 个 不 足 为 谈 差 别 ， 但 之 后 它 就 会 变 
得 非常 重要 。 

Il. As a slightly more difficult example we can construct a 
machine to compute the sequence 001011011101111011111... 

IL. 再 举 个 稍微 困难 点 的 例子 : 构造 一 台 机 器 来 计算 序列 

















001011011101111011111... 

“稍微 ”困难 点 ? 注意 图 灵 现 在 想 要 做 的 是 什么 。 这 个 序列 里 包含 了 
越 来 越 长 的 连续 的 1， 它 们 之 间 由 0 相隔 。 开 始 时 是 一 个 1， 之 后 是 两 个 
1， 然 后 三 个 1， 等 等 。 图 灵 明 显 已 经 厌倦 计算 有 理 数 了 ， 现 在 他 想 处 理 
的 是 一 个 无 理 数 ， 很 可 能 还 是 一 个 超越 数 。 

当 这 台新 机 器 打印 连续 的 1 时 ， 它 必须 用 某 种 办 法 “* 记 住 > 之 前 一 轮 中 
打印 了 多 少 个 1， 然 后 在 这 一 轮 多 打印 一 个 。 通 过 来 回 扫描 ， 这 人 台 机 顺 
总 能 访问 前 一 轮 的 内 容 ， 从 而 能 够 利用 这 一 信息 打印 下 一 轮 。 图 灵 宛 葛 
是 如 何 做 到 这 一 点 的 ， 研 究 起 来 会 非常 有 意思 。 

图 灵 义 一 次 使 用 德 文字 体 中 的 小 写字 母 来 表示 m- 格 局 ， 这 次 的 字母 
是 o、q、p、f 和 b。 

The machine is to be capable of five m-configurations, viz. 


e 入 ec 2? ¢¢ 99 66099 ep" 


0; Gs pP» Ts and of printing "o", "x" “0” "1". The first 
three symbols on the tape will be “330”; the other figures follow on 
alternate squares. 


这 人 台 机 器 具备 5 个 m- 格 局 , 即 0 ， 9 . 7 P^, 7] 
Al b “并 能 打印 “9"，“x*"，“0"，“1”。 纸 带 上 的 最 前 面 三 个 符号 会 
是 “990”， 其 他 数字 在 后 面相 间 的 方 格 中 出 现 。 

这 是 图 灵 首 次 提 到 在 相间 的 方 格 中 打印 数字 (0、1， 或 者 其 他 第 一 
类 符号 ) 。 假 设 最 左边 的 符号 出 现在 纸 带 的 左 端 ， 则 他 想 要 纸 带 最 后 变 
成 : 

















当然 ， 纸 市 永远 不 会 在 “最 后 ” 变 成 什么 ， 因 为 机 占 会 永远 运转 下 
去 。 要 使 它 符合 “ 非 循环 ”的 要 求 ， 它 必须 永远 不 停 地 打印 。 





在 语音 学 和 语言 学 领域 中 ， 字 符 a 是 大 家 熟悉 的 中 央 元 音 。 图 灵 使 用 
这 个 中 央 元 音 代 表 程 序 员 们 所 说 的 哨兵 Csentinel) 。 在 这 个 例子 中 ， 它 
是 一 个 指明 数字 边界 的 特殊 字符 。 只 要 方 格 中 的 扫描 符 不 是 中 央 元 音 ， 
读 写 头 就 一 直 回 左 移动 ， 这 样机 喜 可 以 把 读 写 头 移 到 纸 带 的 最 开始 处 。 
(为 什么 这 里 有 两 个 中 央 元 首 ? 这 个 例子 中 只 需要 一 个 束 够 了 ， 但 是 图 
灵 之 后 构造 的 机 器 需要 两 个 中 央 元 音 作为 哨兵 。 他 在 这 个 例子 中 加 入 第 
二 个 中 央 元 音 可 能 是 为 了 保证 前 后 一 致 。) 

在 第 一 台 样 机 中 ，0 和 1 之 间 的 空格 是 没有 用 的 ， 而 在 这 个 例子 里 ， 
空格 会 扮演 着 非常 重要 的 角色 。 























On the intermediate squares we never print anything but "x". 
These letters serve to "keep the place" for us and are erased when 
we have finished with them. 

在 中 间 的 方 格 中 ， 我 们 只 打印 Xx， 不 打印 别 的 东西 。 它 们 用 来 帮 我 
们 " 记 位 置 "， 用 完 之 后 就 被 擦 除 。 

图 灵 将 纸 带 上 的 方 格 分 为 两 类 。 机 器 在 每 隔 一 格 的 地 方 打印 0 和 1。 
除了 “哨兵” 字符， 这 些 方 格 中 没有 其 他 的 符号 。 图 灵 把 中 间 夹 着 的 方 格 
作为 某 种 临时 便 短 使用。 因此， 我 们 现在 可 以 将 其 分 别称 为 “数字 
格 ”( 包 含 0 和 1) 和 * 非 数字 格 ”( 包 含 其 他 的 字符 ) 。【〔 图 灵 后 来 把 他 
们 称 为 F 格 和 E 格 ， 分 别 代 表 figures 和 erasable。) 

We also arrange that in the sequence of figures on alternate 
squares there shall be no blanks. 

我 们 还 要 求 ， 相 间 方 格 里 的 数字 序列 中 没有 空格 。 

机 器 逐步 算出 0 和 1 的 同时 ， 也 把 它们 从 左 到 右 顺 次 打印 出 来 。 机 器 
计算 出 来 的 每 个 新 数字 都 被 打印 到 下 一 个 可 用 的 空 的 数字 格 中 ， 不 会 跳 
过 任何 数字 格 。 这 些 限制 构成 了 一 整套 规则 《有 些 明显 表述 出 来 了 A 
些 则 是 暗示 出 来 的 ) ， 后 来 被 埃 米尔 波斯 特 称 作 “图 灵 规 范 机 器 ”。-L 
这 比 一 般 的 “图 灵机 ?约束 更 多 。 图 灵 规 范 机 器 从 不 探 除 数字 格 ， 也 不 在 
一 个 已 有 数字 的 数字 格 上 禾 盖 一 个 不 同 的 数字 。 在 后 文中 ， 这 些 隐 含 的 
规则 将 变 得 非常 重要 。 

下 面 是 图 灵 的 格局 表 ， 用 来 计算 他 定义 的 无 理 数 。 




















Configuration Behaviour 
m-config. symbol operations final 
m-config. 
b Po, R, Pa, R, PO, R, R, PO, L, L e 
; | 1 R,Px,L,L,L i 
0 q 
Any (0 or 1) R,R q 
: None PLL p 
x E, R q 
p ə R f 
None L, L p 
Any R,R f 
e 


None P0, L.L 


格局 行为 


m- 格 局 符号 操作 最 终 m- 格 局 
b P3, R, P+, R, PO, R, R, PO, L, L i 
| fı R,Px, LLL ; 
: lo i 
a | Any (Oorl) R.R q 

| None P1,L p 

[x E.R q 
T 1? R f 

| None LL 7 
l d EE i 
| | None POLL 


和 前 面 一 样 ， 机 器 以 m- 格 局 6 开始 。 它 首 先 打印 两 个 中 碳 元 音 和 两 
个 0。 纸 带 将 变 成 : 
ala 0 | | "T 

m- 格 局 [ 执行 的 是 程序 员 称 为 初始 化 的 任务 ， 此 后 机 器 再 也 不 会 进 
入 m- 格 局 。 

在 我 们 翻 看 机 器 内 部 弄 得 满 手 是 油 之 前 ， 先 来 大 致 体会 一 下 其 他 m- 
格局 是 干什么 的 。 在 一 些 格局 (特别 是 ] 、 PAO P, REIER 
了 一 次 移动 两 格 的 情况 ，R，R 或 者 L，L。 在 这 些 情况 下 ， 机 器 能 够 有 
效 地 沿 着 数字 格 〈 9 和 上 的 情况 ) 或 非 数字 格 〈 的 情况 ) 移动 。 

除了 8 之 外 ， 其 他 m- 格 局 还 会 在 遇 到 特定 的 扫描 符 时 转 回 到 自身 。 
程序 员 通常 称 这 样 的 操作 为 循环 。 循 环 可 以 实现 重复 性 的 工作 ， 甚 至 包 
括 寻 找 某 个 特定 的 符号 这 样 简单 的 操作 。 

m- 格 局 o 在 数字 格 上 穿 过 一 连 串 的 1 自 右 向 左 移动 ， 机 器 在 这 个 过 程 
中 每 发 现 一 个 1， 就 会 在 这 个 1 的 右边 打印 一 个 x， 然 后 向 左 移动 检查 下 
一 个 数字 格 。 结 束 时 ， 它 将 转换 到 m- 格 局 9 。 

m- 格 局 9 从 左 至 右 沿 着 数字 格 移动 ， 直 到 它 遇 到 一 个 空格 。 这 是 当 
前 序列 结束 的 地 方 。 然 后 它 打印 一 个 1， 向 左 移动 (至 一 个 非 数字 
格 ) ， 转 到 m- 格 局 。 

类 似 地 ，m- 格 局 让 也 沿 着 数字 格 向 右 移动 ， 直 到 遇 到 一 个 空格 ， 然 
后 打印 一 个 0， 向 左 移动 两 格 ， 再 转换 到 m- 格 局 o « 



































m- 格 局 相当 于 一 个 调度 员 。 绝 大 多 数 时 间 里 ， 它 都 是 在 非 数字 格 
上 癌 左 移动 寻找 x 符号 。 当 发 现 一 个 x*， 它 就 将 其 擦 除 ， 癌 右 移 动 ， 并 转 
到 m- 格 局 9 。 如 果 它 过 到 一 个 中 央 元 首 便 同 右 移动 ， 并 且 转 换 到 m- 格 
局 下 。 

图 灵 使 用 符号 x 的 方式 很 聪明 。 当 构造 一 串 新 的 连续 数字 1 时 ， 机 器 
先 在 前 一 串 连 续 数 字 1 中 的 每 一 个 1 后 打印 一 个 x， 随 后 在 已 有 序列 的 最 
后 打印 一 个 1， 然 后 每 有 一 个 x 台 再 打印 一 个 1， 从 而 让 串 的 长 度 增加 了 
1 。 

尽管 我 们 可 以 在 每 一 个 操作 之 后 说 明 纸 带 的 情况 ， 但 是 对 于 这 个 例 
子 ， 最 好 还 是 在 每 一 个 格局 结束 时 查看 一 下 纸 带 。 

机 器 从 m- 格 局 至 。 但 是 ， 对 于 扫 摘 符 0， o 不 做 任何 事 ， 而 是 直 
接 转 到 m- 格 局 9 。 对 于 m- 格 局 9 ， 如 果 扫 描 符 是 0 或 1， BEES 3E npe 
动 两 格 并 仍 处 于 相同 的 m- 格 局 。 但 知 碰 到 一 个 空格 ， 它 将 在 打印 一 个 1 





后 问 左 移动 。 总 而 言 之 ，m- 格 局 9 沿 着 数字 格 向 右 移动 ， 直 到 它 过 到 一 
个 空格 ， 然 后 打印 一 个 1， 再 问 左 移动 。 


JEDNU S UNBEEEEEEEEREEEREEE 








下 一 个 m- 格 局 站 一般 沿 着 非 数 字 格 移动 。 oe 直到 过 





c nee 在 这 个 例子 中 ， 它 遇 到 的 是 中 央 
B, TABS: 








m- 格 局 是 F 时 ， 读 写 头 沿 着 数字 格 移动 。 它 保持 每 次 同 右 移动 两 
格 ， 直 到 扫描 到 空格 。 BR EE ATEN PO, AR JH TZ Es P 





这 就 是 在 连 乡 mE 印 0 的 方法 。 
现在 我 们 来 到 了 m- 格 局 。。 这 个 m- 格 局 总 是 开始 于 一 连 串 数字 1 中 
最 过 的 那个 1。 它 的 任务 是 在 每 一 个] 的 后 面 打印 一 个 x FE IX BB EE Be 
数字 1 的 左 侧 的 0 处 停止 





8|a|0 [1|x|0 | | | |_| eve 
回 到 m- 格 局 9 。 im Fe YH AEAEENE 到 空格 ， 在 
打印 一 个 1 后 同 左 移动 。 














m- 格 局 吕 沿 着 非 数 字 格 回 左 移动 ， 直 到 过 到 一 个 x 或 者 中 央 元 首 。 当 


它 遇 到 一 个 x， 就 探 除 这 个 x， 并 回 右 移动 。 








又 一 次 回 到 m- 格 局 9 。 沿 着 数字 格 向 右 移动 ， 直到 碰 到 一 个 空格 ， 
在 打印 完 一 个 1 后 向 左 移动 。 
jgjejoj] Jo] EE TL lw 
现在 我 们 处 于 了 m- 格 局 中 。 沿 着 非 数字 格 同 左 移 动 ， 直 到 扫描 到 
中 央 元 音 ， 之 后 向 右 移动 。 
we jo] i1] jo] it dip | ET TE TT ET TT SS 
m- 格 局 了 在 数字 格 上 向 右 移动 ， 直 到 它 遇 到 一 个 空格 ， 它 打印 完 一 
个 0 后 向 左 移动 两 格 。 
leje[o] fof [1] fo] fs] fif fol TT TTT llll:- 
这 样 看 起 来 确实 奏效 。 我 们 现在 有 了 连续 的 一 个 1 和 连续 的 两 个 1， 
我 们 来 看 一 下 它 能 否 继续 按 我 们 的 期 望 工作 下 去 。 
m- 格 局 o ee oR eee E 
m- 格 局 9 沿 着 数字 格 向 右 移动 ， 直到 过 到 一 个 空格 。 A, ‘EFT EH 
一 个 1， 回 左 移动 。 


e[sjo| joj [1| jo] Txtixlol fi | eee 
注意 ， 现 在 这 里 有 两 个 x， 并 且 现 在 这 串 连 续 数 字 1 还 差 两 个 1。 对 于 
每 一 个 要 被 控 除 的 x， 都 会 有 一 个 1 打印 出 来 。m- 格 局 h 沿 痢 非 数字 格 问 
左 移动 ， 直 到 遇 到 一 个 x， 然 后 探 除 x 并 向 右 移动 。 
e[e[0| jo} [1|] fol |[1|xlt 1 
m- 格 局 9 沿 着 数字 格 向 右 移动 ， 直 到 过 到 一 个 空格 ， 打印 一 个 1 后 向 
左 移动 。 
































回 到 m- 格 局 h》， 继 续 辐 左 移 动 ， 直 到 遇 到 x， 探 除 x 后 向 有 移动 


a of HT Ti 


m- 格 局 9 在 结尾 处 再 打印 ide 



































m- f REATHA. EDU. 打印 一 个 0 


313|0 0| |1 0 1 1 0 1 1 1 











现在 机 器 已 经 成 功 地 打印 了 包含 三 个 1 的 连续 数字 串 和 一 个 0。 

图 灵 是 如 何 想 到 这 人 台 机 响 所 使 用 的 技巧 的 呢 ? 我 猜 他 抵 住 了 直接 去 
数 的 诱惑 ， 而 是 尝试 手动 计算 这 个 序列 。 他 可 能 发 现 了 ， 可 以 通过 在 数 
字 上 标注 小 标记 来 退 踪 连续 的 数字 串 。 这 些小 标记 变 成 了 机 喜 打 印 在 非 
数字 格 中 的 字符 x。 

纸 带 的 示意 图 并 没有 出 现在 图 灵 的 论文 中 ， 他 没有 兴趣 为 机 器 或 其 
操作 提供 这 种 亦 裸 的 “写实 ?图 示 。 相 反 ， 他 有 一 种 别 的 方法 来 表示 机 器 
的 工作 状态 。 

在 其 论文 的 第 二 部 分 〈 本 书 第 67 页 ) ， 图 录 说 :“ 在 机 器 运转 中 的 任 
何 阶段 ， 被 扫描 方 格 的 标号 、 纸 带 上 所 有 符号 构成 的 序列 以 及 m- 格 局 ， 
共同 描述 了 这 个 阶段 的 完全 格局 。” 尽 管 图 灵 提 到 的 “被 扫描 方 格 的 标 
写 ”" 有 点 怪 ， 因 为 方 格 并 没有 明确 的 编号 ， 不 过 对 于 只 在 一 个 方向 无 限 
延伸 的 纸 市 ， 方 格 有 隐 含 的 编号 。 

图 灵 将 要 展示 一 种 用 完全 格局 一 一 即 纸 带 的 快照 加 上 当前 m- 格 局 和 
扫描 格 一 一 来 表示 机 器 工作 状态 的 方法 。 

To illustrate the working of this machine a table is given below of 
the first few complete configurations. These complete configurations 
are described by writing down the sequence of symbols which are 
on the tape, 




















[235] 
with the m-configuration written below the scanned symbol. The 
successive complete configurations are separated by colons. 
为 了 说 明 机 器 的 运作 ， 我 们 给 出 下 表 ， 表 中 包括 了 最 初 的 几 个 完 
全 格局 。 我 们 写 下 纸 帝 上 的 符号 序列 ， 并 把 m- 格 局 写 在 扫描 符 下 
面 ， 以 此 来 描述 这 些 完全 格局 。 后 续 的 完全 格局 用 冒号 隔 开 。 
在 论文 中 ， 接 下 来 是 一 个 “ 表 ” 的 四 个 条 目 。 每 个 条 目 各 有 两 行 ， 初 
看 起 来 非常 令 人 费解 。 下 面 是 第 一 个 条 目 。 
:990 0:əə0 0:330 00:920 0 :990' © T 
b e 9 q q p 
:990 0:3930 0:220 0:220 0 :9390 0 1: 
b 0 q q q p 
注意 这 些 冒号 ! 每 一 对 时 号 之 间 的 是 纸 带 的 连续 快照 。 一 些 0 和 0 以 
及 《后 面 ) 0 和 1 之 间 的 空 际 比 正常 的 空格 要 大 一 点 。 这 种 偏 大 的 空隙 代 
表 一 个 空格 。 与 显示 在 纸 市 下 的 m- 格 局 一 起 ， 它 们 构成 了 机 器 的 前 六 个 
完全 格局 ， 显 示 了 目前 已 经 打印 在 纸 带 上 的 所 有 符号 。 


























第 一 个 4 表明 起 始 格局 。 开 始 时 ， 纸 带 是 空白 的 。 这 个 格局 打印 出 
了 最 初 两 个 冒号 间 的 序列 ， 和 前 面 显示 的 一 样 : 

AG of TT 

之 前 使 用 黑 框 来 表示 读 写 头 的 位 置 在 下 一 个 扫描 符 处 ， 现 在 图 灵 在 


下 一 个 扫描 符 的 下 面 给 出 了 下 一 个 m- 格 局 : 
-aa0 OQ: 











ALA 25 4 f T OM, m- e 不 做 任何 操作 ， 所 以 下 一 个 纸 带 的 快 
照 和 之 前 的 一 样 ， 但 是 m- 格 局 已 经 转换 成 了 9 : 
-aa0 O: 


q 
当 m- 格 局 9 扫描 到 一 个 0 时 ， 读 写 头 器 右 移动 两 格 ， 下 一 个 m- 格 局 


仍然 是 q: 
:oo00 0 


q 
这 次 的 扫描 符 又 是 0。 读 写 头 回 右 移动 两 格 ， m- 格 局 仍然 是 9 : 
:880 0 z 
q 

HR. Se See ETS aa, HEU AES S UE kx 
的 。 现 在 ， 扫 描 符 是 空格 ， 因 此 机 器 打印 一 个 1， 回 左 移动 一 格 ， 转 换 
到 格局 P: 

‘aad 0 Il: 
p 

虽然 这 样 做 的 视觉 满足 感 不 及 真实 的 纸 珊 ， 但 是 图 灵 的 方法 提供 了 
更 多 的 信息 ， 特 别 是 在 读 写 头 的 当前 位 置 下 面 指明 了 下 一 个 m- 格 局 。 这 
些 连 续 的 完全 格局 展现 了 机 器 操作 的 全 部 历史 记录 。 我 们 很 容易 查看 其 
中 任何 一 个 完全 格局 ， 将 m- 格 局 和 扫描 符 与 机 器 的 状态 匹配 起 来 ， 最 终 
得 到 下 一 个 完全 格局 。 

图 灵 给 出 的 下 一 个 序列 展示 了 m- 格 局 节 往 回 搜索 ， 直 到 找到 中 央 元 
音 ， 然 后 转换 到 格局 上 ， 转 而 向 右 寻找 空格 。 

2390 0 1l:300 0 1:əə0 0 1:520 0 1: 
p p f f 
990 0 1:990 0 1:əə0 0 1:əə0 0 1: 
p p f f 








下 一 个 条 目 : 仍然 是 m- 格 局 7 ， 机 器 找到 一 个 空 的 数学 格 GRR 
号 之 间 的 空间 是 如 何 再 次 加 宽 的 ) ， 打 印 一 个 0， 向 左 移动 两 格 后 转换 
到 格局 o 





290 0 1:a30 0 1 :830 0190: 
f f e 
aa0 0 1:990 O 1 ‘a80 010: 
f f 0 
m- 格 局 e FAAA TFI alae, 3T E — x) IB] eee 
格 。 





9390 0 1x0: 
990 O 1x0: 
图 灵 就 展示 了 这 么 多 。 如 果 你 觉得 这 种 纸 带 操作 的 表示 法 并 不 简洁 
明了 ， 图 灵 也 给 出 了 另外 一 种 方法 。 
This table could also be written in the form 
b:a000 O:aaq0 O0: ..., (C) 
in which a space has been made on the left of the scanned 
symbol and the m-configuration written in this space. 
这 个 表 也 可 以 写成 
b:aa00 O:aag0 0: ..., (C) 
在 这 里 ， 扫 描 符 的 左 侧 留 出 了 一 块 空 除 ，m- 格 局 被 号 在 这 个 空 隐 





[Ede 
图 灵 使 用 字母 C (代表 Configuration， 格 局 〉 来 标识 这 种 格式 ， 他 将 
在 第 6 节 中 提 到 。 之 前 展示 的 完全 格局 : 


:880 Q: 


e 





现在 可 以 表示 为 : 
ooe0 0 


现在 ， 我 们 可 以 看 出 图 灵 使 用 德 文 字体 表示 m- 格 局 至 少 有 一 个 原 
因 : 以 这 种 格式 ，m- 格 局 可 能 没 那么 容易 与 机 器 打印 出 的 符号 区 别 开 
了 。 在 每 一 对 冒号 之 间 的 字符 序列 将 不 再 同 纸币 上 一 模 一 样 ， 因 为 需要 
为 下 一 个 m- 格 局 预 留 一 个 空格 。 图 灵 也 承认 它 有 点 奇怪 。 

This form is less easy to follow, but we shall make use of it later 
for theoretical purposes. 





这 个 形式 比较 难 明 白 ， 但 出 于 理论 目的 ， 我 们 后 面 会 用 到 它 。 

事实 上 ， 使 用 这 种 形式 是 必需 的 ， 不 过 我 们 还 会 对 此 形式 再 做 一 下 
修改 。 图 灵 已 经 着 手 组 装 ， 开 始 准 备 后 面 的 一 个 主要 成 果 展 示 了 : 他 将 
展示 一 个 通用 计算 机 器 一 一 现在 通常 称 图 灵机 或 者 UTM (Universal 
Turing Machine) 功能 上 《〈 抛 开 商 业 意 义 不 算 ) 等 价 于 现代 计算 
机 。 

注意 最 后 这 个 格式 的 优点 : 机 器 的 整个 操作 都 被 排 成 一 个 字符 流 ， 
这 是 程序 员 非 常 喜爱 的 形式 。 当 读 写 文件 或 者 进行 数字 通信 时 ， 理 想 的 
方法 是 读 或 写字 符 流 ， 从 头 到 尾 一 个 接着 一 个 ， 从 不 同 前 或 癌 后 跳跃 。 

我 们 同样 注意 到 ， 图 灵 将 下 一 个 m- 格 局 移 到 了 下 一 个 扫描 符 的 前 
面 。 图 灵 将 这 两 项 合 起 来 定义 为 格局 ， 并 且 这 两 项 在 完全 格局 中 出 现 的 
顺序 ， 与 它们 在 机 器 表 前 两 列 中 出 现 的 顺序 一 致 。 你 可 以 把 这 个 m- 格 局 
和 符 写 配 成 一 对 ， 并 通过 扫 摘 机 器 表 的 m- 格 局 和 符号 列 来 寻找 匹配 项 。 
(很 明显 ， 当 机 絮 表 中 的 符号 列 包 含 的 是 实际 的 字符 ， 而 不 
是 “Any”、“None” 或 空白 时 ， 这 样 的 查找 更 简单 。〉 实 际 上 ， 图 灵 会 在 
构造 他 的 通用 机 时 让 这 个 搜索 过 程 实现 自动 化 。 

图 灵 接 下 来 讨论 了 他 选择 在 相间 的 方 格 打印 数字 序列 的 理由 。 

The convention of writing the figures only on alternate squares is 
very useful: | shall always make use of it. | shall call the one 
sequence of alternate squares F-squares and the other sequence 
E-squares. The symbols on E-squares will be liable to erasure. The 
symbols on F-squares form a continuous sequence. There are no 
blanks until the end is reached. 

将 数字 只 写 在 相间 的 方 格 中 ， 这 个 约定 会 非常 有 用 ， 我 会 一 直 用 
到 它 。 我 会 将 其 中 一 个 由 相间 的 方 格 组 成 的 序列 称 为 F- 格 ， 另 一 个 这 
样 的 序列 称 为 E- 格 。E- 格 中 的 符号 可 以 擦 除 。F- 格 中 的 符号 形成 一 个 
连续 的 序列 。 在 到 达 纸 带 末 端 之 前 ， 将 不 会 出 现 空格 。 

之 前 我 提 及 这 些 格 时 ， 称 它们 是 数字 格 和 非 数字 格 。 只 需要 记 住 
figures (数字 ， 即 0 和 1)〉 和 erasable〈 可 擦 除 的 ) 这 两 个 单词 ， 你 就 能 分 
清 它们 分 别 是 哪个 了 。 “在 到 达 纸 市 末端 之 前 ， 将 不 会 出 现 空格 ”， 这 名 
话 只 针对 F- 格 。 一 个 可 计算 序列 的 数字 总 是 从 左 至 右 按 次 序 打印 的 ， 从 
不 跳 过 一 个 F- 格 ， 也 不 改写 F- 格 中 的 数字 。 这 些 是 图 灵 的 通用 机 所 必须 
遵守 的 规则 。 

E- 格 是 一 种 便 笑 式 存储 器 ， 某 种 程度 上 可 能 等 价 于 人 类 的 记忆 。 

There is no deed to have more than one E-square between each 












































pair of F-squares: an apparent need of more E-squares can be 
satisfied by having a sufficiently rich variety of symbols capable of 
being printed of E-squares. 

在 每 对 F- 格 的 中 间 只 需要 一 个 E- 格 : 明显 需要 多 个 E- 格 时 ， 可 以 
允许 在 E- 格 中 打印 足够 多 样 的 字符 。 

图 灵 的 第 二 人 台 机 器 采用 了 一 种 技巧 ， 即 通过 在 E- 格 中 打印 x 符 号 来 实 
现 字 符 识别 。 这 是 他 经 常 采 用 的 一 般 性 技巧 ， 因 而 给 这 一 技巧 命 了 名 。 

If a symbol B is on an F-square S and a symbol a is on the E- 
square next on the right of S, then S and B will be said to be marked 
with a. The process of printing this a will be called marking £ (or S) 
with a. 

如 果 符 号 B 在 F- 格 S 中 ， 符 号 a 在 紧邻 S 右 侧 的 E- 格 中 ， 那 么 S 和 BB 
就 叫做 是 用 a 标 记 的 。 打 印 这 个 a 的 过 程 称 为 用 a 来 标记 B〈 或 S) 。 

下 图 中 的 0《〈 在 FE- 格 上 ) 称 为 用 x 标 记 的 : 

s oe T 

事实 说 明 ， 这 些 标记 非常 方便 ， 这 也 是 图 灵 最 棒 的 发 明之 一 。 

尽管 如 此 ， 标 记 并 不 是 强求 的 。 定 义 一 台 只 使 用 两 个 字符 的 机 器 ， 
或 者 只 区 分 空格 和 被 标记 格 的 机 器 ， 都 是 可 能 的 。 数 学 家 埃 米 尔 - 波 斯 
特 在 一 篇 有 意思 的 论文 421 中 探讨 过 这 个 方法 ， 这 篇 论文 独立 地 给 出 了 
一 种 设置 ， 它 与 图 灵 定 义 的 类 似 。 波 斯 特 设想 有 一 个 “工人 ”和 一 些 “ 盒 
子 ”， 这 些 盒子 被 排 成 了 一 个 序列 。 这 个 工人 能 够 完成 以 下 工作 : 

(a) 标记 他 所 在 的 盒子 〈 假 设 盒子 为 空 ) ; 

(b) 擦 除 他 所 在 盒子 的 标记 (假设 盒子 已 标记 ); 

(c) 移动 到 他 右 侧 的 盒子 里 ; 

(d) 移动 到 他 左 侧 的 盒子 里 ; 

(e) 判断 他 所 在 的 盒子 是 否 被 标记 。 

波斯 特 其 实 并 没有 展示 他 的 工人 是 如 何 完 成 实际 应 用 的 。 如 果 方 格 
E 
费力 得 多 。 


ILL 在 埃 米 尔 : 波 斯 特 的 论文 “Recursive Unsolvability of a Problem of 
Thue”, The Journal of Symbolic Logic, Vol.12, No.1 (Mar 1947) , 1- 
11 的 附录 中 。 整 篇 文章 转载 于 Martin Davis, ed., The 
Undecidable (Raven Press, 1965) , 293-303. 附录 转载 于 B. Jack 
Copeland, ed., The Essential Turing (Oxford University Press, 2004) , 


























97-101. 

121 埃 米 尔 : 波 斯 特 ，“Finite Combinatory Processes Formulation 
I", The Journal of Symbolic Logic, Vol. 1, No.3 (Sep. 1936) , 103- 
105。 重 印 于 Martin Davis, ed., The Undecidable, 289-291. EW rr 
的 论文 比 图 灵 的 论文 发 表 得 早 ， 但 是 波斯 特 的 论文 是 The Journal of 
Symbolic Logic 杂志 在 1936 年 10 月 7 日 收 到 的 ， 而 the Proceedings of the 
London Mathematical Society 在 1936 年 5 月 28 日 就 收 到 了 图 灵 的 论文 。 





早 在 1935 年 5 月 ， 阿 主 : 图 灵 就 考虑 去 普林斯顿 大 学 ， 也 申请 了 普 林 
斯 顿 大 学 的 访问 奖学金 十 。 一 年 后 ， 他 发 现 普林斯顿 大 学 数学 系 教授 
印 奇 也 发 表 了 一 篇 关于 判定 性 问题 的 论文 ,于 是 图 灵 “ 相 当 肯 定 地 决 
jg" 121 要 去 普林斯顿 大 学 。 

麦克 斯 :纽曼 为 此 提供 了 帮助 。 纽 曼 向 印 奇 介绍 了 图 灵 的 工作 (本 书 
第 52 页 ) ， 并 在 同一 封 信 中 ， 请 他 帮助 图 元 获得 奖学金 : 


我 应 该 指出 ， 图 灵 的 工作 是 完全 独立 进行 的 ， 一 直 没 有 得 
到 任何 人 的 指导 或 者 评判 。 因 而 ， 让 他 尽早 接触 本 领域 的 顶尖 
人 员 变 得 更 加 重要 ， 这 样 他 才 不 致 于 孤独 成 性 。-31 


倾向 于 独立 工作 ， 不 受 外 界 影响 ， 这 实际 上 是 图 灵 的 一 个 大 问题 。 
早 在 他 年 轻 的 时 候 ， 图 灵 就 重新 创立 了 二 项 式 理论 ， 并 发 明了 自己 的 微 
积分 记号 。 在 符 试 解决 判定 性 问题 时 ， 他 不 熟悉 节 奇 及 其 同事 们 的 早期 
成 果 ， 这 也 许 是 件 好 事 ， 否 则 他 可 能 就 不 会 找到 这 样 有 趣 的 解决 方法 
Jo JAM, 一般 说 来 ， 还 是 有 必要 知道 在 世界 其 他 地 方 及 生 了 什么 事 
情 ， 而 对 于 数理 逻辑 领域 ， 普 林 斯 顿 就 是 这 样 的 地 方 。 图 灵 没 能 获得 他 
申请 的 普罗 科 特 奖 学 金 ， 但 得 到 了 国王 学 院 的 奖学金 。 

新 泽 西 州 普林斯顿 的 知识 光环 由 于 高 等 研究 院 的 成 并 而 变 得 更 加 类 
燃 生 辉 。 融 等 研究 院 的 成 立 得 到 路 易 斯 : 班 伯 格 5 百 万 美元 的 捐赠 。 班 伯 
格 创建 了 班 伯 格 百货 连锁 店 ， 并 在 1929 年 经 济 大 靖 条 之 前 将 其 出 售 给 了 
梅 西 百货 公司 。 

高 级 研究 院 一 开始 成 立 的 目的 是 为 了 促进 科学 和 历史 研究 。 在 最 初 
的 几 年 中 ， 高 级 研究 院 的 数学 学 院 与 普林斯顿 大 学 的 数学 系 在 同一 座 
楼 ， 这 促成 了 两 个 机 构 之 间 的 许多 交流 。 高 级 研究 院 迅 速成 为 了 优秀 科 
学 家 和 数学 家 的 家 园 ， 他 们 中 的 一 些 人 是 逃离 了 危险 的 欧洲 来 到 这 里 
的 ， 其 中 最 有 名 的 是 爱 因 斯 坦 。 他 于 1933 年 来 到 这 里 ， 并 在 此 度 过 了 余 
生 
































图 灵 于 1936 年 9 月 到 达 普 林 斯 顿 大 学 时 ， 非 常 想 见 到 库 尔 特 ' 哥 德 
尔 。 一 年 前 ， 哥 德尔 还 身 在 高 级 研究 院 ， 之 后 也 回来 过 ， 可 惜 的 是 一 直 
未 能 与 图 灵 诬 面 。 

图 灵 在 剑桥 大 学 时 见 过 的 约 输 : 冯 : 诺 依 曼 此 时 在 高 级 研究 院 ， 还 有 同 
样 来 自 剑 桥 大 学 的 G. H. 哈代 。 理 但 德 : 柯 郎 和 赫 尔 曼 :外 尔 也 在 高 级 研究 
院 ， 他 们 几 年 前 逃离 了 哥 廷 根 。 

图 灵 在 普林斯顿 大 学 得 了 两 年 ， 并 获得 了 第 二 年 的 普罗 科 特 奖 学 金 
(总 共 2000 美 元 ) ， 印 奇 成 为 了 图 灵 的 论文 指导 教授 。 在 印 奇 的 指导 














站， 图 灵 写 了 一 篇 论文 J41|， 并 在 1938 年 6 月 21 日 获得 了 博士 学 位 。 图 
灵 拒 绝 了 约翰 : 冯 : 诺 依 曼 提 出 的 一 份 1500 元 年 某 、 担 任 其 助理 的 工作 ， 
并 于 一 个 月 后 回 到 了 英国 。 

1939 年 春 ， 阿 兰 : 图 灵 回 到 了 剑桥 大 学 ， 教 授 数 学 基础 这 一 课程 。 四 
年 前 ， 图 灵 上 过 麦克 斯 :纽曼 教授 的 数学 基础 ， 并 了 解 了 判定 性 问题 。 
现在 ， 他 可 以 基于 目 己 在 可 计算 数 方面 的 工作 ， 在 期 末 考 试 中 提出 关于 
判定 性 问题 不 可 解 的 问题 了 。-451 

在 论文 中 ， 图 灵 试 图 让 读者 相信 ， 他 的 机 器 确实 可 以 计算 非 平 凡 的 
数字 序列 。 到 目前 为 止 ， 我 们 还 没有 真正 见 过 可 以 称 为 计算 的 东西 。 在 
图 灵 的 第 一 个 例子 中 ， 表 面 上 看 ， 机 器 能 打印 出 1/3 的 二 进 制 表示 ， 但 
它 只 是 通过 笨拙 地 进行 0 和 1 的 交 蔡 来 做 到 这 一 点 的 。 当 然 ， 这 不 是 用 1 
除 以 3， 机 器 也 没有 实现 用 分 子 除 以 分 母 来 计算 任意 有 理 数 的 通用 过 
程 。 

即使 是 一 个 从 事 处 理 底层 机 器 代码 工作 的 程序 员 ， 也 会 习惯 于 可 以 
执行 加 法 和 减法 等 基本 数学 运算 的 计算 机 硬件 。 出 于 这 个 原因 ， 我 们 可 
能 会 怀疑 (甚至 有 点 担心 ) 一 台 甚 至 连 加 法 都 要 通过 目 定 义 格局 和 操作 
来 完成 的 机 器 。 

让 我 们 来 构造 一 个 非 平凡 的 机 器 ， 当 面 对 峙 这 种 担忧 。 让 我 们 说 服 
自己 ， 图 灵机 确实 可 以 作 加 法 和 乘法 运算 (当然 还 有 减法 、 除 法 和 乘 
方 ， 甚 至 是 写 一 首 诗 ) 。 

第 一 个 例子 是 一 个 能 够 依次 算出 所 有 正 整 数 的 小 图 灵机 。 这 个 图 灵 
机 并 不 符合 图 灵 的 约定 ， 因 为 它 写 下 的 每 一 个 新 数字 都 会 覆盖 卸 之 前 的 
数字 。 在 打印 结果 时 ， 它 不 跳 过 任何 方 格 ， 并 用 下 一 个 数 代 蔡 每 一 个 结 
果 。 此 外 ， 考 虑 到 这 些 数 都 是 整数 ， 我 把 机 器 打印 数字 的 方式 设计 得 跟 
我 们 平时 写 数 一 样 一 一 更 高 的 数位 往 纸 带 左 边 打 ， 而 不 是 右边 。 尺 管 没 
有 遵守 图 灵 的 约定 ， 但 这 人 台 机 器 确实 展示 了 如 何 通 过 不 断 加 1 让 数字 递 
增 ， 这 至 少 是 我 们 对 现代 计算 机 的 一 个 基本 要 求 。 

在 我 的 例子 中 ， 我 没有 用 德 文字 母 ， 而 是 用 粗 体 写 的 描述 性 单词 ， 
《在 后 面 的 例子 中 ) 有 时 会 用 短 横 线 来 连接 多 个 单词 。 和 图 灵 一 样 ， 我 
用 “none” 来 指 一 个 空格 。 和 图 灵 不 一 样 的 是 ， 我 用 “else” 来 表明 该 格局 
适用 于 所 有 其 他 未 明确 列 出 的 字符 。 这 个 机 器 从 格局 begin 开 始 ， 而 且 
只 有 三 个 m- 格 局 。 




















im- 格局 符号 


begin none 
| 0 
increment à 14 
lan: 
| none 
rewind 1 
| else 


m- 格 局 begin 只 是 打印 一 个 0， 


备 下 一 次 递增 。 


最 终 m- 格 局 
increment 
rewind 
increment 
rewind 
increment 


rewind 


R 
然后 切换 到 格局 increment。m- 格 
局 increment 会 读 取 一 位 数字 。 如 果 读 到 的 是 0， 那 么 格局 increment 将 它 
变 成 1， 此 时 便 完成 了 整个 整数 的 一 次 递增 。 如 果 读 到 的 是 1， 那 么 格 
局 increment 将 其 更 改 为 0， 人 然后 问 左 移动 一 位 。 现 在 它 必 须 对 更 高 一 位 
的 数字 做 增 量 操作 。m- 格 局 rewind 将 读 写 头 同 右 移 至 数字 的 最 低位 ， 准 





一 旦 你 开始 编写 做 算术 的 图 姑 机 ， 丈 会 立即 明白 为 什么 二 进 制 数字 
这 么 方便 。 下 面 是 一 个 等 价 的 机 器 ， 不 过 它 产 生 的 是 所 有 十 进 制 而 非 二 


进 制 的 正 整 数 。 


m- 格 局 从 号 


begin none 


increment 


- 
J 
£ 
i 


rewind 


0 


— 


"d OV GY wh i AS 


9 
none 
none 


else 


操作 


L 
R 


最 终 m- 格 局 
increment 
rewind 
rewind 
rewind 
rewind 
rewind 
rewind 
rewind 
rewind 
rewind 
increment 
rewind 
increment 
rewind 


你 们 看 出 问题 在 哪 了 吧 。 这 台 机 器 需要 逐一 处 理 十 进 制 中 的 每 一 种 
数字 。 二 进 制 系 统 则 更 简单 ， 因 为 它 的 可 能 性 更 少 。 二 进 制 的 加 法 表 和 


乘法 表 非 党 非常 小 : 


ajo z "Hn oa |o g 
$ |f Jọ Ed: 2 
我 要 将 这 些 加 法 和 乘法 的 运算 规则 应 用 在 本 章 的 第 二 个 例子 中 。 这 
是 一 个 遵守 了 图 灵 约 定 的 机 右 ， 它 将 会 用 二 进 制 计 算 2 的 平方 根 。 其 
实 ， 如 果 假 定 二 进 制 小 数 点 在 所 有 数位 之 前 ， 那 么 机 器 计算 的 是 
V2 


也 就 是 十 进 制 的 0.70710678..….。 为 了 让 讲解 清晰 易 懂 ， 在 描述 机 器 
时 ， 我 将 假设 它 计 算 的 是 2 。 

这 个 机 器 执行 的 算法 每 次 计算 一 个 二 进 制 位 。 假 设 机 器 已 经 运行 了 
一 段 时 间 ， 并 已 确定 了 前 四 位 。 二 进 制 yz 的 前 四 位 是 1.011， 相 当 于 十 


进 制 的 1= 或 者 1.375。 下 一 位 是 什么 ? 这 个 机 器 的 策略 就 是 ， 总 是 假定 
下 一 位 是 1。 要 检验 这 样 做 是 否 正确 ， 把 1.0111 和 它 自 身 相 乘 ; 

1.0111 

x1.0111 

















10111 
10111 
10111 
00000 
10111 


10.00010001 
这 个 结果 超过 了 2， 所 以 假设 不 正确 。 第 五 位 应 该 是 0， 因 此 得 到 的 
前 五 位 变 成 了 1.0110。 我 们 用 同样 的 方法 确定 第 六 位 。 假 设 第 六 位 是 
1， 让 1.01101 乘 以 自身 : 





1.01101 
x1.01101 


101101 
101101 
101101 
000000 


101101 


1.1111101001 

得 到 的 结果 小 于 2， 所 以 假设 是 正确 的 。 我 们 得 到 了 前 六 位 : 
1.01101， 用 十 进 制 表示 就 是 1 二 或 者 1.40625。 

显然 ， 图 灵机 需要 用 乘法 来 计算 2 的 平方 根 。 一 般 来 说 ， 两 个 多 位 数 
相 乘 需要 其 中 一 个 数 的 每 一 位 和 另 一 个 数字 的 每 一 位 相 乘 。 假 设 一 个 数 
有 mn 位 ， 另 一 个 数 有 m 人 位， 那么 数字 乘 数字 的 总 次 数 是 (n x m). 

手 算 乘 法 时 ， 我 们 一 般 用 一 个 数 的 其 中 一 位 乘 以 整个 另 一 个 数 ， 产 
生 m 个 或 mm 个 局 部 乘积 ， 然 后 再 将 它们 加 在 一 起 。 我 将 展示 的 机 器 以 一 
种 稍 有 不 同 的 方法 进行 乘法 计算 一 一 在 乘法 过 程 中 始终 维护 一 个 过 程 
和 。 每 个 位 与 位 相 乘 的 结果 都 将 加 进 这 个 过 程 和 中 。 这 种 特殊 的 加 法 有 
一 个 很 微妙 的 地 方 就 是 ， 每 个 位 与 位 相 乘 的 结果 一 般 来 说 并 不 是 加 到 过 
程 和 的 最 低位 上 ， 而 是 中 间 的 某 个 位 置 。 

例如 考虑 1.01101 乘 以 它 上 自身。 其 六 位 数 的 每 一 位 都 必须 与 目 身 以 及 
其 他 5 位 相 乘 ， 所 以 肯定 需要 36 次 位 与 位 的 乘法 。 乘 法 本 身 很 简单 : 当 1 
FLI, AREL 其 他 情况 下 ， 结 果 是 0。 这 个 结果 要 加 到 过 程 和 的 
哪 一 位 取 雇 于 相 乘 的 两 位 在 数 中 的 位 置 。 如 果 将 右 起 第 三 位 乘 以 右 起 第 
四 位 ， 其 结果 会 加 在 过 程 和 的 右 起 第 六 位 。 《将 开始 位 记 作 第 0 位 时 ， 
这 样 会 更 说 得 通 一 些 : 右 起 第 三 位 变 成 了 第 2 位 ， 右 起 第 四 位 变 成 了 第 3 
位 ， 加 起 来 是 5， 乘 积 束 该 加 到 这 个 位 置 上 。) 

计算 2 的 平方 根 的 二 进 制 表 示 时 ， 我 们 总 是 需要 让 一 个 n 位 数 与 自 续 
相 乘 。 如 果 结 果 有 (2mn-1D 位 ， 束 意味 着 该 结果 小 于 2， 那 么 最 后 一 位 是 1 
Bie lEM AY; 如果 结果 是 2n 位 ， 那 么 结果 将 超过 2， 所 以 新 的 最 后 一 位 
将 是 0。 这 人 台 机 器 将 利用 这 个 结论 来 确定 每 一 个 新 的 数位 是 0 还 是 1。 

我 即将 展示 的 机 器 符合 图 灵 的 约定 ， 这 意味 着 在 计算 过 程 中 ， 打 印 
在 F- 格 上 的 只 能 是 2 的 平方 根 中 一 个 接 一 个 的 数字 。 其 他 的 一 切 一 一 包 
括 维护 乘法 的 过 程 和 -都 是 在 E- 格 完成 的 。 

这 个 图 灵机 还 是 从 m- 格 局 begin 开 始 。 它 采用 @ 符 号 而 不 是 中 央 元 音 
来 表示 哨兵 〈 在 如 今 的 计算 机 上 ， 这 是 一 个 更 加 简单 的 符号 ) 。 这 个 图 
灵机 以 打印 哨兵 和 数字 1 开始 。 


m- 格 局 符号 操作 最 终 m- 格 局 
begin none P@, R, P1 new 





















































这 样 ， 机 器 开始 时 所 做 的 唯一 假设 ， 就 是 2 的 平方 根 大 于 1 但 小 于 2。 
这 个 图 灵机 一 旦 准备 好 计算 新 的 一 位 ， 束 会 回 到 m- 格 局 new。 这 个 
格局 将 读 写 头 移动 到 最 左边 的 数字 上 。 
ias | @ R mark - digits 
| else L new 


假设 机 器 已 经 计算 出 了 前 几 位 ， 让 我 们 来 看 看 机 器 此 后 的 行为 ， 这 
样 会 更 容易 理解 机 器 的 其 余部 分 。 下 面 是 一 条 已 经 计算 出 前 三 位 的 纸 
珊 ， 这 是 1.25 的 二 进 制 表示 。 机 器 接 痢 将 在 标 有 问号 的 格子 中 打印 第 四 
位 《我 将 它 称 为 “未知 ”位 ) : 

















这 个 问号 标记 是 为 了 方便 理解 ， RUA RIE UTA E, ud 
有 被 机 器 所 使 用 。 
准备 做 乘法 时 ， 机 器 会 标记 各 个 数位 。 回 想 一 下 ， 图 灵 定 义 的 “ 标 
记 ” 指 的 是 在 一 个 数字 的 右边 打印 一 个 符号 。〉 这 些 x 标记 在 这 台 机 器 中 
的 用 法 有 扣 类 似 图 灵 的 范例 工本 书 第 75 页 ) 中 的 机 器 。m- 格 局 mark- 
digits 将 用 x 标记 所 有 已 知 的 位 ，z 标 记 未 知 的 位 (我 将 在 稍 后 解释 为 什么 
这 么 做 ) ， 并 在 过 程 和 的 最 低位 上 打印 一 个 r: 
(0 R Px, R mark-digits 
mark-digits 41 RPK oR mark-digits 
(none R, Pz, R, R, Pr find-x 
现在 ， 纸 带 是 这 样 的 : 








"是 过 程 和 的 最 低位 ， 一 个 0 FAR RANN 
个 x 打印 两 个 "， 并 在 此 过 程 中 擦 去 x 标记 。 





| X E first -r 
find - x i N find - digits 

leise Lyk find- x 

f r R.R last -r 
first -r 4 

(else RR first -r 

fr R.R last-r 
last-r 1 

| none Pr.R, R Pr find-x 


ETA E T A EE 代表 初始 值 0000000: 











A II Mete 过 程 和 的 最 低 





位 在 左边 。 如 果 未 知 位 是 1 这 个 假设 是 正确 的 ， 那 么 在 过 程 和 中 初始 设 
定 七 位 就 足够 了 。 如 果 还 需要 第 八 位 ， 那 么 未 知 的 位 就 是 0。 

机 器 中 需要 自 乘 的 数 由 已 经 算 好 的 数 〈 本 例 中 是 101) 和 一 个 假定 为 
1 的 新 数位 组 成 ， 所 以 实际 的 数 是 1011。 为 了 记 住 是 哪 一 位 正在 乘 以 其 
他 每 一 位 ， 机 器 将 用 字符 x、y 和 z 给 数字 做 标记 。 在 做 乘法 运算 的 任何 
时 刻 ， 只 有 一 位 标记 为 x， 一 位 标记 为 y 并 且 被 x 标 记 的 数字 应 当 和 被 y 标 
记 的 数字 相 乘 。 如 果 标 记 为 x 和 y 的 数字 正好 是 同一 个 ， 那 么 我 们 就 使 用 
字符 z， 所 以 任何 标记 为 z 的 数字 都 将 和 自身 相 乘 。 

这 就 是 为 什么 未 知 位 (假设 为 1) 有 一 个 初始 标记 z。 第 一 次 的 乘法 
涉及 未 知 位 乘 以 自身 。 在 对 后 面 的 格局 进行 分 析 时 ， 记 住 下 面 这 一 点 将 
会 很 有 帮助 : 在 乘法 运算 中 ， 每 一 位 都 可 能 被 标记 为 x， 每 一 位 都 可 能 
被 标记 为 y， 或 者 仅 有 一 位 标记 为 z。 

现在 ， 我 们 准备 开始 首次 的 位 与 位 相 乘 了 。 这 个 机 器 要 么 将 两 个 分 
别 标 有 x 和 y 的 位 相 乘 ， 要 么 将 标 有 z 的 位 进行 自 乘 。m- 格 局 find-digits 先 
追溯 到 哨兵 ， 然 后 转 到 find-1lst-digit 寻 找 最 左边 那个 标记 着 x、y 或 z 的 数 
字 。 




















s. (@ R,R find - 1st - digit 
find - digits 全 
else L, L find - digits 
(x £ found - 1st - digit 
- |y L found - 1st - digit 
find - 1st - digit " n. 
| L found - 2nd - digit 
[none RR find - 1st - digit 


如 果 find-1lst-digit 检 测 到 了 x、y 或 者 z， 它 会 将 读 写 头 置 于 这 一 位 
上 。 根 据 不 同 的 标记 字母 ， 图 灵机 将 转换 到 found-1st-digit 或 者 found- 
2nd-digit. 

如 果 第 一 个 被 标记 的 数字 是 0， 那 么 我 们 就 不 需要 第 二 个 数字 了 ， 
为 无 论 如 何 结果 都 将 是 0。 所 以 我 们 可 以 通过 add-zero 将 0 加 到 当前 累积 
和 中 。 





R add - zero 
L RRR find - 2nd - digit 
如 果 第 一 个 数字 是 1， 那 么 我 们 必须 找到 第 二 位 数字 。 机 器 会 搜索 第 
二 个 标 有 x 或 者 y 的 位 。 


[0 
found-1st-digit < i 





[x È found - 2nd - digit 
find - 2nd -digit 4y L found - 2nd - digit 
none &,R find - 2nd - digit 


第 二 位 决定 了 加 入 过 程 和 的 是 什么 。 


0 R add- zero 
found -2nd-digit <1 R add - one 
—- R add - one 





需要 注意 的 是 ， 空 的 F- 格 是 那个 未 知 位 ， 我 们 已 经 假定 了 它 是 1。 在 
我 们 的 例子 中 ， 标 记 为 z 的 位 是 未 知 位 ， 所 以 add-one 会 给 过 程 和 加 1。 

给 过 程 和 加 0 通常 不 会 对 它 有 什么 影响 ， 但 是 ， 不 管 你 回 过 程 和 加 了 
什么 ， 机 器 都 需要 对 其 做 一 些 维护 。 

在 我 描述 怎样 初始 化 右边 E- 格 上 的 过 程 和 时 ， 我 曾 指出 字母 r 表 示 的 
是 0。 字 母 s 和 t 表 示 的 也 是 0， 而 u、v、w 表 示 的 都 是 1。 当 位 与 位 相 乘 的 
结 末 加 入 过 程 和 时 ， 我 们 需要 多 个 字母 来 记录 这 一 结果 加 到 了 哪 一 位 
È 








m- 格 局 add-zero 会 将 它 第 一 个 找到 的 r 变 成 s， 或 者 第 一 个 uv 变 成 v: 


| r Ps add - finished 
add-zero <u Pv add - finished 
| else RR add - zero 


Ker CARO) 变 成 s〈 代 表 0) 以 及 将 u 代 表 1) 变 成 vx 代表 1) ， 
可 以 保证 在 下 次 有 数字 加 进 过 程 和 时 ， 它 会 被 加 到 下 一 位 上 。 

将 1 加 到 过 程 和 中 需要 做 的 更 多 。 第 一 个 r〈 人 代表 0) AAV RE 
1) ， 或 者 第 一 个 u (代表 1) BAs RHO 。 对 于 后 者 ， 还 需要 进行 
进位 的 操作 。 





| r Pv add - finished 
add-one <u Ps, R, R carry 
else RR add-one 





URE SERRE EUN T ZR, MALERE, PE RI 
WLAE 7 J new-digit-is-zero: 
l Pu add - finished 
carry none Pu new - digit -is - zero 
là PRR R carry 


在 进行 了 第 一 次 位 与 位 相 乘 ， 并 将 结果 加 入 过 程 和 中 后 ， 纸 带 变 成 





了 








注意 第 一 个 r 已 经 变 成 了 v (代表 1) 。 
现在 ， 必 须 移动 x、y 和 z 标 记 来 表示 下 一 对 要 相 乘 的 位 。 一 般 来 











说 ，x 标 记 会 左 移 一 个 字符 。【〔 回 想 一 下 ，z 标 记 表 示 x 和 y 标 记 在 此 重 
合 ， 所 以 这 时 候 标记 z 会 变 为 y 标 记 ， 并 且 x 标 记 印 在 左边 一 位 ) 。 但 
是 ， 当 标记 x 到 达 最 后 〈 超 过 最 高 位 ) 时 ，y 标 记 会 左 移 一 个 字符 ，x 标 
记 移 回 最 右边 的 数字 。 当 ”标记 到 达 最 后 时 ， 乘 法 就 完成 了 。 

开始 时 ， 读 写 头 会 移 到 哨兵 点 : 








R.R erase - old - x 


lee Z.L add-finished 
如 果 erase-old-x 找 到 一 个 x， 那 么 会 把 它 探 去 。 如 果 找 到 一 个 z， 就 会 
用 y 取 代 它 。 不 管 是 哪 种 情况 ， 读 写 头 都 会 移动 到 左边 下 一 个 E- 格 : 


add -finished 


x EAL print - new - x 
erase -old-x 4 2 Pb. print - new - X 
else R.R erase - old - x 
现在 可 以 打印 下 一 个 x 标记 了 : 
@ R,R erase - old - y 
print -new -X4 y Pz find - digits 
none Px find - digits 


我 们 例子 中 的 纸 带 现在 可 以 回 到 find-digits 步 又 ， 为 下 一 次 的 位 与 位 
相 乘 做 准备 了 ; | 

9/1. fo} [1] ?]y| [vj Pet [e Jn [rp ir jr Jem 

这 次 位 与 位 相 乘 后 会 将 另 一 个 1 加 入 过 程 和 ， 只 不 过 这 一 次 将 加 在 后 
面 一 位 上 ， 因 为 它 总 是 会 加 到 最 左边 的 或 者 u 上 ; 








机 器 接着 将 标记 x 向 左 移动 一 个 位 置 


ej1| Io Ry 


这 次 位 与 位 相 乘 的 结果 是 09， 过 程 和 的 值 并 不 改变 ， 但 是 最 左边 的 r 
会 变 为 s: 











新 的 位 与 位 相 乘 的 结果 使 得 最 左边 的 r 变 成 v: 


人 xD 
现在 ，x 马 上 就 要 移 进 哨兵 的 位 置 了 。 这 种 情况 就 由 erase-old-y 和 
print-new-y 处 理 : 





[y B BO int -new - v 
erase -old - y v print - new -) 


(s 


else R, R erase - old - y 


(d R new - digit -is- one 

print -new-y* ` 
else Py, R reset - new -xX 

值得 注意 的 是 ， 如 有 果 标 记 y 也 要 移 进 哨兵 的 位 置 了 ， 整 个 乘法 惑 结 
了 ， 并 且 过 程 和 没有 溢出 分 配给 它 的 空间 。 这 样 我 们 就 知道 了 ， 未 知 位 
是 1。 

人 否则， 标记 x 必须 重 置 到 数 的 最 低位 ， 也 就 是 未 知 位 : 
none — R.Px flag - result - digits 





reset - new - X | 
ele — RR reset- new - x 


REL S ee 
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的 第 二 位 上 。 为 此 ， 当 前 累 各 和 的 第 一 个 s 或 者 v 要 对 应 地 ) 变 为 或 
者 wi: 





| Pt, RR unflag - result - digits 
Pw R.R unflag -result - digits 


flag-result-digits 41 
ee RR flag -result - digits 


剩 下 的 s 和 v 则 《对 应 地 ) 22 7yrflu: 


$ Pr, RR unflag - result - digits 
unflag - result - digits < v Pu. RR unflag - result - digits 
las N find - digits 


这 个 过 程 确 保 下 一 个 位 与 位 相 乘 的 结果 会 加 到 过 程 和 的 正确 位 置 。 
现在 纸 带 真正 做 好 了 进行 下 次 位 与 位 相 乘 的 准备 ， 这 个 位 与 位 相 乘 
的 结果 会 加 到 过 程 和 中 第 一 个 r 或 者 u 的 地 方 。 


lit jo[ yaa wl ful Prt ful Jel Jel ir] | 


整个 乘法 将 会 以 两 种 方式 中 的 一 种 结束 ， 这 两 种 方式 你 都 已 经 看 到 
过 了 。 如 果 机 器 试图 将 过 程 和 进位 到 一 个 空格 中 ， 那 么 我 们 知道 结果 肯 
定 会 超过 2， 未 知 位 一 定 是 0， 格 局 就 会 变 成 new-digit-is-zero。 或 者 ， 如 
果 y 标 记 下 一 步 该 到 哨兵 的 位 置 ， 那 么 整个 乘法 就 完成 了 ， 并 且 过 程 和 
没 超过 2， 格 局 变 为 new-digit-is-one。 

这 两 块 基本 上 是 一 样 的 。 首 先 ， 机 器 会 回 到 哨兵 点 : 

(@ R print - zero - digit 
new -digit-is-zero | - iy 
| else L new - digit - is - zero 


现在 ， 机 器 可 以 找到 空格 ， 并 在 那里 打印 0。 在 移 过 所 有 数字 的 时 
候 ， 它 可 以 探 除 所 有 还 留 厦 的 标记 。 




















0 K,D,K print - zero - digit 
print-zero-digit -|l R.E.R print - zero- digit 
| noe POüR.R.R cleanup 


类 似 地 ，m- 格 局 new-digit-is-one 会 打印 一 个 1， 作 为 新 的 数位 ， 然 后 
也 进入 cleanup 模 式 : 


((à R print -one - digit 


new - digit - is - one 


| else I new - digit - is - one 
[ 0 R.E.R print - one - digit 
print -one-digit 4 | RER print -one - digit 


‘none — PIL RRR cleanup 
在 打印 出 新 的 数位 后 ，m- 格 局 cleanup 移 除 过 程 和 ， 然 后 为 计算 下 一 
个 数位 跳 转 到 new 格 局 。 


| none N new 


lelse E.R.R cleanup 


这 样 ， 例 子 中 纸 带 的 第 四 位 就 计算 出 来 了 ， 现 在 可 以 准备 计算 第 五 
位 了 ， 

e o LI 

很 明显 ， 图 灵机 并 不 是 一 个 对 程序 员 友好 的 环境 。 大 部 分 编程 语言 
都 会 有 一 个 叫做 sqrt (或 类 似 ) 的 函数 ， 它 可 以 计算 2 甚至 任何 其 他 数 的 
平方 根 。 

然而 ， 这 些 平方 根 函 数 往往 都 有 精度 限制 。 现 在 的 大 部 分 计算 机 语 
言 都 采用 美国 电气 和 电子 工程 师 协会 (IEEE) 的 标准 来 存储 浮 点 数 。 一 
个 双 精 度 的 浮 点 数 只 能 存储 精确 到 52 位 的 二 进 制 小 数 ， 或 者 大 约 15 到 16 
位 左右 的 十 进 制 小 数 。 如 果 你 需要 一 个 更 加 精准 的 数字 ， 很 可 能 就 要 自 
已 想 办 法 了 《直到 最 近 ， 才 出 现 了 很 多 更 高 精度 的 数学 函数 ) 。 要 想像 
图 灵机 那样 能 执行 任意 多 位 数 的 运算 ， 你 会 发 现 你 要 做 的 会 和 我 刚刚 描 
述 的 过 程 差 不 了 多 少 。 

在 一 台 真 实 的 计算 机 上 ， 你 至 少 可 以 很 方便 地 进行 加 法 和 乘法 运 
算 。 如 果 你 眼前 的 任务 在 一 台 图 灵机 上 实现 几 种 不 同类 型 的 函数 ， 你 可 
能 需要 考虑 组 建 一 个 常用 表 集 ， 作 为 积木 来 措 建 一 些 更 为 复杂 的 表 。 

这 正 是 图 灵 下 一 步 记 做 的 ， 虽 然 他 的 真正 目标 是 建立 一 个 可 以 模拟 
任何 其 他 机 器 的 通用 机 。 


cleanup 
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每 个 程序 员 都 在 几乎 所 有 的 编程 工作 中 频繁 遇 到 东 些 类 型 的 任务 。 
有 了 时候， 这 些 任务 是 完全 相同 的 ;更 多 情况 下 ， 它 们 是 有 些许 区 别 的。 
甚至 在 我 们 前 面 提 到 的 计算 2 的 平方 根 的 机 器 中 ， 大 干 m- 格 局 都 是 相当 
相似 的 。 例 如 下 面 三 种 m- 格 局 : 





(m R mark - digits 
new We 
(else Z new 
TM (Q R print - zero - digit 
new -digit-is-zero 4 vix d 
(else £ new - digit - is - zero 
"T @ R print - one - digit 
new-digit-is-one <` 
(else Z new - digit -is - one 





在 一 次 循环 中 ， 这 些 m- 格 局 都 把 读 写 头 向 左 移动 ， 直到 遇 到 一 个 哨 
兵 。 然 后 ， 把 读 写 头 回 右 移动 一 个 位 置 〈 在 最 左边 的 数字 上 ) ， 接 着 机 
器 转换 到 另 一 个 m- 格 局 。 

预先 确定 机 器 中 需要 的 某 些 相似 的 m- 格 局 ， 并 且 为 那些 困难 的 工作 
预定 义 特殊 的 m- 格 局 ， 是 很 有 好 处 的 。 它 可 以 帮助 阐明 设 定 图 灵机 时 用 
到 的 策略 ， 从 而 简化 最 终 的 工作 。 

我 们 把 将 读 写 头 移 回 哨兵 的 m- 格 局 称 为 goto-sentinel。 于 是 ， 当 写 入 
并 且 想 要 把 读 写 头 置 于 哨兵 右 侧 的 数字 上 时 ， 只 

要 给 出 m- 格 局 goto-sentinel， 而 不 用 重复 地 冰 明 如 何 去 做 。 这 样 不 仅 
简化 了 机 器 描述 ， MA OME ED 可 以 帮助 任何 查看 该 机 器 的 人 理解 


r 

















我 们 可 以 就 其 自身 来 定义 goto-sentinel: 
(Q R 2222? 
goto-sentinel <` 
[else Z goto - sentinel 


而 且 马 上 就 会 发 现 了 那 一 连 串 问 号 指出 的 问题 。 机 器 在 找到 哨兵 之 
后 ， 必 须 转 癌 另 一 个 m- 格 局 ， 但 事实 上 ， 只 有 我 们 真 的 使 用 了 goto- 
sentinel, HL% f e AE BEE TUS — -m-REUR.. 我 们 需要 某 种 指明 最 终 
m- 格 局 的 方法 ， 以 保持 goto-sentinel 的 灵活 性 。 

解决 方法 是 将 goto-sentinel 定 义 成 非常 类 似 数学 函数 的 形式 ， 其 中 最 
终 m- 格 局 就 是 这 一 疯 数 的 参数 : 
(@ R A 


oto-sentinel(A) < 
3 m | else L goto - sentinel(A) 


现在 ， 我 们 可 以 不 再 使 用 new、new-digit-is-zero 和 new-digit-is-one 











这 些 m- 格 局 了 。 在 进行 平方 根 运 算 的 机 器 运行 的 最 开始 ， 我 们 不 用 把 
begin 转 癌 new， 再 把 new 转 向 mark-digits， 可 以 指定 : 

begin none P@, R, P1 goto - sentinel(mark - digits) 也 不 用 像 下面 这 样 
把 carry 定 义 成 转向 new-digit-is-zero: 


x Pu add -finished 
carry ;none Pu new - digit - is - zero 
lu Pr. R. R carry 
而 是 使 之 指 癌 goto-sentinel， 然 后 再 转 到 print-zero-digit: 
i Pu add - finished 
carry none Pu goto - sentinel(print - zero - digit) 
l Pr.R.R carry 


说 到 print-zero-digit， 你 是 否 发 现 它 与 print-one-digit 相 比 ， 除 了 打 
印 的 数位 不 同 ， 功 能 上 是 完全 相同 的 ? 更 好 的 做 法 是 定义 一 般 的 print- 
digit 函 数 ， 其 参数 就 是 要 打印 的 字符 ; 
| R.E.R print - digit(a) 
5 | KER print - digit(a) 


-- Pa, R. R. R cleanup 


注意 ， 最 后 一 行 的 Pa 操作 表明 ， 被 打印 的 字符 是 print-digit 的 参数 。 
此 时 ，m- 格 局 carry 变 成 了 : 
fr Pu add - finished 
| 
carry «none Pu goto - sentinel(print - digit(0)) 


lu Pr.R,R carry 


m- 格 局 print-new-y《〈 用 来 检测 什么 时 候 应 该 转向 格局 new-digit-is- 
one) 变 为 : 


print - digit(a) 


ini (a R goto - sentinel(print - digit(1)) 
rint -new - y 
i ; [else Py.R reset - new - X 





现在 的 程序 员 很 快 就 会 了 解 这 个 概念 。 不 同 的 编程 语言 对 此 有 着 不 
同 的 说 法 ， 如 程序 、 函 数 或 方法 ， 最 一 般 性 的 说 法 是 子 程序 。 近 几 十 年 
来 ， 子 程序 已 成 为 计算 机 程序 中 最 通用 的 结构 单元 。 

阅读 本 书 的 程序 员 在 把 他 们 对 子 程序 的 理解 应 用 到 这 些 带 参数 的 格 
局 上 时 ， 需 要 说 慎 些 。 这 些 格局 最 初 主 要 用 来 前 明 图 灵机 的 结构 ， 并 且 
写 起 来 更 容易 。 这 里 没有 “调用 ” 某 一 格局 或 者 从 一 个 格局 中 “返回 * 概 











图 灵 在 选 定 “m- 函 数 ” 这 个 相对 更 好 的 术语 前 ， 把 这 些 市 参数 的 格局 
称 为 “骨架 表 ”， 并 把 使 用 “骨架 表 ” 的 机 器 表 叫 做 “ 缩 略 表 ”。 
4. Abbreviated tables. 

There are certain types of process used by nearly all machines, 
and these, in some machines, are used in many connections. 
These processes include copying down sequences of symbols, 
comparing sequences, erasing all symbols of a given form, etc. 
Where such processes are concerned we can abbreviate the tables 
for the m-configurations considerably by the use of "skeleton 
tables". In skeleton tables there appear capital German letters and 
small Greek letters. 

4. 缩 略 表 

有 些 过 程 几乎 所 有 的 机 器 都 使 用 ， 并 且 在 一 些 机 器 中 ， 这 些 过 程 
会 在 很 多 情况 下 使 用 。 这 些 过 程 包括 复制 符号 序列 、 比 较 序 列 、 删 除 
某 一 形式 的 所 有 符号 等 。 在 使 用 这 些 过 程 的 地 方 ， 我 们 可 以 使 用 " 骨 
染 表 "来 大 大 简化 表 中 的 m- 格 局 。 上 骨架 表 里 通常 使 用 大 写 德 文字 母 和 
/)\ 5 45 HEFL 

令 人 惊讶 的 是 ， 大 写 德 文 字母 比 它们 相应 的 小 写字 母 更 难 读 。 所 
圣 ， 图 灵 只 使 用 了 A 到 了 E 之 间 的 字母 ， 不 过 借助 大 号 字体 来 熟悉 这 些 大 
写字 母 还 是 会 有 帮助 的 : 


A B C D E 
U Cy y 
(9$ 606€ 
要 特别 注意 ， 字 母 A 看 上 去 更 像 U， 也 要 留意 C 和 FE 之 间 的 细微 差 
别 。 图 灵 在 本 节 中 使 用 的 希腊 字母 是 斜体 的 aq、PB 和 y。 


These are of the nature of “variables”. By replacing each capital 
German letter throughout by an m-configuration 
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and each small Greek letter by a symbol, we obtain the table for 
an m-configuration. 

ee ee TE. JUGAR PASE SRA 7 m-F& S 
蔡 ， 每 一 个 小 写 希 腊 字 母 用 一 个 符 写 代 茶 ,我 们 就 可 以 得 到 一 个 关于 
m- 格 局 的 表 。 

我 在 例子 中 使 用 大 写 拉 丁字 母 表 示 m- 格 局 ， 而 图 灵 使 用 了 大 写 的 德 
文字 母 。 我 使 用 小 写 拉丁 字母 表示 一 个 符 写 ， 而 图 灵 使 用 的 都 是 小 写 希 
音字 母 。 他 的 例子 中 通常 包含 多 个 参数 。 

现在 的 子 程序 〈 比 如 sqrt) 保存 在 称 为 库 的 文件 中 ， 程 序 员 通过 指定 
名 字 来 使 用 它们 。 甚 至 可 以 说 ， 整 个 操作 系统 ， 比 如 Unix、Windows 或 
者 Mac 操 作 系 统 ， 都 主要 由 可 供 运 行 在 该 操作 系统 上 的 应 用 程序 使 用 的 
子 程序 组 成 。 

然而 ， 对 图 灵 来 说 ， 骨 架 表 的 存在 仅仅 是 为 了 让 其 更 大 的 机 器 更 易 
于 构建 《从 他 的 角度 ) ， 并 且 更 易于 阅读 和 理解 “从 我 们 的 角度 ) 。 

The skeleton tables are to be regarded as nothing but 
abbreviations: they are not essential. So long as the reader 
understands how to obtain the complete tables from the skeleton 
tables, there is no need to give any exact definitions in this 
connection. 

^ ade bU eT Hae. EMF AR Ew RIDA. RRA NA 
了 如 何 从 骨架 表 中 得 到 完整 的 表 ， 这 里 就 没有 必要 给 出 任何 明确 的 定 
DU 

图 灵 说 ， 骨 和 架 表 不 是 必 不 可 少 的 ， 的 确 如 此 。 如 果 骨 和 架 表 只 是 作为 
一 个 有 趣 的 概念 而 提出 ， 并 且 只 限于 论文 的 这 一 节 ， 那 么 很 容易 被 上 略 
过 。 然 而 ， 图 灵 正 在 为 他 的 通用 机 创造 条 件 ， 而 通用 机 广泛 采用 了 本 市 
图 述 的 骨架 表 。 如 果 没 有 这 些 表 ， 对 通用 机 的 说 明 可 能 更 见长 也 更 复 
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因此 ， 了 解 图 灵 的 最 终 意 图 ， 就 更 容易 理解 这 些 表 。 正 如 他 会 在 第 7 
市 要 论述 的 ， 通 用 机 解释 了 一 条 包含 编码 成 一 系列 字母 的 计算 机 器 的 纸 
带 。 最 左 端 是 中 央 元 音 的 哨兵 。 纸 带 在 F- 格 和 FE- 格 间 交 蔡 变 化 。E- 格 依 
然 是 可 擦 除 的。 在 通用 机 中 ，F- 格 包含 更 多 的 是 字母 而 不 是 数字 。 尺 管 
如 此 ， 机 器 总 是 顺序 地 从 左 往 右 地 打 FHF- 格 ， 且 不 擦 除 之 前 的 符号 。 因 
此 ， 一 行 中 大 出 现 两 个 空格 ， 则 表明 那个 点 的 右边 没有 F- 格 。 

Let us consider an example: 











m-confiz. Symbol Behaviour Final 
m-config. 


à L AEB) From the m-configuration 

nta L (8,99) KE, 9, o) the machine finds the 
symbol of form o which is far- 

x œ thest to the left (the “first o") 

and the m-configuration then 

becomes C. If there is no o 

None R (© Boa) then the m-configuration be- 
comes 55, 

ot © 


(C, B, a) {nota R fE, D,a) 


KE, 93 a) 


A, B, afnota R fÉ, Sa) 


None R Pa 
我 们 来 看 个 例子 : 


meh ”符号 。 行为 ”最 终 mm- 格 局 


L Sa) BME Sa) And 
mio L WES AP, PRABRA AAS 
| 说 的 a 特 号 {第 一 个 a )， 则 m- 
: d 格局 转向 区 。 如 果 没 有 w， 则 
i, 9,) {nota R MEGa nae 


KE, D,a) 


Noe R  f(8,9,0) 


ü e 


(€ Ba) (nota R R(G, 95,0) 


Noe R $ 

他 本 可 从 更 简单 的 例子 开始 ， 但 是 这 个 例子 的 优点 在 于 ， 它 可 以 展 
示 出 所 有 的 特性 。 图 灵 在 表 的 右边 给 出 了 解释 。【〔 图 灵 在 定义 通用 机 的 
时 候 也 把 解释 放 在 了 表 的 右边 。) 

尽管 图 灵 真 正定 义 的 是 一 个 名 为 了 的 函数 ， 但 是 这 个 函数 要 求 了 其 
他 两 个 函数 1 和 ff，。 它 们 都 有 三 个 相同 的 参数 : 两 个 m- 格 局 和 一 个 符 
号 。 咎 把 读 写 头 同 左 移 动 ， 直 到 遇 到 一 个 中 央 元 音 ， 此 时 m- 格 局 转 同 下 
1。 只 要 方 格 内 不 是 w， 读 写 头 就 癌 右 移 。 (注意 ，a 是 下 的 第 三 个 参 
数 。) 如 果 遇 到 一 个 wa， 它 转 到 m- 格 局 人 一 一 了 的 第 一 个 参数 。m- 格 局 
fi 和 了 > 很 相似 。 它 们 一 起 可 以 有 效 地 找到 一 行 里 连续 的 两 个 空格 。 当 
F 1 遇 到 一 个 空格 的 时 候 ， 它 转换 成 了 ,。 如 果 接 下 来 的 字符 不 是 空格 ， 
它 又 转换 回 了 1。 只 有 当下 > 再 遇 到 一 个 空格 〈 这 个 空格 一 定 是 一 行 中 连 
续 的 第 二 个 空格 ) 时 ， 则 停止 ， 并 且 转 向 m- 格 局 人 3，3 是 F 的 第 二 个 参 
数 。 在 这 种 情况 下 是 没有 a 的 。 

因此 ，fF 代 表 了 find。 如 果 它 找到 了 a， 则 转 问 m- 格 局 G6 ， 读 写 头 将 
设置 在 第 一 个 (最 左边 的 ) qa 处。 如果 它 找 不 到 a， 就 会 转向 m- 格 局 。 








事实 上 ， 这 个 表 里 有 令 人 困惑 的 地 方 。 在 两 个 m- 格 局 F QA Fo 
F, “ot a”* 的 意思 看 上 去 像 是 “任何 不 是 a 的 非 空格 ”?"， 因 为 男 一 个 格局 
考虑 到 了 “None” BIA 空格 的 情况 。 然 而 ， 第 一 个 m- 格 局 不 包含 “None” 情 
况 ， 为 一 致 起 见 ， 它 应 该 包含 这 一 情况 。“None” 应 该 和 “not a” LLL 的 情 
i e 

在 一 个 完整 机 器 的 表 里 ， 应 该 采用 类 似 下 面 最 终 m- 格 局 列 中 的 条 目 
Her 


m- 格 局 符号 操作 最 终 m- 格 局 








Hq, v, x) 
其 中 ，m- 格 局 9 和 z 应 该 在 机 器 的 其 他 地 方 定 义 ，x 应 该 是 机 器 使 用 
的 一 个 符号 。 
If we were to replace © throughout by 9 (say), 站 by r, anda 
by x, we should have a complete table for the m-configuration 
Ka, t, x) | 
BRERA HCH RE, BA vcf E, aBbd S, WARIS 


得 到 m- 格 局 作 9, 6 X) 的 一 个 完整 表 。 
在 完整 机 器 的 上 下 文中 ， 这 个 骨架 表 可 以 有 效 地 扩展 为 下 表 : 


m- 格 局 RI 操作 最 组 m- 格 局 

I r 

h 

not o E f 

x q 

h not x R fl 
None R t 

X q 

f> not x R h 
None R t 


ET le] —“ glas AY Be TE ew, DUE, m-f FART. 
的 扩展 版 在 每 次 使 用 时 都 需要 不 同 的 名 字 。 
f is called an "m-configuration function" or "m-function". 
F 说 称 作 “m- 格 局 函数 "或 “m- 函 数 ”。 
这 是 一 个 比 “ 骨 架 表 ”更 好 的 名 字 。 一 般 情况 下 ， 我 会 把 它们 简称 为 
函数 ， 硕 望 不 会 引起 读者 的 困惑 。 
The only expressions which are admissible for substitution in an 
m-function are the m-configurations and symbols of the machine. 
These have to be enumerated more or less explicitly: they may 


b 
include expressions such as P(e,x 
are any m-functions used at all. 


m- PR f ep SO ES RIN GA UA AD Las BU m- Js RUPES. Be ER 


少 地 还 是 有 必要 明确 地 把 它们 列举 出 来 ， 它 们 可 能 m (Oi 
样 的 表达 式 。 事 实 上 ， 如 果 使 用 了 任何 m- 函 数 ， 则 一 定 会 包含 这 样 
的 表达 式 。 





). indeed they must if there 


如 果 已 经 定义 了 一 个 名 为 上 的 m- 函 数 ， 并 且 一 台 机 器 在 它 的 最 终 m- 
格局 列 中 引用 到 该 函数 ， 那 么 必须 将 作为 这 台 机 器 的 m- 格 局 来 考虑 。 

令 图 灵 焦 虑 的 是 ， 一 个 m- 函 数 的 参数 可 以 是 其 他 mm- 函数。 换 人 句 话 
说 ，m- 函 数 可 以 舰 套 。 不 要 担心 ， 你 会 看 到 很 多 这 样 的 例子 。)〉 问题 
来 目 隐 含 地 允许 无 限 递归 。 无 限 递归 是 指 一 个 函数 可 以 指 网 本 吴 ， 或 者 
指 疝 第 二 个 函数 ， 而 第 二 个 函数 义 反 过 来 指向 第 一 个 函数 。 如 果 人 允许 无 
限 递 归 ， 那 么 一 个 机 器 最 后 会 包含 无 穷 个 m- 格 局 ， 而 这 违背 了 图 灵 对 计 
算 机 右 的 最 初 定义 。 

If we did not insist on this explicit enumeration, but simply stated 
that the machine had certain m-configurations (enumerated) and all 
m-configurations obtainable by substitution of m-configurations in 
certain m-functions, we should usually get an infinity of m- 
configurations; e.g., we might say that the machine was to have the 
m-configuration q and all m-configurations obtainable by 











substituting an m-configuration for © in je). . Then it would have 
9 HQ), p(p(9)), P (p(x(9))), ... as m-configurations. 

如 果 我 们 不 坚持 这 样 明确 地 列举 ， 而 只 是 简单 地 声称 这 个 机 器 有 
某 些 特定 的 m- 格 局 〈 并 列举 出 来 ) ， 以 及 所 有 可 以 通过 代 换 某 些 特 
定 m- 函 数 中 的 m- 格 局 得 到 的 m- 格 局 ， 那 么 通常 情况 下 ， 我 们 会 得 到 
无 穷 个 m- 格 局 。 例 如 ， 假 设 机 器 拥有 m- 格 局 9 ， 以 及 所 有 可 以 通过 

(CS 
feti P. CO) 里 的 m- 格 局 @ 得 到 的 m- 格 局 ， 则 我 们 会 得 到 如 下 无 穷 个 
mm 格局, 12 PO) P (PCS), POO), 
我 们 必须 保证 ， 在 机 器 中 代 换 所 有 的 m- 格 局 之 后 ， 得 到 的 仍然 是 有 
限 数量 的 m- 格 局 。 

Our interpretation rule then is this. We are given the names of 
the m-configurations of the machine, mostly expressed in terms of 
m-functions. 

这 便 是 我 们 的 解释 规则 。 已 知 的 机 器 m- 格 局 的 名 字 大 多 数 以 m- 函 
数 的 形式 给 出 。 

图 灵 叉 提前 考虑 到 了 他 的 通用 机 ， 后 面 可 以 看 到 ， 大 部 分 通用 机 的 
确 是 按照 本 节 定 义 的 m- 函 数 来 表达 的 。 


We are also given skeleton tables. All we want is the complete 





table for the m-configurations of the machine. This is obtained by 
repeated substitution in the skeleton tables. 

骨架 表 也 给 出 了 。 我 们 需要 的 是 一 张 机 器 的 m- 格 局 的 完整 表 ， 它 
可 以 通过 对 骨架 表 的 重复 代 换 操作 得 到 。 

或 许 在 这 一 点 上 ， 图 灵 稍 微 有 点 偏执 了 。 通 常情 况 下 ， 我 们 不 需要 
显 式 地 列举 出 机 器 的 所 有 m- 格 局 ， 而 只 需要 知道 有 限 个 m- 格 局 即 可 。 
[237] 





Further examples. 

(In the explanations the symbol "rarr;" is used to signify "the 
machine goes into the m-configuration...”) 

更 多 例子 

(解释 中 的 符号 " "用 来 表示 “机 器 转 同 某 个 m- 格 局 ..…...”) 

图 灵 把 出 现在 骨架 表 右 边 ， 看 上 去 常常 很 隐秘 的 描述 称 为 “解释 ”。 
这 些 表 的 列 都 杂乱 地 排列 在 一 起 ， 而 且 没有 列 标题 。 有 些 表 只 包含 m- 格 
局 和 最 终 m- 格 局 ， 而 其 他 的 表 包 含 扫描 字符 列 和 操作 列 ， 它 们 必须 根据 
内 容 的 不 同 而 有 所 区 分 。 

图 灵 在 下 一 个 例子 中 ， 给 出 了 一 个 m- 函 数 作为 另 一 个 m- 函 数 的 参数 
出 现 的 情况 。 


(E, B, a) (,(€, 9,0), D,a) — From «€, 9, a) the first w is 





uC Ba) E é erased and > (€. If there is no 
i a 

Jj ^ | S A | T pum "ue i 1 vai F LS 

lv, XD, a) Hale, W, a), W, a) Bitle, $5, a), 如 果 Hn $i dh 


aC, Ba E e —q, MERE, JJ H26:;-4 


Lik Aa, WB 

¢ 表示 “ 擦 除 ”。 这 个 函数 首先 使 用 FF 寻找 (最 左边 ) 第 一 次 出 现 的 
qa， 如 果 找 到 了 ， 那 么 将 读 写 头 将 置 于 这 个 字符 上 。 注 意 ，FF 的 第 一 个 
参数 是 函数 中 。 这 意味 着 如 果 了 下 找到 了 字符 wa， 它 将 转 回 己 ， 忆 只 是 简 
单 地 擦 除 这 个 字符 ， 然 后 转 同 m- 格 局 G 。 如 果 F 了 没有 找到 a， 那 么 它 将 
转 同 m- 格 局 多 。 

如 果 你 确实 仔细 检查 了 这 些 情况 ， 而 不 仅仅 是 接受 图 灵 关 于 它们 可 
以 运行 的 说 法 ， 那 么 你 可 能 会 质疑 为 什么 81 需 要 这 么 多 的 参数 。 它 确实 








S 
TGUEA S. UP DE Re so 1092 ， 
提醒 程序 员 们 :你们 可 能 因为 知道 大 多 而 不 能 准确 地 理解 m- 函 数 的 
EE. 尽管 难 以 抵制 在 传递 给 F 前 必须 以 菜 种 方式 “被 执行 "的 想法 ， 
但 是 我 们 还 是 要 抵制 这 样 的 倾向 ， 要 把 F 的 第 一 个 参数 看 作 是 给 出 了 F 
在 找到 a 后 最 终 转 向 的 目的 地 。 
图 灵 定 义 了 。 函数 的 第 二 版 本 ， 它 包含 两 个 参数 ， 而 不 是 三 个 : 





(35, a) AAD, ar), 5, a) From «55, a) all letters o are 
erased and > 35. 


经 过 ($, a) 


a, REDD 

定义 两 个 拥有 相同 的 名 字 但 根据 不 同 数目 的 参数 进行 了 区 分 的 不 同 
图 数 ， 是 一 种 非常 高 级 的 编程 技术 ， 称 为 函数 过 载 ， 这 在 很 多 老式 程序 
设计 语言 中 是 不 允许 的 。 

两 参数 版 本 的 8 函数 调用 三 参数 版 本 的 8 函数 来 擦 除 第 一 个 a， 但 是 
注意 ， 前 者 也 可 以 作为 后 者 的 第 一 个 参数 。 后 者 成 功 地 找到 并 且 擦 除了 
第 一 个 qg， 然 后 转向 前 者 ， 前 者 继续 调用 后 者 来 擦 除 下 一 个 aq。 这 个 过 程 
一 直 持 续 进 行 ， 直 到 所 有 的 字符 oa 被 探 除 。 

现在 ， 图 灵 有 效 地 利用 磐 套 和 递归 表示 了 重复 任务 的 执行 ， 这 种 做 
法 是 很 明智 的 。 

然而 ， 使 用 两 参数 " 作为 三 参数 " 的 一 个 参数 来 执行 两 参数 ， 这 
样 的 做 法 看 上 去 会 让 我 们 最 担心 出 现 m- 格 局 无 限 仍 套 的 情形 。 

The last example seems Somewhat more difficult to interpret 
than most. Let us suppose that in the list of m-configurations of 


some machine there appears elb, x) (= J» say). 

最 后 的 例子 看 上 去 比 其 他 例子 更 难 解释 。 假 设 某 个 机 器 的 m- 格 局 
WIZE PHBL e(5.,x) GhiTZ—932. 

m- 函 数 & 只 有 出 现在 机 器 的 最 终 m- 格 局 列 中 时 才能 在 机 器 运行 过 程 
中 发 挥 作用 。 如 。 (b,x)， 其 中 6 是 机 器 中 使 用 的 m- 格 局 。 现 在 我 们 
可 以 说 8&，(b6,) 是 机 器 的 男 一 个 m- 格 局 ， 并 且 只 要 我 们 不 使 用 9 代表 
机 器 中 任何 其 他 的 m- 格 局 ， 我 们 就 还 可 以 用 9 来 表示 这 个 新 的 m- 格 
局 。 


oh à PLORA JE die e Br ay d 
(D,a) (o(B, a), D,a) Hae TA E 


3 














Scu b. WED Las emt ea EAD e (6, x)， 我 们 已 经 给 
机 需 增 加 了 妃 一 个 状态 。 图 灵 用 两 种 不 同 的 形式 给 出 它 的 定义 。 





The table is 
e(b, x) e(e(b, x), b, x) 
or 
q e(a, b, x). 
pU XE: 
e(b, x) e(e(b, x), b, x) 
或 者 


q e(a, b, x). 
(最 后 一 行 末 尾 的 句号 是 以 “这 个 表 是 ..….. ”开头 的 句子 的 一 部 


分 。) EAS e (1> D ， 间 是 机 器 的 另 一 个 m- 格 局 。 从 下 面 的 推 


广 可 以 看 出 ，e (9 5 P ,和 同样 也 是 机 器 的 另 一 个 m- 格 局 。 
Or, in greater detail: 





q e(q, b, x) 
elg, b, x) F(e1(q, b, x), b, x) 
e1(9, b, x) E q. 
或 者 ， 更 详细 地 表示 为 : 
q e(q, b, x) 
elg, b, x) We1ta, b, x), b, x) 


e1(9, b, x) E g. 
(同样 ， 最 后 一 行 9 之 后 的 句号 表示 这 个 表 被 当成 了 句子 的 一 部 
分 。) ER, BR. otal. 9 已 经 是 这 人 台 机 器 的 一 个 m- 格 
局 了 ， 因 此 ， 不 会 导致 m- 格 局 的 无 限 产 生 。 


In this we could replace e1(9, b, x) by 9' and then give the table 
for f (with the right substitutions) ad eventually reach a table in 





which no m-functions appeared. 


这 里 ， 我 们 使 用 9' 代替 “1(9， 了 ，x)， 然 后 给 出 F 的 表 进行 适 
当地 代 换 ) ， 最 终 可 以 得 到 一 个 不 包含 任何 m- 函 数 的 表 。 
正如 图 灵 使 用 9 来 代表 格局 e( 6,x) 一 样 ， 他 还 可 以 使 用 q 表示 


eilg b, y 使 用 其 他 的 格局 来 表示 el 和。 

现在 ， 我 们 已 经 掌握 了 这 些 函数 〈 才 怪 ! ) ， 图 灵 不 断 地 积累 这 些 
函数 。 我 知道 ， 现 在 我 们 很 难看 出 这 些 函 数 是 如 何 恰当 地 搭配 在 一 起 
的 。 为 了 构造 通用 机 ， 图 灵 需 要 一 些 操作 单个 字符 或 字符 囊 的 通用 类 型 
的 函数 ， 读 者 已 经 看 到 了 查找 和 控 除 函数 。 他 还 需要 前 切 、 复 制 、 粘 巾 
和 一 些 标准 打印 函数 。 

函数 he 表示 “在 结尾 打印 *。 它 在 第 一 个 空 的 E_ 格 处 打印 8 表示 的 符 


r1 


TT o 
pl, B) (pel, B),€,a) From pe (C, B) the machine 


| (ga) Prints B at the end of the 
Any RR min) sequence of symbols and > €. 





pelë, B) 5 
None Pf : 
m6, 有) (im(6,8,6,9) — itv € P), 机 器 在 符号 
Any R,R vo (C,p) PIHKAN, REE 
pelë, 月 ) 


None Pj e 


这 个 函数 隐藏 着 一 些 假 设 。 通 常情 况 下 ，『 了 寻找 其 第 三 个 参数 在 最 
左边 的 第 一 次 出 现 ， 但 是 这 里 的 个 第 三 个 参数 是 一 个 中 央 元 音 ， 它 也 是 
F 为 到 达 序列 最 左边 所 要 寻找 的 符号 。 于 是 ， 正 如 图 灵 在 第 85 页 给 出 的 
第 二 个 机 器 的 例子 ， 函 数 pe 也 假设 每 行 中 存在 两 个 中 央 元 首 。 这 个 m- 函 
数 了 首先 找到 这 两 个 中 央 元 音 中 最 右边 的 一 个 〈 出 现在 E- 格 的 那个 ) ， 
RIES KA ATAF- Roch. Ra, KA HFA 
问 右 移动 ， 直 到 找到 一 个 空格 ， 并 在 此 打印 一 个 8 字符 ， 对 于 大 多 数 计 
算 机 天 来 说 ， 这 个 5 将 是 0 或 1。 








Be POKIRHPIT RET H i35. ARATE LS VAT AEAH 6: GB 
左边 的 ) Uu e 〈( 指 右边 的 ) 的 函数 ， 然 后 分 别 用 它们 与 了 


结合 得 到 另 
外 两 个 函数 站 和 了 必 。 这 两 个 新 的 函数 在 找到 所 需 字符 后 会 将 读 写 头 同 左 
或 者 癌 右 移动 。 

KE) L ë From F(E, D,a) it does the 
| same as for (C, 930) but 
(© R e moves to the left before > €. 

PE, D a) 


iE), D, a) 
ME, 95 o) We), 93, a) 
(©) L € NE, Ba) 5 KE, Ba) 
(&) R € kp, RH RvcESC 
MC, 93, a) (E, Ba) 前 需要 向 左 移动 
PE B a) t€), B, a) 


RADA EMMA AAD fe, MSE PAP’, (AAR Ae SAY EU 

8 AALS RIES MACH PLB PAE. ES 
《的 功能 是 “复制 >?。 字 符 wx 更 可 能 是 一 个 标记 。《 首先 找到 这 个 标记 左 
边 的 F- 格 里 的 字符 ， 然 后 使 用 并 将 该 字符 复制 到 尾部 第 一 个 空 的 FE- 格 
中 。 

€, D, a) 


(a, D,a) dC, 3X0) The machine 


T | writes at the end the first sym- 
(€) p ne, p) bol marked a and > €. 

(€, D, a) (q(&), 5, a) (8, Ba) AFREEN 
aC) 8 EA 写 下 由 % 标 记 的 第 一 个 符号 ,然后 


0 


注意 上 面 的 函数 使 用 站 来 寻找 字符 wa， 因 此 操作 结束 的 时 候 读 写 头 位 
ac 正好 是 这 个 标记 指示 的 字符 处 。 
函数 的 语法 比较 独特 ， 扫描 到 的 字符 成 为 了 并 的 第 二 个 参数 。 图 
E 
[238] 
The last line stands for the totality of lines obtainable from it by 
replacing B by any symbol which may occur on the tape of the 
machine concerned. 
最 后 一 行 代 表 了 用 机 器 纸 融 上 可 能 出 现 的 任意 符号 代替 B 后 得 到 的 
所 有 的 行 。 
例如 ， 如 果 函 数 c 只 用 来 复制 0 或 1， 那 么 事实 上 ，“1 会 被 定义 成 : 





| 0 pe(&, 0) 
a(&) i 
l pe(©, 1) 


PR ce AE Y ELBUJEERER T. ERAT AAR AERA T BUTS hx 
本 。 


alë, B, a) (E, B, a), D, a) aD, a) The machine 
copies down in order at the 


oS, a) cee, a), 9,0) — end all symbols marked o 
and erases the letters a; > 35. 
lE, 33, a) dol, D,a), D,a) (D, a) 表示 机 器 从 屁 
D,a) ABa Da)  PERELRUET Nakit 
hy, RBA EO, X5 

21 


之 三 个 参数 的 tw 前 先 使 用 ¢ RE EI Lain CE. PRE e 
探 除 这 个 标记 。 带 两 个 参数 的 此 则 使 用 三 参数 版 本 的 函数 来 复制 第 一 个 
数字 并 欣 除 标记 ， 然 后 再 转 问 两 参数 版 本 的 函数 。 实 际 上 ， 上 所 有 标记 为 
a 的 符号 都 被 复制 到 纸 带 尾部 第 一 批 可 用 的 F- 格 里 。《〈 在 第 77 页 图 灵 的 





第 二 个 例子 中 ， 本 可 以 使 用 这 个 函数 把 一 连 串 的 1 复制 到 纸 带 的 尾 

部 。) 

是 时 候 提 出 效率 这 个 令 人 生 晨 的 问题 了 。 图 灵 定 义 的 函数 看 上 去 很 
精密 紧凑 ， 但 事实 上 里 面 隐藏 痢 巨 大 的 工作 量 。 为 了 执行 一 次 复制 和 控 
除 ， 函 数 ¢ 要 使 用 FF 来 寻找 标记 (并 记 住 F 要 一 路 回 济 到 哨兵 ) ， 然 后 
再 使 用 eg ， 而 8 叉 要 调用 FF 来 找到 相同 的 标记 后 才能 将 其 擦 除 。 一 种 更 
高 效 的 方法 是 使 用 以 在 第 一 次 找到 茶 个 标记 ， 并 在 复制 字符 之 前 就 将 其 
探 除 。《〈 为 了 纪念 图 灵机 具名 昭著 的 低 性 能 ， 我 们 使 用 “图 灵 源 至 

坑 ' 十 2 一 词 来 描述 过 度 一 般 化 的 计算 机 例 程 ， 准 备 这 些 例 程 比 运行 它 
们 花费 的 时 间 更 多 。) 

但 是 ， 图 录 并 不 关心 效率 问题 ， 毕 部 ， 机 器 都 是 想象 出 来 的 。 如 果 
他 愿意 ， 可 以 以 106 ZHZ 的 频率 来 运行 机 右 ， 没 有 人 会 考虑 做 了 多 
DICH 

PAB re ETS EU. DEAL Boe bin. PAT Blix Ae a, 
HABER. CAR RAIS ROATEF-R Fic FHT, Alt 
我 们 可 知 wc 和 有 是 标记 。) 











eE, 95, a, A) Kr (&, Ù, o, 8), D,a) wl, 5, a, P). The machine 
| mee replaces the first a by B and 
$0 t ndm ie 

mC, Sa, p). E, Pp : 36 933 ifthereis noo. 

(e, D, d, p) Re (8, D, a, p), 3, a) (e, D,a, p à 机 5 用 f 

lE, 25 ff, B) E, PB e kia 第 | a» e 4 如 


Zitha, WID 
三 参数 版 本 的 函数 用 8 蔡 换 所 有 的 a 标 记 。 


(3, o, fl) et 5, o, A), S, o, B). v3, o, 6). The machine re- 
places all letters œ by fl; 335. 
(33, a, B) relte(B, a, f), B, a, 8) ™ Se, f). HERNA 


Hartt, KEDD 
为 了 保持 一 致 ， 右 边 的 解释 部 分 的 第 一 行 应 该 缩 进 两 个 字符 。 
如 果 你 已 经 熟悉 了 图 灵 的 方法 和 命名 规则 ， 就 会 知道 下 面 这 个 函数 





co Ie Hose p e Hill A FF HR”) « 


aE, 95, a) dt €, D, a, a), D, a) aÑ, o) differs from 
AD, a) ak, a), (D, a, a), a) e, a) only in that the 


letters o are not erased. The 
m-configuration «(35, @) is 
taken up when no letters 


aon 


o" are on the tape. 


(C, D, a) dte B, B, a, a), 5, a) AD, a)5ba(S, a)i 
al, a) (el, a), eD, aaa) Bal Let, we Hatt 


TER s T d dn nk 上 没有 T 
Hait, nde it 


被 转 走 
图 灵 论 文 的 其 他 地 方 没有 使 用 到 这 些 函数 。 
通用 机 要 求 有 “搜索 并 蔡 换 * 功 能， 于 是 图 灵 接 着 用 了 半 页 的 篇 幅 展 
RTP CHR) 和 中 * (“比较 并 擦 除 ”) 函数 。 由 于 这 些 函 数 里 的 最 
终 m- 格 局 太 长 ， 因而 图 灵 的 解释 没有 放 在 每 个 表 的 右边 ， 而 是 放 在 了 下 
面 。( 第 一 行 有 个 错误 : Hx UE Pipl ike Ss. TER 
列 出 现 的 一 些 句 号 也 没有 任何 意义 。 

















q €, 91, &, o, B) F(qu(&1 YI, 8), (91, €, 8), o) 
q1(€ M, p) y (pal, 9f, y), 9, p) 
y e 
not y YI. 


The first symbol marked alpha; and the first marked p are 
compared. If there is neither a nor B, > €. If there are both and the 


symbols are alike, > &. Otherwise — 9, 

pel, 9L, &, a, B) qXe(e(&, ©, 8), ©, a), 9L, ©, æ, B) 

uit Co . -((S, Of (& 

pe(€, 2, €, differs from PCE; al, €, a, D) in that in the 
case when there is similarity the first a and B are erased. 

cpe, ©, aw, B) cpelepe( Dl, ©, a, 8), 9L, ©, o, B). 

Ol E 

pel¥l, ©, g, B). The sequence of symbols marked a is 
compared with the sequence marked 6 — © if they are similar. 
Otherwise > 9|, Some of the symbols a and B are erased. 


pE, 9L €, o, B) PIG 9I, A), (LL &, B), a) 
qq (©, 91, B) y F(q(&, 9L, y), 9, B) 
y e 
qo (6, 9f, y) 
not y 9, 


比较 第 一 个 a 标 记 的 字符 和 第 一 个 B 标 记 的 字符 。 如 果 即 没有 标记 
a 也 没有 标记 B， 则 “@。 如 果 标 记 a 和 B 都 存在 ， 并 且 所 标记 的 字符 
-7 €; FF Il Of. 

pE, 9L, &, a, B) qe(e(&, ©, 8), ©, o), 9L, ©, o, B) 

pe(C, YI, 6. a, P) KE epel€, J, ©, a, p) a, B) 的 不 同 之 处 
在 于 ， 如 果 存 在 一 对 相同 的 字符 ， 那 么 第 一 个 aq 和 B 将 被 擦 除 。 

qhe(ol &, a, p) cpe(cpe( 9L, ©, a, B), 9L, ©, aw, B) 


qe (€, 9, €, & 了， 比较 o 标 记 的 符号 序列 和 B 标 记 的 符号 序 
列 。 如 果 它 们 是 相似 的 ， 则 ,CG ， 否 则 9[。 一 些 q 和 B 将 被 擦 除 。 

图 灵 在 这 里 所 说 的 “相似 "是 指 "完全 相同 ”。 

现在 ， 图 灵 已 经 用 完了 他 能 想到 的 容易 记忆 的 所 有 函数 名 称 ， 因 为 
他 把 接 下 来 的 函数 仅 简单 命名 为 9 。 不 幸 的 是 ， 这 也 是 一 般 情况 下 他 用 
来 表示 m- 格 局 的 字母 ， 更 粳 糕 的 是 ， 后 文中 他 使 用 6 来 指 代 这 个 函数 。 

我 相信 ， 图 灵 本 意 是 想 用 9 来 命名 这 个 函数 ， 而 不 是 用 9 。 类 似 函 








数 了 用 来 寻找 东 个 符号 〈 最 左边 ) 的 第 一 次 出 现 ， 这 个 函数 是 用 来 寻找 
某 个 符号 《最 右边 ) 的 最 后 一 次 出 现 的 。 用 两 个 连续 的 字母 来 表示 有 关 
联 的 两 个 F 和 9 函数 是 有 意义 的 ， 因 此 ， 尺 省 接 下 来 的 表 里 描述 的 是 函 
数 9， 我 将 使 用 8 来 指 代 该 函数 。 

只 有 一 个 参数 的 函数 CHES LAM, BEET PRA SS 
格 。 我 们 假设 那里 处 于 纸 带 的 最 右 端 。 带 两 个 参数 的 函数 8 首先 使 用 只 
有 一 个 参数 的 8， 然 后 再 癌 左 移动 寻找 字符 a。 





[239] 
Any R qÈ) 4€, o) The machine 
iC) finds the last symbol of 


None R gy (@) forma. 3 €. 


Any R 4€) 


lE) 
None e 
«€, a) dai, o) 
" ë 
gle, a) 


nto L Neo 


Any R (© E, a) 机 器 找到 由 a 标记 的 


al &) Lu a ^ pn 这 Ju 2 T 
Tun Rus, REDE 
Noe R qe) an 


qE) 
None e 
«6, a) ail, a)) 
a ë 
al, g) 


not a L al, a) 
在 本 节 的 最 后 ， 图 灵 给 出 了 一 些 名 字 很 熟悉 的 辅助 函数 。 
回想 一 下 ， 函 数 训 用 来 在 最 后 一 个 F- 格 中 打印 一 个 字符 。 函 数 pe2 在 
最 后 两 个 F- 格 中 打印 两 个 字符 。 





pe a, B) poe, B), a) so (6, a, P). The machine 
prints o f at the end. 

ye, p) gue, fo) (Cas), ju 
EST atop 


FAH, ER ce HRR ITI AE SS hl BS. PRB co 200] aR 
6B 标记 的 字符 ， 函 数 避 3 复制 gq、B 和 y 标 记 的 字符 。 


ool 9, a, f) elel À, B), a) esl, a, P, y). The mach- 


ine copies down at the end 


9 | (D A y 

wal, 0, r y) ento, A, yha first the symbols marked 0, 
then those marked f, and 
finally those marked y; it 
erases the symbols o, f, y. 

«935, a, B) elel 3, B), a) qq, a, 8, y), MEA 

lD, a, B, y) celeeg(B, By), a) S ELSE aie 8) 3 


符 ， 接 着 是 用 p 标 记 的 字符 ， 
最 后 复制 y 标 记 的 字符 ,之 后 ， 
ilg, Boy iih 








这 些 复制 是 顺序 执行 的 : 首先 复制 所 有 w 标 记 的 字 


符 ， 


8 标记 的 字符 ， 以 此 类 推 。 图 灵 使 用 了 带 6 个 参数 的 函数 多 5 ， 这 个 函数 


虽然 之 前 没有 描述 过 ， 但 是 它 的 操作 是 显而易见 的 。 
最 后 ， 只 有 一 个 参数 的 函数 8 探 除 所 有 的 标记 。 





(ë) 





Any RER  a(6) 
qi) 
None 区 


à R e) From (€) the marks are 
erased from all marked sym- 
| Nota L (C) hols. 3 €. 


i h i : TE 
3 R s () eet oC) 所 有 的 标记 将 从 


(č) Maa ai 
Nota L dë) AIC FREER, RÉ 
36 
Any RER —a(&) 
(č) 


None Y 
年 长 点 的 程序 员 可 能 知道 一 本 由 Pascal 语 言 的 创始 人 尼克 劳 斯 : 威 茨 
(1934—) 编著 的 书 ， 书 名 非常 美妙 ， 叫 作 《 算 法 + 数据 结构 三 程序 》 
(Prentice-Hall, 1975F Hii) 。 顾 名 思 义 ， 一 段 计算 机 程序 包括 代码 
(算法 ) 和 代码 处 理 的 数据 。 至 此 ， 图 灵 已 经 展示 了 他 的 通用 机 所 需 的 
诸多 算法 ， 但 是 还 没有 描述 如 何 让 一 台 计 算 机 器 来 成 功 地 处 理 数据 。 这 
就 是 接 下 来 要 讲 的 内 容 。 


LLL 这 是 埃 米 尔 : 波 斯 特 论文 的 附录 中 标识 在 脚注 中 的 订正 之 一 ， 详 
Ji, “Recursive Unsolvability of a Problem of Thue”, The Journal of 
Symbolic Logic, Vol. 12, No.1 (Mar. 1947) ，1-11。 整 篇 文章 转载 于 
Martin Davis, ed., The Undecidable (Raven Press, 1965) , 293-303. 
附录 (包括 添加 的 脚注 )〉 转载 于 B. Jack Copeland, ed., The Essential 
Turing COxford University Press, 2004) , 97-101. 

121 tar-pit 这 本 是 地 质 学 术语 ， 此 处 用 来 指 运行 元 长 缓慢 的 计算 机 例 
编者 注 
131 频率 单位 ， 相 当 于 1021Hz。 








程 。 








编者 注 





在 如 今 这 个 数字 化 时 代 ， 我 们 已 经 习惯 于 将 各 种 形式 的 信息 都 表示 
成 数字 。 人 文本、 图画、 照片、 声音、 音乐、 电影 ， 万 物 都 可 以 进入 数字 
化 工厂 ， 以 0 和 1 构成 的 更 为 复杂 的 形式 保存 在 计算 机 和 其 他 设备 上 。 

但 是 ， 在 20 世 纪 30 和 年代， 只 有 数 才 算是 数字 ， 如 果 某 个 人 把 文本 转 
换 成 数字 ， 其 目的 是 欺骗 和 要 阴谋 。 

1937 年 秋 ， 阿 兰 : 图 灵 开 始 了 他 在 普林斯顿 第 二 年 的 生活 ， 当 时 英国 
和 德国 之 间 很 快 就 要 爆发 一 场 战 争 ， 普 林 斯 顿 处 于 高 度 芍 恢 中 。 当 然 ， 
他 那 时 正 忙 于 博士 论文 ， 也 已 经 对 密码 学 有 了 兴趣 。 密 人 码 学 是 涉及 科学 
和 数学 领域 的 学 科 ， 它 创建 保密 码 〈 密 码 学 ) 并 破解 他 人 代码 (密码 分 
析 学 ) 。_LL 图 灵 坚 信 ， 战 争 期 间 ， 加 密 信息 的 最 好 方式 是 将 单词 转换 
成 二 进 制 数字 ， 然 后 再 乘 上 很 大 的 数字 。 在 不 知道 那个 大 数字 的 情况 
下 ， 解 密 信息 会 涉及 很 困难 的 因 式 分 解 问 题 。 图 灵 的 这 种 想法 很 有 先 见 
之 明 ， 因 为 如 今 大 多 数 这 种 计算 机 加 密 的 工作 就 是 这 样 的 。 

与 大 多 数 数学 家 不 同 的 是 ， 图 灵 喜 欢 亲 自动 手 做 事情 。 为 了 实现 自 
动 的 编码 机 器 ， 他 用 电磁 式 继 电器 制作 了 一 个 二 进 制 乘法 器 。 在 人 们 证 
实 电 子 管 足够 可 靠 之 前 ， 电 磁 式 继电器 是 计算 机 的 基本 构件 。 图 灵 其 至 
到 机 械 工厂 亲自 制造 继电器 ， 亲 手 缠 绕 电 磁铁 。 

当时 ， 德 国 的 陆军 和 海军 已 经 在 使 用 一 种 完全 不 同 的 加 密 设 备 了 。 
一 位 名 叫 亚 瑟 : 谢 尔 比 乌 斯 (1878 一 1929) 的 德国 电气 工程 师 发 明了 恩 
尼 格 玛 密码 机 (Enigma) 。1918 年 ， 谢 尔 比 乌 斯 试图 说 服 德国 海军 使 用 
这 个 机 器 ， 但 是 失败 了 。1923 年 ， 恩 尼 格 玛 密 码 机 用 于 商业 用 途 并 出 
售 。 之 后 ， 德 国 海军 很 快 对 它 产 生 了 兴趣 ， 最 终 其 他 军队 也 相继 开始 使 
Rey. IL 

恩 尼 格 玛 密码 机 有 一 个 类 似 打 字 机 的 26 个 按键 的 基本 键盘 ， 但 没有 
数字 、 标 点 和 移 位 键 。 键 盘 上 方 是 以 同样 形式 排列 的 26 个 灯泡 。 信 息 通 
过 键盘 输入 时 就 会 被 加 密 。 每 按 下 一 个 字母 ， 另 一 个 不 同 字 母 的 灯泡 会 
亮 起 来 。 这 些 亮 起 的 字母 被 手工 抄 下 来 ， 然 后 发 送 到 收 件 人 那里 。 加 
密 的 信息 可 以 由 人 杀 自 传送 ， 或 者 通过 邮件 发 送 。 再 后 来 ， 人 们 使 用 摩 
尔 斯 电码 通过 无 线 电 传输 加 密 信 息 。) 接收 信息 的 人 也 拥有 一 台 恩 尼 格 
玛 密码 机 ， 他 会 在 键盘 上 输入 加 密 信息 ， 内 光 的 灯 即 可 显示 出 原始 的 文 


本 。 

键盘 按键 通过 一 系列 转子 与 灯泡 实现 电气 连接 。 每 个 转子 都 是 每 边 
有 26 个 触 头 的 小 圆 盘 ， 这 些 触 头 代表 了 字母 表 里 的 26 个 字母 。 在 转子 里 
面 ， 这 些 触 头 是 对 称 连接 的 。 比 如 ， 如 果 左 边 的 触 头 A 与 右边 的 触 头 工 
连接 ， 那 么 左边 的 触 头 IT 就 将 和 右边 的 触 头 A 连 接 。 正 是 这 种 对 称 的 连 
接 关 系 ， 使 得 机 器 既 用 来 加 密 ， 也 用 来 解密 。 
































标准 的 恩 尼 格 玛 密码 机 有 三 个 连接 的 转子 ， 它 们 的 布线 都 不 一 样 ， 
每 一 个 都 可 以 设置 到 26 个 位 置 中 的 一 个 。 加 密 机 顺和 解密 机 器 上 的 这 三 
个 转子 的 布线 必须 完全 一 样 。 依 照 只 有 恩 尼 格 玛 密码 机 操作 员 知 道 的 键 
列表 ， 这 些 由 三 个 字母 组 成 的 设置 转子 的 键 可 以 每 天 改变 。 

至此， 我 对 恩 尼 格 玛 冤 码 机 的 所 有 描述 都 只 能 是 让 和 它 简 单 地 丛 换 字 
母 ， 这 种 加 密 方式 即便 是 最 业余 的 密码 破译 者 也 可 以 轻易 破解 。 它 其 至 
比 大 部 分 其 他 通过 字母 葵 换 来 加 密 的 方式 都 更 简单 ， 因 为 它 内 部 的 连接 
征 完全 对 称 的 。 也 惑 是 说 ， 如 果 D 被 加 密 成 S$， 那 么 S 也 相应 地 被 加 密 成 


D。 

但 事实 并 非 如 此 。 每 当 恩 尼 格 玛 密码 机 的 用 户 在 键盘 上 按 下 键 ， 转 
子 都 会 移动 。 每 按 下 一 个 键 ， 第 一 个 转子 都 会 向 前 移动 一 个 位 置 。 比 
如 ， 如 果 键 入 一 个 包含 26 个 字母 A 的 字符 串 ， 那 么 随 着 转子 在 26 个 位 置 
上 的 移动 ， 每 个 A 都 会 被 编码 成 不 同 的 字母 。 当 第 一 个 转子 完成 了 一 圈 
完整 的 变化 后 ， 第 二 个 转子 就 会 癌 前 移动 一 个 位 置 。 接 下 来 ， 另 一 个 包 
含 26 个 A 的 字符 串 又 会 被 编码 成 另 一 串 不 同 的 字母 。 同 样 地 ， 当 第 二 个 
转子 完成 一 个 循环 后 ， 第 三 个 转子 又 会 同 前 移动 一 个 位 置 。 第 四 个 固定 
的 转子 会 使 电信 号 按 相反 方向 再 次 经 过 这 三 个 转子 。 只 有 进行 了 17576 
次 按键 26 的 三 次 方 ) 后 ， 加 密 模 式 才 会 重复 。 

问题 不 仅 在 于 此 ， 这 些 转子 是 可 蔡 换 的 。 机 器 配备 了 五 个 不 同 的 转 
子 ， 每 个 转子 都 可 以 随意 放置 在 三 个 转子 空位 中 的 任何 一 个 。 另 一 个 加 
强 方法 是 加 上 一 个 插 接 板 ， 这 又 增加 了 一 层 字 母 混杂 。 

1932 年 ， 三 位 波兰 数学 家 开始 寻找 破解 恩 尼 格 玛 信息 的 方法 。-3] 
他 们 认定 需要 构造 可 以 自动 模拟 恩 尼 格 玛 编码 的 设备 。 第 一 台 设 备 
bomb〔 他 们 这 样 称呼 〉 在 1938 年 开始 运行 ， 其 工作 方式 束 是 搜索 所 有 
可 能 的 转子 设置 。 其 中 一 名 数学 家 是 马里 安 : 雷 耶 夫 斯 其 (1905 一 
19800 ， 毕 业 后 他 在 哥 廷 根 度 过 了 一 年 。 他 写 道 ， 由 于 “ 找 不 到 更 好 的 
名 字 ”[L41 ， 他 们 把 那些 机 器 叫做 bomb， 不 过 也 有 可 能 是 因为 机 器 发 出 
的 咬 咪 声 而 得 此 名 ， 也 或 许 是 用 这 些 数 学 家 们 喜欢 的 某 种 冰淇淋 圣 代 命 
Amy. L51 

英国 政府 传统 上 是 雇用 一 些 古 典 文学 学 者 来 从 事 解 码 工 作 ， 因 为 他 
们 认为 这 些 人 在 解读 困难 语言 方面 受过 最 好 的 训练 。 随 着 战争 的 临近 ， 
为 了 分 析 类 似 恩 尼 格 玛 的 复杂 编码 设备 ， 政 府 编码 与 密码 学 院 
(GS&CS) 显然 也 需要 数学 家 。 

1938 年 夏天 ， 阿 兰 : 图 灵 从 普林斯顿 返回 到 英国 后 被 邀请 到 GC&CC 
总 部 做 讲座 。 英 国政 府 可 能 早 在 1936 年 就 和 他 有 了 联系 。1939 年 ， 
GC&CC 购 买 了 一 处 地 产 ， 其 处 有 一 座 坐 落 在 伦 训 东北 50 英 里 叫做 布 羔 
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南部 的 铁路 线 在 这 里 交汇 。 

1939 年 9 月 1 日 ， 德 国 入 侵 波 兰 。 两 天 后 ， 瑞 国 同 德 国 宣 战 。9 月 4 
日 ， 阿 兰 : 图 灵 到 布 羔 切 利 庄园 报到 。 最 后 ， 大 约 有 一 万 人 在 那里 进行 
拦截 和 破译 秘密 通信 的 工作 。 为 了 容纳 每 一 个 人 ， 官 叶 周 边 建造 了 临时 
营房 。 图 灵 负 责 管理 8 号 营房 ， 致 力 于 破译 德国 海军 的 密码 。 德 军 使 用 
这 些 编码 与 潜水 艇 进行 通信 ， 这 些 潜 水 艇 对 驻扎 在 美国 和 英国 则 的 大 西 
洋 护 航 舰 队 极 具 威 胁 。 

早 在 1939 年 ， 英 国政 府 就 会 见 了 一 些 波 兰 数学 家 ， 癌 他 们 了 解 恩 尼 
格 玛 密码 和 bomb。 图 灵 来 到 布 羔 切 利 庄 园 后 不 久 ， 便 开始 重新 设计 并 
改进 这 些 设备 ， 也 就 是 现在 的 bombe (法 文 ) 。1940 年 ， 第 一 台 “ 图 灵 
Bombe”( 他 们 有 时 候 这 么 叫 ) 开始 运行 。 它 有 一 吨 重 ， 可 以 模拟 30 人 台 
并 行 运行 的 恩 尼 格 玛 密码 机 。- 二 2 二 

在 使 用 “图 灵 Bombe” 攻 击 加 密 信 息 之 前 ， 有 必要 降低 可 能 性 范围 。 
破译 人 员 寻 找 crib， 即 那些 在 加 密 信 息 中 经 和 常 出 现 的 词汇 或 词组 。 它们 
可 以 确定 第 一 个 转子 的 位 置 。 相 同 的 信息 被 编码 成 两 种 形式 进行 传输 的 
情况 更 有 价值 ， 它 们 被 称 作 kisses。 男 一 种 技术 是 在 各 种 宽度 的 厚 白 纸 
上 打印 多 行 字母 ， 这 与 后 来 计算 机 里 使 用 的 打 孔 卡片 很 相像 。 分 析 员 根 
据 加 密 信 息 的 字母 在 纸 上 打 孔 。 通 过 把 纸张 重 登 在 一 起 可 以 比较 同一 天 
内 获取 的 不 同 信息 《它们 都 基于 恩 尼 格 玛 的 同一 套 格局 ) 。 因 为 这 里 使 
用 的 纸张 来 自 附近 名 为 班 伯 里 (Banbury) 的 镇 ， 因 此 这 个 过 程 称 作 
banburismus 技 术 。 

到 1941 年 中 期 ， 这 些 多 样 的 技术 经 过 改进 ， 最 终 成 功 破 译 了 恩 尼 格 
玛 加 密 的 通信 ， 并 大 大 降低 了 海军 的 损失 。-8 阿兰 :图 灵 在 其 中 起 到 
了 至 关 重 要 的 作用 ， 当 然 在 布 莱 切 利 庄园 工作 的 很 多 人 也 理应 为 此 受到 
DAS 

甚至 在 布 莱 切 利 庄园 这 样 由 数学 家 和 古典 文学 学 者 构成 的 不 寻常 人 
群 中 ， 图 灵 依 然 因 性 格 怪异 而 博得 了 一 定 的 名 声 。 


每 年 六 月 的 第 一 周 ， 图 灵 都 会 得 一 场 严 重 的 枯草 热 病 ， 他 
会 戴 着 军用 防毒 面具 来 侦 贡 花粉， 然后 骑 目 行车 去 办 公 室 。 他 
的 自行 车 有 个 毛病 ， 车 链 每 隔 一 定时 间 束 会 脱落 。 图 灵 不 去 修 
理 它 ， 而 是 数 脚 踏 板 转 的 疾 数 ， 然 后 赶 在 车 链 挥 下 之 前 下 和 车， 
用 手 调整 车 链 。-[9] 
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解码 工作 前 在 剑桥 大 学 研究 数学 。 求 婚 几 天 后 ， 图 灵 同 她 坦 日 自己 有 辣 
ESM, -LIOl 但 是 婚约 还 是 维持 了 几 个 月 ， 直 到 最 后 他 觉得 不 得 不 
取消 它 。 

1942 年 11 月 ， 图 灵 前 往 华 盛 顿 帮助 协调 英国 和 美国 之 间 的 密码 破译 
工作 。 那 次 任务 之 后 ， 他 在 贝尔 实验 室 度 过 了 第 二 年 的 前 两 个 月 ， 当 时 
贝尔 实验 室 设 在 纽约 市 西 街 。 他 在 那里 遇 到 了 开辟 数位 采样 理论 的 哈 利 
REMAR (1889—1976) 和 克 劳 德 : 埃 尔 伍德 .香农 。 香 农 的 论文 “通信 
的 数学 理论 ”(1948 年 ) 开 创 了 信息 论 这 一 领域 ， 他 还 引入 了 ”比特 ”的 
概念 。 

图 灵 在 贝尔 实验 室 关 注 的 是 一 台 语 音 置 乱 设 备 ， 它 主要 用 来 保证 大 
西洋 上 的 电话 通信 安全 。 声 波 补 分 解 至 不 同 的 频率 范围 ， 然 后 被 数字 
化 ， 最 后 通过 模 数 加 法 来 加 黎 ， 这 是 一 种 不 超过 某 一 个 特定 值 的 加 法 
《比如 分 钟 值 和 秒 值 相 加 时 ， 这 个 值 是 60) 。 在 接收 端 ， 这 些 数 字 被 解 
码 ， 然 后 重新 构成 语音 。 

在 妹 奉 斯 特 的 研究 、 香 农 的 论文 以 及 语音 加 密 设 备 中 ， 我 们 可 以 看 
到 后 来 引发 将 图 片 数 字 化 为 JPEG 文 件 和 将 声音 数字 化 为 MP3 文 件 等 技 
术 想 法 的 最 初 由 来 。 但 是 这 些 创 新 需要 几 十 年 才能 变 得 成 熟 。 另 一 方 
面 ， 最 早 的 数字 计算 机 基本 上 只 能 处 理 数字 ， 甚 至 连 巴 贝 奇 最 初 发 明 的 
差分 机 都 只 能 用 来 打印 无 差错 的 对 数 表 。 在 这 个 背景 下 ， 图 灵机 只 能 生 
成 数字 ， 而 不 能 做 其 他 的 事情 ， 比 如 不 能 执行 普通 函数 ， 就 一 点 也 不 令 
人 惊讶 了 。 

图 灵 即 将 通过 使 用 数字 加 密 其 他 形式 的 信息 来 把 他 的 论文 引 疝 更 不 
寻常 的 方向 。 他 在 论文 的 下 一 节 论 证 了 数字 如 何 来 表示 机 器 本 身 ， 而 非 
照片 或 歌曲 。 

的 确 ， 万 物 儿 数字， 甚至 连 图 灵机 本 里 都 是 数字 的 。 

5. Enumeration of computable sequences. 

A computable sequence y is determined by a description of a 
machine which computes y. Thus the sequence 
001011011101111...is determined by the table on p. 234, and, in 
fact, any computable sequence is capable of being described in 
terms of such a table. 









































5. ni SUT JJ Mos 
一 个 可 计算 序列 y 是 由 计算 y 的 机 器 所 描述 。 因 此 ， 订 列 


001011011101111... 是 由 第 234 页 的 表决 定 的 。 事 实 上 ， 任 何 可 计算 
序列 都 可 以 通过 这 样 的 表 来 描述 。 

那 是 本 书 第 75 页 的 例子 I 中 的 机 器 。 

It will be useful to put these tables into a kind of standard form. 

把 这 些 表 转换 成 一 种 标准 形式 是 很 用 的 。 

事实 上 ， 图 灵 融 是 从 第 1 妆 《 本 书 第 58 页 ) 描述 的 标准 形式 出 及 的 。 
他 指出 ， 某 种 操作 可 以 让 机 器 打印 或 控 除 符号 ， 也 可 以 把 一 个 格 移 到 左 
边 或 右边 。 在 展示 了 一 台 这 种 形式 的 机 器 《本 书 第 69 页 的 例子 1， 也 是 
图 灵 马 上 要 提 到 的 例子 ) 后 ， 图 灵 很 快 放弃 了 上 自己 的 规则 。 他 允许 一 次 
操作 打印 多 个 字符 ， 或 者 移动 多 个 格 。 这 些 操作 可 以 单独 执行 ， 因 此 机 
器 表 不 会 有 几 页 长 。 现 在 他 回 到 了 他 最 初 的 约定 上 。 

In the first place let us suppose that the table is given in the 
same form as the first table, for example, | on p. 233. That is to say, 
that the entry in the operations column is always of one of the forms 
E: E, R: E, L: Pa: Pa, R: Pa, L: R: L: or no entry at all. 

首先 ， 我 们 假设 表 仍 以 第 233 页 例 | 中 的 形式 给 出 。 也 就 是 说， 操 
作 列 的 条 目 总 是 下 列 形式 之 一 : E: E、R: E. L: Pa: Pa, R: Pa. L: 
R: L， 或 者 没有 任何 条 目 。 

图 灵 使 用 冒号 来 分 隔 九 种 不 同 的 可 能 性 ， 这 些 可 能 性 来 自 于 三 种 类 
型 的 打印 〈 探 除 、 打 印字 符 ， 或 者 两 者 都 不 是 ) 和 三 种 移动 《向 左 、 癌 
右 或 者 不 移动 ) 的 结合 。 

The table can always be put into this form by introducing more 
m-configurations. 

通过 引入 更 多 的 m- 格 局 ， 总 是 可 以 把 表 表 示 成 这 种 形式 。 

Bilin, BI (本 书 第 77 页 ) 以 格局 6 开始 : 


he JEJ 行为 














m- 格 局 T9 操作 最 终 m- 格 局 
b Ps, R, P», R, PO, R, R, PO, L, L 0 
要 想 遵 循 图 灵 最 初 的 (和 恢复 后 的 ) 约定 ， 这 一 格局 必须 分 成 六 个 
简单 的 格局 。 对 于 其 他 格局 ， 我 将 使 用 德语 小 写字 母 c、d、e、g& 和 h Cf 
在 原始 表 中 已 经 使 用 过 ) 表示 。 





m-f joj {fs 操作 Ii? m- 格 局 


b Pa. R c 
Pa. R b 
b PO. R C 
£ R à 
ü PO.L l) 
L 0 


h 

现在 ， 每 个 操作 都 只 包含 一 个 打印 操作 (或 没有 )〉 和 紧 跟 着 的 一 个 
可 能 左 移 一 格 或 右 移 一 格 的 操作 。 

Now let us give numbers to the m-configurations, calling them 
Q4. ..., Up, as in 81. The initial m-configuration is always to be called 
qı- 

现在 我 们 给 这 些 m- 格 局 编号 ， 正 如 81 中 分 别 把 它们 称 作 91，92>， 
.…， QR。 初始 m- 格 局 总 是 qi1。 

如 果 一 台 机 器 刚好 有 237 种 不 同 的 m- 格 局 ， 则 将 它们 标记 为 qj 
到 q237。 

修改 例 II 的 开头 ， 前 六 个 m- 格 局 分 别 重 命 名 为 q1 到 qe。 图 灵 常 用 的 初 
6m- 格 局 的 符号 变 成 了 qi。 现 在 的 表 如 下 所 示 。 





格局 行为 
m- 格 局 符号 操作 最 终 m- 格 局 
qı Pə, R q2 
q2 Pə, R q3 
q3 P0, R q4 
q4 R 45 
ds PO, L de 


d6 L q7 


We also give numbers to the symbols S4, ..., Sm 
[240] 
and, in particular, blank=Sp, O=S,, 12S». 
REAA SE o SS. BH, S —Sy 0—S, 1 
=So. 
符号 下 标 为 1 表示 的 是 0(， 符 号 下 标 为 2 表示 的 是 1， 这 种 方法 虽然 有 
点 令 人 困惑 ， 但 是 我 们 必须 适应 它 。 例 II 中 的 机 器 也 需要 打印 83 和 x， 
此 需要 为 这 人 台 机 器 定义 下 面 的 等 价 关 系 。 
Sof, 
Si 代表 0， 
SINT, 
S41 Vo, 
SAI 
计算 2 的 平方 根 的 机 器 需要 从 S50 到 S14 的 符号 。 
例 II 中 机 器 的 前 六 个 格局 现在 如 下 所 示 。 




















格局 行为 
m- 格 局 符号 操作 最 终 m- 格 局 
qi PS3, R d2 
q2 PS3, R q3 
q3 PS4, R q4 
q4 R 45 
qs PS4, L de 
qs L q7 


The lines of the table are now of form 


m-config. Symbol Operations Final m-config. 
qi Sj PS% L Am (N1) 
PS% R dm (N2) 


qi Sj 


qi Si PS, qm (N3) 


现在 表 中 各 行 的 形式 如 下 : 


m- 格 局 符号 操作 最 终 m- 格 局 
di Sj PS, L dm (Nj) 
di Sj PS% R dm (N5) 
qi Sj PS; dm (N3) 


规定 使 用 统一 的 命名 系统 使 得 这 些 行 都 拥有 非常 相似 的 模式 。 图 灵 
区 分 了 一 般 情形 下 的 三 种 不 同 的 标准 形式 。 

在 最 右 端 ， 图 灵 把 这 三 种 标准 形式 记 作 Ni、N, 和 N3。 这 三 种 形式 都 
会 打印 一 些 字 符 ， 不 同 之 处 在 于 读 写 头 是 移 至 左边 、 右 边 或 是 不 动 。 

探 除 操作 呢 ? 因为 图 灵 使 用 So 来 表示 一 个 空 的 符号 ， 所 以 探 除 操作 
可 以 只 通过 简单 地 打印 Su 来 完成 。 

Lines Such as 














qi Sj E,R dm 


are to be written as 


qi Sj PSo, R qm 
如 下 这 样 的 行 : 

qj Si E,R ape 
可 以 写成 : 

Qj Sj PSg, R Qm 


不 打印 任何 符号 的 右 移 或 者 堪 移 操作 ， 可 以 写成 重新 打印 扫描 符 : 


and lines Such as 


qi Sj R Am 
to be written as 


qi Sj 


J j R Am 


In this way we reduce each line of the table to a line of one of 
the forms (N1), (N2), (N3). 


而 如 下 这 样 的 行 : 
qi Sj R Qm 
可 以 写成 : 
q; Sj PS, R dm 


通过 采用 这 种 方法 ， 我 们 可 以 把 表 的 每 一 行 都 简化 为 Ni) 、 

CN2) 或 (Ns) 三 种 形式 中 的 一 种 。 

我 一 直 用 例 II 表 中 的 第 一 个 格局 来 曾 明 标准 化 表 的 过 程 ， 但 是 这 个 格 
局 的 符号 列 什么 都 没有 ， 因 为 这 个 格局 所 做 的 操作 与 符号 无 关 。 由 于 一 
台 机 器 以 一 个 空白 纸 带 开始 ， 因 此 它 读 取 的 符号 是 一 个 空白 。 将 例 II 中 
的 第 一 个 格局 转换 成 标准 形式 后 ， 结 果 如 下 : 





格局 行为 

m- 格 局 符号 操作 最 终 m- 格 局 
qi So PS3, R d2 

qo So PS3, R q3 

q3 So PS4, R q4 

q4 So PSo, R q5 

q5 So PS4, L qe 


Q6 So PSo, L q7 


eA Sf A. NR a HINA PH] SS — 1 m- Fit 9: 
l RP .LL p 
0 q 
这 个 m- 格 局 编号 后 表示 成 qy。 当 扫描 到 的 字符 是 1 时 ， 读 写 头 同 右 
移动 一 次 ， 然 后 同 左 移动 三 次 。 这 样 的 三 次 左 移 需 要 另外 三 个 m- 格 
局 qs、qo 和 qi0。m- 格 局 将 9 变 成 dil。m- 格 局 q7 如 下 : 


D 


格局 行为 

m- 格 局 符号 操作 最 终 m- 格 局 
q7 S2 PS», R dg 
q7 Sı P5, d11 


在 这 两 种 情况 下 ， 机 器 都 打印 扫描 到 的 字符 。m- 格 局 qe、q9 和 qio 如 


下 : 

dg So PS4, L qg 
Q9 $5 PS,, L qio 
Q10 So PSo, L q7 


问题 出 自 符 号 列 。 你 需要 知道 机 器 接 下 来 会 遇 到 哪个 字符 ， 才 能 保 
证 正确 填写 该 列 。 对 于 qgs， 机 器 扫描 到 一 个 空格 ， 然 后 打印 一 个 x。 一 
旦 它 同 左 移动 ， 接 下 来 被 扫描 到 的 是 哪个 字符 呢 ? 它 应 该 是 刚才 在 qz 里 
扫描 的 那个 1， 但 是 在 其 他 情况 下 ， 结 果 可 能 不 会 如 此 明显 。” 任 
一 ”” 否 ”或 者 ”其 他 ”在 这 个 模式 下 都 不 起 作用 ， 在 某 些 情况 下 ， 你 可 
能 不 得 不 为 机 器 使 用 的 每 一 个 单独 的 字符 添加 特定 的 格局 。 

这 样 的 确 有 点 乱 ， 但 是 我 们 总 是 只 涉及 有 限 个 字符 ， 因 此 这 些 操作 
一 定 可 以 完成 。 假 设 我 们 已 经 将 某 台 机 器 的 所 有 格局 都 转换 成 了 图 灵 记 
YE NDS (Np) 和 Ns) 的 标准 形式 。 当 完成 转换 时 ， 我 们 会 丢掉 原 
始 的 表 ， 这 样 会 丢失 任何 信息 吗 ? 是 的 ， 确 实 丢 失 了 一 点 信息 。 我 们 知 
道 S0 是 空 ，S1 是 0，55 是 1， 但 是 我 们 不 再 知道 $3、Ss 等 代表 的 准确 字符 
是 什么 。 这 个 应 该 没有 关系 。 机 器 在 内 部 使 用 这 些 字符 。 要 紧 的 是 它们 
必须 是 唯一 的 。 我 们 真正 关心 的 只 是 机 器 打印 的 0 和 1 的 数字 串 ， 而 不 关 











心 它 使 用 什么 作为 缓存 记号 。 
我 们 可 以 不 使 用 表 ， 而 用 m- 格 局 、 符 号 、 工 和 R 的 组 合 来 表示 每 个 格 


From each line of form (N,) let us form an expression q;S;S,Lq,,; 

对 于 形式 为 《N1) 的 每 行 ， 我 们 使 用 表达 式 qjSjSkLqm。 

这 种 形式 有 时 被 称 作 五 元 组 ， 因 为 它 是 由 五 个 元 素 组 成 的 。 尽 管 这 
样 表达 让 人 感觉 很 神秘 ， 但 它 仍然 是 可 读 的 :“ 在 m- 格 局 gj 中 ， 当 扫 摘 
到 字符 S$ 时 ， 打 印字 符 Sk， 然 后 癌 顽 移 ， 最 后 转 癌 m- 格 局 qw>。 对 于 N2 和 
Ns 形式 的 写法 是 相似 的 。 

from each line of form (N3) we form an expression qi:S;SkRqm; 
and from each line of form (N3) we form an expression 9iSiSkNdqm. 

形式 为 Nz 的 每 行 都 可 以 表示 为 qiSiSkRqm，Nas 则 表示 
为 qj;SjSkNqm。 
注意 ， 如 果 读 写 头 不 移动 ， 那 么 对 应 的 字母 将 是 N (意思 是 不 移 
动 ) o 

Let us write down all expressions so formed from the table for 
the machine and separate them by semi-colons. In this way we 
obtain a complete description of the machine. 

我 们 把 机 器 表 中 这 样 形成 的 表达 式 写 下 来 ， 并 且 用 分 号 分 隅 开 
来 。 如 此 一 来 ， 我 们 就 得 到 机 器 的 完整 描述 。 

图 灵 很 快 会 给 出 一 个 例子 。 每 个 格局 都 是 一 个 五 元 组 ， 一 个 完整 的 
机 器 就 被 表示 成 一 连 串 的 五 元 组 。 (有 趣 的 是 ， 这 些 五 元 组 不 必 按 照 某 
I 
语句 结束 。 

下 面 进行 的 替换 是 彻底 的 替换 。 它 去 掉 了 所 有 下 标 ， 把 机 器 转换 成 
了 一 连 串 的 大 写字 母 。 

In this description we shall replace q; by the letter "D" followed 
by the letter “A” repeated / times, and S; by "D" followed by "C" 
repeated j times. 

在 下 面 的 描述 里 ， 我 们 将 用 D 和 后 面 /个 字母 A 来 代替 9 ， 用 D 和 后 
面 /个 字母 C 表 示 Sj。 

比如 ，qi 可 以 由 DA 代替 ，qs 由 DAAAAA 代 蔡 〈( 记 住 ， 第 一 个 格局 











fas 








Eqo HA) 。 对 于 符号 ，Su〈 空 ) 表示 成 D，S (符号 0) 表示 
WDC, S, (F51) 表示 成 DCC，5s 表 示 成 DCCC， 以 此 类 推 。 

This new description of the machine may be called the standard 
description (S.D). It is made up entirely from the letters "A", "C", "D", 
“L”, “R”, “N”, and from “;”. 

这 种 新 的 机 器 描述 方法 称 为 标准 描述 〈S.D) 。 它 完全 是 由 字母 
A, C. D, Ly Ry NAIA Ss“; "ZAR 

其 中 , 工 、R 和 表示 读 写 头 的 移动 。 分 号 用 来 分 隔 每 个 格局 。 

If finally we replace “A” by "1", "C" by "2", “D” by “3”, "L" by “4”, 
"R" by “5”, “N” by "6", and “;” by "7" we shall have a description of 
the machine in the form of an arabic numeral. 

MRR INGA, 2KEC. SBD, MXEL, 5TVER, 6 
BN, NEP "， 我 们 将 得 到 阿拉 伯 数 字形 式 的 机 器 描述 。 

这 是 很 重要 的 一 步 。 图 灵 已 经 把 他 的 机 器 标准 化 到 了 可 以 用 一 个 整 
数 来 唯一 确定 一 侣 机 堪 ， 这 一 整数 将 机 露 的 所 有 状态 进行 了 编码 。 哥 德 
尔 曾 在 他 的 不 完备 性 定理 中 将 每 个 数学 表达 式 转化 成 唯一 的 数字 ， 图 灵 
无 颖 在 此 受到 了 哥 德 尔 方法 的 局 发 。 

The integer represented by this numeral may be called a 
description number (D.N) of the machine. The D.N determine the 
S.D and the structure of the 

















[241] 
machine uniquely. The machine whose D.N is n may be 
described as (n). 
Hi Ee eS Cn] EUM ED Lae AY IAB CD.ND 。D.N 唯 一 
决定 了 S.D 以 及 机 器 的 结构 。 
D.N 为 的 机 器 可 以 描述 为 录 (m)。 
图 灵 又 引入 了 男 一 种 字体 。 他 将 使 用 这 种 手写 字体 来 表示 整 台 机 











HE 


Fix o 
To each computable sequence there corresponds at least one 
description number, while to no description number does there 
correspond more than one computable sequence. 
每 个 可 计算 序列 至 少 对 应 一 个 描述 数 ， 但 不 存在 一 个 描述 数 对 应 
多 个 可 计算 序列 。 
由 于 五 元 组 的 序列 无 关 紧 要 ， 因 而 打 乱 这 些 五 元 组 的 顺序 ， 不 会 影 





啊 机 器 计算 出 的 序列 。 很 明显 ， 可 以 有 多 个 摘 述 数 与 一 个 可 计算 序列 相 
关 ， 但 是 每 个 描述 数 都 定义 了 一 台 只 能 产生 一 个 可 计算 序列 (至 少 在 以 
一 个 空白 纸 带 开始 的 情况 下 〉 的 机 器 。 

不 知 不 沉 地 ， 图 灵 就 得 到 了 他 在 论文 开始 提 到 的 一 个 结果 : 

The computable sequences and numbers are therefore 
enumerable. 

因此 ， 可 计算 序列 和 可 计算 数 是 可 数 的 。 

你 可 以 通过 列 出 所 有 可 能 的 描述 数 来 枚 举 可 计算 序列 ， 因 为 描述 数 
其 实 就 是 整数 。 图 灵 没 有 陈述 的 一 点 是 ， 可 计算 数 只 是 实数 一 个 可 数 的 
子 集 。 因 为 可 计算 数 是 可 数 的 ， 而 实数 是 不 可 数 的 ， 所 以 存在 很 多 不 可 
计算 的 实数 。 这 一 主题 将 在 后 面 更 多 地 探讨 。 

Let us find a description number for the machine I of 83. 

我 们 来 寻找 83 中 机 器 ! 的 描述 数 。 

最 初 ， 那 台 机 絮 是 由 如 下 表 定 义 : 

















ht hg 行为 
m- 格 局 hf 9 bh 最 终 m- jej 
b None PO, R 
None R C 
C None Pl.R t 
f None R b 


When we rename the m-configurations its table becomes: 


qı So PS,R q2 
q2 So PSo,R q3 
q3 So PS5R 94 
94 So PSo,R 91 


重 命名 这 些 m- 格 局 之 后 ， 表 变 成 : 


qı So PS,R 92 
q2 So PS, R q3 


Q5 Sp PS>,R Qa 
qa So PSo,R 91 
这 是 一 种 很 直接 的 转换 。 


Other tables could be obtained by adding irrelevant lines such 
as 


qı Sı PS,R 92 





通过 增加 如 下 的 无 关 行 可 以 得 到 其 他 表 : 


qı Sı PS,,R q2 


也 就 是 说 ， 增 加 一 些 不 起 作用 的 行 可 以 得 到 生成 相同 可 计算 序列 的 
其 他 表 。 如 果 机 器 开始 时 纸 带 是 空白 的 ， 并 且 每 当 打 印 一 格 后 它 总 是 回 
右 移动 ， 那 么 机 器 将 永远 扫描 不 到 数字 0。 

Our first standard form would be 

qı So S1 R q2; q2 So So R 93; 93 So S2 R Gai q4 So So R 91;. 

我 们 得 到 的 第 一 个 标准 形式 如 下 : 

q1SoS1Rq5; G2SoSoRQ3; q359S?Rq4; q4S9SoRQ,:. 

这 一 标准 形式 是 通过 取 表 中 的 四 行 ， 并 用 分 号 将 这 四 行 代 表 的 格局 
分 开 得 到 的 。 把 它 转 化 成 标准 描述 ， 要 求 将 q; 蔡 换 成 D 与 i 〈1 个 或 更 
Z) 个 4 相连 的 序列 ， 将 Si 替换 成 D 与 | (0 个 或 更 多 ) 个 C 相 连 的 序列 。 

The standard description is 

DADDCRDAA;DAADDRDAAA; 

DAAADDCCRDAAAA;DAAAADDRDA; 
标准 摘 述 为 : 

DADDCRDAA;DAADDRDAAA; 

DAAADDCCRDAAAA;DAAAADDRDA; 

标准 描述 很 难 阅读 ， 但 是 经 党 使用， 因此 你 应 该 努力 去 熟悉 它 。 为 
了 把 它 解码 成 其 原来 的 组 成 部 分 ， 我 们 先 来 关注 每 一 个 D。 每 个 D 都 代 
表 了 一 个 格局 或 者 一 个 符号 。 

) 如 果 这 个 D 后 紧 跟 若干 个 A， 那 么 它 代 表 了 一 个 格局 。 这 
个 格局 编号 是 A 的 数目 。 





) 如 果 刀 后 不 是 A， 那 么 它 是 一 个 符号 。 这 种 情况 下 ，DD 后 跟 
随 的 是 0 个 或 更 多 个 C。 如 果 只 是 DD 本 身 ， 那 么 它 表示 一 个 空 
ft; 否则 ，DC 表 示 0，DCC 表 示 1， 与 更 多 的 C 相 连 表示 其 他 符 


TT o 
Ek ae Ee HH AVE RD. MAER RA E ET 
抽象 意义 上 ， 图 灵 不 对 这 些 数字 进行 任何 计算 。 在 他 所 展示 的 例子 中 ， 
你 可 以 用 1 代 蔡 A， 用 2 代替 C， 用 3 代替 D， 用 5 代 蔡 R， 用 7 代 蔡 分 号 ， 来 
得 到 一 个 描述 数 。 
A description number is 
31332531173113353111731113322531111731111335317 
and so is 
3133253117311335311173111332253111173111133531731323; 
—^ SUE: 
31332531173113353111731113322531111731111335317, 而 
3133253117311335311173111332253111173111133531731323253 
也 是 一 个 描述 数 。 
第 二 个 数 除 了 尾部 增加 了 一 些 数字 (31323253117) 之 外 ， 和 第 一 个 
数 是 一 样 的 ， 这 些 增加 的 数字 对 应 了 图 灵 和 定义 的 ”不 相关 的 ?” 格 
局 q1S1S1Rq。 问 题 在 于 : 这 两 个 数 定 义 了 两 人 台 不 同 的 机 器 ， 而 这 两 台 机 
器 义 计 算得 到 两 个 完全 相同 的 数 。 回 想 一 下 ， 这 个 数 是 1/3 的 二 进 制 形 
式 。 也 就 是 说 ， 一 台 机 器 的 格局 重组 后 仍然 可 以 计算 产生 相同 的 数 ， 但 
是 它们 的 描述 数 是 不 同 的 。 
这 个 数 太 大 了 ! 显然 ， 图 灵 并 不 在 意 这 些 数 有 多 大 。 例 如， 为 了 表 
示 出 qas， 他 或 许 能 想 出 一 种 办 法 把 35 放 进 摘 述 数 中 ， 但 是 他 没有 这 人 么 
做 。 为 表示 qas， 标 准 描述 要 使 用 如 下 序列 : 
DAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA 
摘 述 数 包 括 如 下 数位 : 
311111111111111111111111111111111111 
并 且 这 些 数位 不 止 被 包含 一 次 ， 而 是 至 少 两 次 。 
这 种 方法 和 带 来 的 好 处 很 有 意思 。 想 想 一 台 计 算 n 的 图 姑 机 。 正 第 情况 
下 ， 我 们 用 一 个 无 穷 序列 来 表示 7 的 数位 : 
n=3.1415926535897932384626433832795... 
现在 ， 我 们 可 以 使 用 一 个 有 限 的 整数 来 表示 r， 这 个 整数 就 是 计算 T 
的 数位 的 图 灵机 的 描述 数 。 哪 种 fr 的 表示 更 好 呢 ? 是 前 32 个 数位 再 跟 上 
省 略 写 ?还 是 有 多 长 耐心 就 能 生成 多 少 位 数字 的 图 灵机 描述 数 ? 在 某 种 











意义 上 ， 描 述 数 是 n 的 一 种 更 基本 的 数字 表示 方式 ， 因 为 它 描述 了 计算 
这 个 数 的 算法 。 

事实 上 ， 把 每 台 机 右 归 纳 为 一 个 数 ， 图 灵 已 经 使 仅 通过 枚 举 正 整数 
便 产 生机 器 变 为 可 能 了 。 不 是 每 一 个 正 整数 都 是 一 个 有 效 的 图 灵机 描述 
数 ， 而 且 很 多 有 效 的 描述 数 也 不 能 描述 非 循 环 机 ， 但 这 种 枚 举 必 然 包 含 
了 所 有 的 非 循环 图 灵机 ， 其 中 每 台 这 样 的 机 器 都 对 应 着 一 个 可 计算 数 。 
因此 ， 可 计算 数 是 可 枚 举 的 。 

这 是 一 个 很 重要 的 发 现 ， 尽 管 它 也 可 能 是 令 人 不 安 的 ， 因 为 它 意 味 
着 ， 大 部 分 的 一 一 或 者 根据 我 们 已 有 的 关于 实数 范围 的 知识 ， 几 乎 全 部 
的 一 一 实数 都 不 是 可 计算 的 。 

这 个 出 乎 意料 的 发 现 ， 连 同一 些 数学 悖 论 和 量子 引力 的 研究 ， 促 使 
数学 家 格雷 戈 里 - 蔡 廷 提出 疑问 : ”实数 究竟 有 多 真实 ? ”HL 能 证 明 实 
数 确实 存在 的 证 据 的 确 很 少 。 

现在 的 程序 员 很 自然 地 就 能 想到 可 以 表示 成 数 的 计算 机 程序 ， 因 为 
一 个 程序 的 可 执行 文件 只 是 一 些 连续 的 字 市 。 通 常 我 们 不 会 把 这 些 字 市 
当 作 简单 的 数 ， 但 其 实 是 可 以 的 。 例 如 ，MS Word 2003 的 可 执行 文件 
是 WinWord.exe， 其 大 小 为 12 047 560 字 节 。 它 大 约 包含 9600 万 位 ， 或 者 
2900 万 十 进 制 位 ， 因 此 表示 WinWord.exe 的 数 接近 1029 000000。 这 的 确 是 
一 个 很 大 的 数 。 如 果 在 一 本 每 页 有 50 行 的 书 里 ， 按 每 行 打印 50 位 写 下 这 
个 数 ， 那 么 它 要 占用 11 000 多 页 。 这 是 一 个 比 闭 名 的 googol〔 即 10 的 100 
次 方 ) 更 加 巨大 的 数 ， 但 是 它 仍 然 是 一 个 有 限 数 。WinWord.exe 只 是 在 
枚 举 整数 的 过 程 中 出 现 的 众多 可 执行 程序 〈 好 比 所 有 可 能 的 图 灵机 ) 之 
一 ， 同 时 我 们 还 会 枚 举 出 其 他 所 有 的 文字 处 理 软件 ， 甚 至 是 那些 还 没 编 
写 好 的 。 

以 备 将 来 使 用 ， 图 灵 在 本 节 末 给 出 一 个 定义 。 

Anumber which is a description number of a circle-free machine 
will be called a satisfactory number. In 88 it is shown that there can 
be no general process for determining whether a given number is 
satisfactory or not. 

非 循 环 机 的 描述 数 称 作 可 接受 数 。 在 88 中 ， 我 们 会 指出 ， 不 存在 
一 个 通用 程序 来 判定 某 个 给 定数 是 否 是 可 接受 数 。 

很 容易 判断 某 个 特定 的 整数 是 否 是 一 个 明确 定义 的 描述 数 ， 但 是 图 
灵 坚 持 认 为 ， 不 存在 一 个 通用 过 程 来 判断 茶 个 特定 的 描述 数 是 否 可 以 表 
示 一 个 非 循环 机 ， 并 且 可 以 按 要 求 打 印 一 连 串 的 0 和 1。 没 有 一 个 通用 过 
程 可 以 用 来 确定 一 个 机 器 是 否 可 能 扫 摘 到 它 不 希望 过 到 的 字符 ， 或 者 在 
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数位 丢失 得 无 影 无 踩 。 
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图 灵 在 论文 下 一 节 上 所 描述 的 机 器 就 是 我 们 今天 熟知 的 通用 图 灵机 ， 
之 所 以 称 为 通用 机 ， 是 因为 我 们 只 要 有 了 这 种 机 器 就 足够 了 。 之 前 介绍 
的 特殊 计算 机 器 既 不 能 保证 按 类 似 的 方式 执行 ， 甚 至 也 没有 通用 的 零 
件 。 而 通用 机 在 获得 其 他 机 器 的 标准 摘 述 后 就 可 以 模拟 它们 。 如 今 我 们 
可 以 说 ， 通 用 机 是 可 编程 的 。 

6. The universal computing machine. 

It is possible to invent a single machine which can be used to 
compute any computable sequence. If this machine is supplied 
with a tape on the beginning of which is written the S.D of some 
computing machine M, 

[242] 
then 4| will compute the same sequence as //(. In this section | 
explain in outline the behaviour of the machine. The next section is 
devoted to giving the complete table for 9. 
6. 通用 计算 机 器 

发 明 一 台 可 以 计算 任何 可 计算 序列 的 机 器 是 可 能 的 。 如 果 为 机 器 
4 提供 一 条 纸 融 ， 纸 融 开 头号 入 的 是 某 台 计算 机 器 示 的 标准 描述 ， 那 
么 可 以 计算 出 与 A 相同 的 序列 。 在 这 一 节 中 ， 我 将 概括 地 介绍 这 种 
机 器 的 行为 。 下 一 节 着 重 给 出 的 完整 表 。 

这 里 再 次 使 用 了 手写 字体 。 图 灵 使 用 忆 表 示 任 意 一 台 机 器 ， 而 使 用 
4 人 表示 通用 机 。 

当 我 们 说 到 计算 机 程序 的 时 候 ， 通 常会 涉及 输入 和 输出 。 一 段 程序 
读 取 输入 ， 写 出 输出 。 但 是 到 目前 为 止 ， 我们 撞 述 的 机 器 基本 上 都 没有 
输入 ， 因 为 它们 是 以 空白 纸 带 开始 的 。 这 些 机 器 产生 0 和 1 序列 形式 的 输 
出 ， 输 出 序列 中 可 能 会 临时 散布 一 些 其 他 用 作 标 记 或 便签 的 字符 。 

相反 ， 通 用 机 要 求实 际 输入 ， 特 别 地 ， 要 求 纸 市 上 包含 放 的 标准 
描述 &md;&md; 字 母 A、C、D、L、N、R 构 成 的 描述 了 所 有 格局 的 序 
列 。 机 器 读 入 并 解释 这 个 标准 揪 述 ， 然 后 打印 出 和 一 样 的 输出 。 

但 是 这 并 不 完全 正确 : 的 输出 和 A 的 输出 可 能 不 完全 相同 。 通 常 
情况 下 ，Q( 不 能 完全 模仿 A。 机 器 可 能 以 一 个 空白 的 纸 带 开始 ， 但 所 
不 是 这 样 ， 提 供给 它 的 纸 囊 已 经 包含 了 的 标准 描述 。 如 果 违 反 了 图 
灵 的 约束 ， 同 两 个 方向 输出 ， 会 出 现 什么 情况 呢 ?” 人 准确 地 模仿 将 导致 
重 写 的 标准 描述 。 

图 灵 说 ，A| 会 配 有 一 条 以 机 器 的 标准 描述 开头 的 纸 带 。 如 果 纸 带 
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如 果 考 虑 机 器 只 和 同一 个 方向 打印 〈 正 是 图 灵 的 约束 ) ， 那 么 我 们 能 
写 出 一 个 通用 机 ， 证 它 读 取 纸 融 开 头 处 某 台 机 器 的 标准 描述 ， 然 后 在 标 
准 描述 后 面 无 限 的 空白 区 域 里 精确 地 复制 出 该 机 器 的 输出 吗 ? 

这 似乎 不 太 可 能 。 无 疑 ， 通 用 机 需要 自己 的 便 莹 空间 ， 因 此 它 的 输 
出 和 它 答 试 模 仿 的 机 器 的 输出 是 不 同 的 。 即 使 我 们 仅仅 要 求 通用 机 复制 
机 器 示 的 F- 格 ， 这 人 台 通 用 机 也 明显 会 比 图 灵 之 前 描述 的 机 器 复杂 得 多 。 

图 灵 不 能 保证 他 的 通用 机 能 够 如 实地 复制 它 正在 模仿 的 机 器 的 输 
出 。 他 只 说 : “4/ 会 计算 出 与 A 相同 的 序列 。” 事 实 上 ，( 会 在 序列 之 外 
打印 很 多 额外 的 输出 。 

图 灵 从 一 个 很 奇怪 的 角度 着 手 通 用 机 的 设计 。 

Let us first suppose that we have a machine .\(' which will write 
down on the F-squares the successive complete configurations of 
Mi 

首先 假设 我 们 有 一 台 机 器 I'， 它 会 在 纸 带 的 F- 格 处 写 下 的 连续 
完全 格局 。 

如 前 所 述 ， 完 全 格局 是 完成 一 个 操作 后 纸 带 的 快照 ， 连 同 读 写 头 的 
位 置 和 下 一 个 m- 格 局 。 这 些 连续 的 完全 格局 提供 了 机 器 完整 的 历史 操作 
WSK 0 

These might be expressed in the same form as on p. 235, using 
the second description, (C), with all symbols on one line. 

这 些 可 以 使 用 同 第 235 页 一 样 的 形式 表达 ， 使 用 第 二 种 描述 (C)， 
并 且 所 有 的 符号 都 在 同一 行 。 

本 书 第 82 页 用 了 如 下 的 序列 展示 信息 : 

b :3a900 0:22q0 Ex 

在 该 记 法 中 ， 连 续 的 完全 格局 间 使 用 冒号 隔 开 。 在 每 一 个 完全 格局 
中 ， 表 示 下 一 个 m- 格 局 的 德 文字 母 放 在 下 一 个 扫描 符 前 面 。 

Or, better, we could transform this description (as in 85) by 
replacing each m-configuration by "D" followed by "A" repeated the 
appropriate number of times, and by replacing each symbol by "D" 
followed by "C" repeated the appropriate number of times. The 
numbers of letters "A" and "C" are to agree with the numbers 
chosen in 85, so that, in particular, “O” is replaced by “DC”, “1” by 





“DCC”, and the blanks by "D". 

或 者 ， 更 好 的 方法 是 ， 用 D 后 跟 适 当 数 目的 A 所 构成 的 字符 串 代 蔡 
每 个 m- 格 局 ， 用 D 后 跟 适 当 数 目的 C 所 构成 的 字符 串 代 替 每 个 符号 ， 
以 此 来 转换 当前 的 描述 〈 如 85) 。 字 母 A 和 C 的 数目 和 85 中 的 数目 是 
一 致 的 ， 因 此 ，0 使 用 DC 代替 ，1 用 DCC 人 代替 ， 空 则 由 D 代 蔡 。 

图 灵 提 出 这 种 标准 描述 〈 他 这 么 称 ) 来 编码 机 器 的 状态 。 现 在 ， 他 
提出 再 使 用 它 来 表示 完全 格局 。 

These substitutions are to be made after th complete 
configurations have been put together, as in (C). Difficulties arise if 
we do the substitution first. 

只 有 在 完全 格局 组 合 在 一 起 后 ， 才 能 进行 这 些 痊 换 ， 比 如 在 (C) 
中 。 如 有 果 允 进行 珍 换 会 出 现 问题 。 

我 猜想 ， 图 灵 这 里 想 要 表达 的 意思 是 ， 由 于 m- 格 局 和 符号 要 被 多 个 
符号 代替 《比如 ，1 变 成 DCC) ， 因 此 在 查找 下 一 个 格局 的 时 候 必 须 注 
意 滑 动 一 些 格 ， 以 防 破 坏 某 个 符号 的 编码 。 

In each complete configuration the blans would all have to be 
replaced by “D”, so that the complete configuration would not be 
expressed as a finite sequence of symbols. 

每 个 完全 格局 中 的 空白 都 必须 用 D 丛 换 ， 因 此 ， 完 全 格局 不 能 
示 成 一 个 有 限 的 符号 序列 。 

字母 D 代 表 一 个 空格 。 图 灵 不 想 在 一 个 完全 格局 中 出 现任 何 中 断 。 
他 想 使 每 个 完全 格局 都 是 一 个 没有 中 断 、 连 续 的 字符 串 。 他 的 原 话 是 这 
样 的 :“ 因 此， 完全 格局 不 能 表示 成 一 个 有 限 的 字母 序列 。” 这 样 的 表达 
不 是 很 明确 。 我 觉得 “不 能 ”应 该 是 “现在 ”>。 很 明显 ， 他 不 想 用 一 个 由 符 
号 万 构成 的 无 限 序列 来 表示 一 个 空白 的 纸 带 ， 每 一 个 完全 格局 都 是 有 限 
ES 

If in the description of the machine II of 83 we replace " p” by 
“DAA”, “3” by “DCCC”, “Q” by “DAAA”, then the sequence (C) 
becomes: 

DA: DCCCDCCCDAADCDDC: DCCCDCCCDAAADCDDC.... 
(Cy) 

(This is the sequence of symbols of F-squares.) 

如 果 在 83 机 器 员 的 描述 中 ， 把 pv SRÉUXDAA, 159381 
成 DCCC， 把 9 蔡 换 成 DAAA， 则 序列 (C) 变 成 : 














DA: DCCCDCCCDAADCDDC: DCCCDCCCDAAADCDDC: 
C C1) 

《这 是 F- 格 处 的 符号 序列 。 ) 

图 灵 并 没有 提 到 他 所 做 的 所 有 苦 换 。 他 还 把 8 荐 换 成 了 了 DA， 空白 蔡 
TRE ID, OF PRA DC. 

括 写 里 的 说 明 指 的 是 图 灵 提 出 的 机 器 A' 的 输出 方式 。 正 常 的 机 器 
在 F- 格 处 打印 0 和 1， 并 且 用 E- 格 处 的 其 他 符号 来 辅助 计算 0 和 1。 机 右 -' 
在 F- 格 处 打印 机 器 A 的 连续 的 完全 格局 ， 并 且 使 用 E- 格 辅助 构造 这 些 连 
续 的 完全 格局 。 

用 这 种 方式 表示 的 完全 格局 是 很 难 阅读 的 。 正 如 前 面 所 说 的 ， 需 要 
注意 的 是 D， 它 可 以 表示 一 个 格局 或 者 一 个 符号 。 

) 如 果 DD 后 接 的 是 一 个 或 多 个 A, 那 么 它 是 一 个 格局 。 格 局 编号 是 

A 的 数目 。 

) 如 果 DD 后 接 的 不 是 A， 则 它 是 一 个 符号 。 在 这 种 情况 下 ，DD 后 接 

的 可 能 是 0 个 或 多 个 C。 如 果 刀 单独 出 现 ， 则 它 代 表 一 个 空白 ; 8 

WW, DC 代表 0，DCC 代表 1， 后 接 多 个 C 则 指示 其 他 符号 。 

It is not difficult to see that if M can be constructed, then so can 
A". The manner of operation of .AM' could be made to depend on 
having the rules of operation (/.e., the S.D) of A written somewhere 
within itself (i.e. within (^); each step could be carried out by 
referring to these rules. 

NMEA HH, WORE MEH A, ABABA EEH AM MKI 
操作 规则 《 即 标准 描述 ) BT DS HEA MO 的 某 个 地 方 由 它 来 
决定 A' 的 操作 方式 ， 每 一 步 都 可 以 由 这 些 规 则 算出 来 。 它 的 每 一 步 
操作 都 可 以 参考 这 些 规则 来 执行 。 

把 A 的 标准 描述 写 进 WU' 的 某 个 地 方 ， 这 是 一 个 全 新 的 概念 。 它 是 如 
何 写 的 呢 ? 如 何 访问 它 呢 ? 图 灵 退 求 机 器 示 ' 的 方式 有 点 偏离 他 的 目 
标 ， 昌 然 看 上 去 确定 是 可 以 构造 出 来 的 。 

We have only to regard the rules as being capable of being 
taken out and exchanged for others and we have something very 
akin to the universal machine. 

我 们 只 需要 认为 这 些 规则 是 可 以 取出 并 谷 换 的 ， 那 么 我 们 便 得 到 
了 某 种 本 质 上 非常 类 似 通用 机 的 东西 。 

现在 问题 变 得 清晰 点 儿 了 。 图 灵 在 本 节 开 头 说 过 ， 要 为 4 提供 一 个 
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的 意思 。 我 们 可 以 为 外 提供 一 个 包含 任何 想 要 以 模仿 的 机 器 的 标准 描述 
ATH o 

抽象 地 来 看 ，4 现 在 变 得 几乎 是 ， 嗯 ， 也 不 完全 是 显然 的 ， 但 仍然 
己 经 简单 了 很 多 。 以 以 一 个 打印 着 示 的 标准 描述 的 纸 市 开始 。 这 个 标准 
描述 负 贡 打印 A 的 连续 完全 格局 。 标 准 描述 和 完全 格局 使 用 相同 的 编码 
方式 : 每 个 完全 格局 包含 一 个 字母 序列 ， 这 些 序列 大 多 指示 纸 带 上 打印 
的 符号 。 每 个 完全 格局 还 包含 了 一 个 以 D 开 涉 、 后 接 大 干 个 A 的 字符 
串 ， 用 来 表示 位 于 扫描 符 前 面 的 下 一 个 格局 。 例 如 : 

DAAADCC 

EER Jap PAIK E BERE AUN TeAm- eq BT TRAN 
是 1。d 的 标准 描述 的 某 个 位 置 会 出 现 与 之 完全 区 配 的 字母 序列 。 Cm 
果 没 有 ， 一 定 是 有 地 方 出 错 了 ， 从 而 A 不 是 非 循 环 的 。〉 要 确定 下 一 
个 格局 ， 所 需要 做 的 就 是 寻找 一 个 匹配 。 一 旦 找到 了 [匹配 的 格局 ， 它 
可 以 直接 访问 这 个 格局 的 操作 一 一 要 打印 的 符号 、 指 示 如 何 移动 读 写 尖 
的 编码 以 及 下 一 个 m- 格 局 。 必须 基于 最 后 的 完全 格局 创建 一 个 新 的 完 
全 格局 ， 并 且 把 要 打印 的 字符 和 下 一 个 m- 格 局 合并 进来 。 

一 旦 考 上 处 到 机 器 操作 的 第 一 个 完全 格局 是 平凡 的 ， 并 且 从 一 个 完全 
格局 转向 下 一 个 完全 格局 的 步 又 只 有 很 小 的 变化 ， 那 么 通用 机 可 能 就 简 
单 多 了 。 事 实 上 ， 这 只 是 一 个 比较 和 复制 符号 的 问题 ， 图 灵 已 经 定义 了 
一 组 执行 这 些 常用 操作 的 m- 函 数 。 

至 此 ， 图 灵 仍 然 在 谈论 A'， 而 不 是 针 ， 而 且 AN' 只 打印 的 完全 格 
局 

One thing is lacking: at present the machine /(' prints no figures. 

我 们 忽略 了 一 个 问题 ， 现 在 的 机 器 放 没 有 打印 数字 。 

fe. BAZAR, BATS T A’ REU AMREF- EFTE T M 
的 连续 完全 格局 ， 这 些 格局 由 字母 A、C、D 和 冒号 分 隔 符 构成 ， 它 也 可 
能 使 用 E- 格 作为 一 个 便签 。 我 们 的 实际 目的 是 打印 0 和 1。 

We may correct this by printing between each successive pair of 
complete configurations the figures which appear in the new 
configuration but not in the old. Then (C4) becomes 

DDA :0:0: DCCCDCCCDAADCDDC : DCCC... (C2) 

It is not altogether obvious that the E-squares leave enough 

room for the necessary "rough work", but this is, in fact, the case. 


























我 们 可 以 在 每 个 连续 的 完全 格局 对 间 打 印 数 字 ， 这 些 数字 在 新 格 

局 里 出 现 而 未 在 旧 格 局 里 出 现 ， 以 此 来 修正 这 个 问题 。(C1) 变 成 : 
DDA :0:0: DCCCDCCCDAADCDDC : DCCC... (C2) 

总 体 而 言 ，E- 格 可 以 为 这 些 必要 的 ? 粗 重 工作 " 留 下 足够 的 空间 ， 
这 一 点 虽然 不 明显 ， 但 事实 上 确实 是 这 样 的 。 

(C?) 开 头 多 了 一 个 D， 这 是 印刷 错误 。(C>) 和 (Ci) 开 头 的 区 别 仅 在 于 
两 个 0 以 及 之 间 的 冒号 。 它 们 是 第 一 步 操作 的 结果 ， 因 此 打印 在 了 第 一 
个 完全 格局 的 后 面 。 

RAEN U) 打印 和 一 样 的 0 和 1， 如 此 就 可 以 说 NU' 和 fH 计 
算出 相同 的 序列 。 区 别 仅 是 ， 这 些 数 位 被 埋藏 在 输出 里 ， 来 在 了 机 器 的 
一 个 又 一 个 完全 格局 之 间 。 

这 就 是 为 什么 图 灵 要 求 他 的 机 器 连续 打印 计算 得 到 的 数 ， 并 且 数 一 
FLATT EVAN BE FE EZR. WRI AIR TER, M (和 ) 打印 出 的 数 
可 能 会 相当 混乱 。 

图 灵 说 A' 应 该 打印 “在 新 格局 里 出 现 ， 而 没有 在 旧 格 局 里 出 现 的 ”全 
部 的 数字 《0 或 1) 。 当 把 机 器 简化 到 标准 形式 (也 就 是 ， 每 次 操作 只 包 
含 一 个 要 打印 的 符号 ， 且 读 写 头 移 动 一 次 ) 时 ， 机 器 在 去 其 他 地 方 的 路 
上 会 经 党 扫描 到 一 个 符号 0 或 1。 在 这 些 情况 下 ， 机 器 必须 重新 打印 0 或 
1。 才 应 该 忽略 示 在 其 自身 上 打印 0 或 1 的 次 数 。Jf' (也 暗 指 通 用 机 〉 应 
该 只 在 扫描 符 为 空 时 打印 0 或 1。 

图 灵 总 结 本 节 时 ， 提 议 完 全 格局 应 该 表示 成 数字 形式 ， 尽 管 他 从 来 
没有 使 用 过 这 种 方式 。 

The sequences of letters between the colons in expressions 
such as (C4) may be used as standard descriptions of the complete 
configurations. When the letters are replaced by figures, as in 85, 
we shall have a numerical 
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description of the complete configuration, which may be called 
its description number. 

可 以 把 表达 式 〈 如 Ci) 中 冒号 之 间 的 字母 序列 作为 完全 格局 的 标 
准 描述 。 如 采用 数字 代 葵 这 些 字母 ， 就 像 在 85 中 那样 ， 那 么 我 们 可 
以 得 到 这 个 完全 格局 的 数字 表示 ， 也 可 以 称 作 它 的 描述 数 。 

现在 ， 让 我 们 暂时 忘记 WU'， 开 始 考虑 。 


现在 大 家 已 经 知道 ， 图 灵 对 于 通用 机 的 描述 中 有 少量 错误 。 CSA 





吃惊 的 是 ， 里 面包 含 的 错误 如 此 之 少 ， 尤 其 是 考虑 到 图 灵 不 能 在 真实 的 
计算 机 上 横 拟 它 。) 在 分 析 通 用 机 的 过 程 中 ， 我 很 感激 埃 米 尔 波 斯 特 
的 纠正 和 唐纳德 : 戴 维 斯 所 做 的 分 机 。 孔 
通用 机 对 图 灵 论 文 其 余部 分 的 论点 很 重要 ， 事 实 上 ， 他 完整 地 构造 
了 这 样 一 台 机 器 ， 证 明 这 样 的 机 器 是 存在 的 ， 整 个 过 程 极其 详细 。 然 
而 ， 一旦 你 理解 了 它 的 基本 机 制 ， 就 会 发 现 这 些 细节 太 过 元 余 。 因 而 即 
便 你 没有 消化 图 灵 描 述 中 的 每 一 个 符号 和 函数 ， 也 没有 关系 。 
7. Detailed description of the universal machine. 
A table is given below of the behaviour of this universal 
machine. The m-configurations of which the machine is capable are 
all those occurring in the first and last columns of the table, together 
with all those which occur when we write out the unabbreviated 
tables of those which appear in the table in the form of m-functions. 


E.g., £ (any) appears in the table and is an m-function. 
7. 通用 机 的 详细 描述 
下 表 给 出 了 通用 机 的 行为 。 机 器 能 执行 的 m- 格 局 就 是 表 中 第 一 列 
和 最 后 一 列 中 的 全 部 格局 ， 以 及 把 表 中 的 m- 函 数 展开 成 未 缩 略 表 后 


将 会 出 现 的 所 有 格局 。 比 如 ， 表 中 出 现 的 CU ) 就 是 一 个 m- 函 数 ， 
mK UY 是 图 灵通 用 机 的 一 部 分 。 在 机 器 的 描述 即将 结束 时 ， 革 


个 格局 在 其 最 终 m- 格 局 中 包含 了 e UU). o 的 骨架 表 在 图 灵 论 文 的 第 
239 页 〈 本 书 第 113 页 ) 。 





9 R P1 (© ) 
e(©,) 
Not ə L (C) 
Any R,E,R ej (&) 
ej (©) 


{> 


None © 





ACRE 后 ， 图 灵 展 示 了 未 经 缩写 的 表 。 


Its unabbreviated table is (see p. 239) 


R e1Canf) 
e(anf) 
not 3 L e(anf) 
Any R,E,R e1 (anf) 
e1 (anf) 
None anf 


Consequently c (ayy is an m-configuration of 9f. 
其 未 缩 略 表 如 下 《〈 见 第 239 页 ) : 


c 
— 


9 R e1(anf) 
e(anf) 
not o L e(anf) 
Any R,E,R ey (anf) 
ey (anf) 
None anf 


因此 ，e (77) ) 是 以 的 一 个 m- 格 局 。 
图 灵 从 描述 一 个 包含 某 台 机 才 的 标准 描述 的 纸 融 开始 谈 起 。 这 区 是 
通用 机 将 要 读 取 并 解释 的 纸 融 。 

When 4| is ready to start work the tape running through it bears 
on it the symbol 3 on an F-square and again 3 on the next E- 
square; after this, on F-squares only, comes the S.D of the machine 
followed by a double colon “::” (a single symbol, on an F-square). 
The S.D consists of a number of instructions, separated by semi- 


colons. 

当 准 备 开始 工作 的 时 候 ， 穿 过 它 的 纸 带 会 在 某 个 F- 格 上 印 有 符 
SO, F—TE-E& EX4é—4- 93. E Je; HTTTEF-F& EBPPUSS E 
准 描述 ， 然 后 是 一 个 双 冒 号 ": : ”( 单 个 符号 ， 出 现在 F- 格 处 ) 。 标 
准 描 述 由 大 干 指令 构成 ， 中 间 用 分 号 隔 开 。 

顺便 指出 ， 这 是 图 灵 第 一 次 在 论文 中 使 用 “指令 ”这 个 词 。 它 用 在 这 
里 很 恰当 ， 因 为 机 器 的 格局 在 这 里 起 了 不 同 的 作用 ， 它 们 变 成 了 通用 机 
的 指令 。 

在 此 之 前 (本 书 第 127 页 的 论文 第 5 节 中 ) ， 图 灵 展 示 了 每 个 格局 后 
跟 一 个 分 号 ， 然 而 ， 通 用 机 要 求 每 个 指令 以 一 个 分 号 开始 。 这 只 是 通用 
机 描述 里 极 少 几 个 “错误 ”中 的 一 个 。 

为 了 描述 的 运行 过 程 ， 我 们 为 它 提 供 一 个 简单 的 机 器 UI 
蔡 打 印 0 和 1 的 机 器 的 一 种 简化 形式 : 











m- 格 局 符号 操作 最 终 m- 格 局 
Q1 So PS, R q» 
q2 So PS», R qı 


这 个 简化 的 机 器 只 包含 两 种 格局 ， 而 不 是 四 种 ， 并 且 不 跳 过 任何 一 
个 格 。 下 面 准 备 的 纸 带 与 图 灵 的 说 明 相 符 ， 不 过 每 个 指令 前 都 有 一 个 分 
号 。 因 为 整个 纸 带 很 长 ， 我 在 这 里 把 它们 写成 两 行 : 


je[:| [0] [A] jo] |o] jc] [R| |D] [A] [A] | 
A AJ [o] [D] Jej | 


双 冒 写 把 A 的 指令 与 打印 出 的 A 的 连续 完全 格局 分 隔 开 。 图 灵 提 
醒 了 我 们 这 些 指令 是 如 何 被 编码 的 。 

Each instruction consists of five consecutive parts 

(i) “D” followed by a sequence of letters "A". This describes the 
relevant m-configuration. 

每 条 指令 由 五 个 连续 的 部 分 组 成 : 

(i) D 后 接 知 干 个 A 构 成 的 序列 ， 描 述 了 相关 的 m- 格 局 ; 

DD 后 必须 至 少 有 一 个 A， 来 表示 一 个 m- 格 局 。 也 就 是 说 ， 第 一 个 格局 
是 qi， 而 不 是 q0。 













(ii) "D" followed by a sequence of letters "C". This describes the 
scanned symbol. 

(ii) DERRE FTC BUN FRA, HR Y T3388 09: 

对 于 符号 ， 单 独 一 个 D 表 示 一 个 空白 ; 一 个 DD 后 接 一 个 C 表 示 0; 一 
个 D 后 接 两 个 C 表 示 1。 

(iii) "^D" followed by another sequence of letters "C". This 
describes the symbol into which the scanned symbol is to be 
changed. 

(iv) "L", “R”, or "N", describing whether the machine is to move to 
left, right, or not at all. 

(v) “D” followed by a sequence of letters "A". This describes the 
final m-configuration. 

(iii) DERA -EFACAR HR S AR RE FEAE NA 
符号 ; 

(ivV)L、R 或 N， 描 述 了 读 写 头 左 移 、 右 移 还 是 不 移动 ; 

(v) 另 一 个 D 后 接 奋 干 个 A 构 成 的 序列 ， 描 述 了 最 终 m- 格 局 。 

通用 机 和 需要 打印 完全 格局 ， 而 完全 格局 是 由 字母 A、C 和 DD 构成 的 ， 
同时 它 还 需要 打印 由 0 和 1 组 成 的 可 计算 序列 。 通 用 机 使 用 小 写字 母 作为 
E- 格 中 的 标记 。 

The machine ^| is to be capable of printing "A", "C", "D", "O", “1”, 
OE Wi Eae Zi 

现在 的 机 器 A 可 打印 A、C、D、0、1、 Uv、 Ww、 Xx、y、2Z。 

图 灵 瑟 了 分 号 “;”《〈 用 来 分 隅 连续 的 完全 格局 ) o 
The S.D is formed from “;”, "A", "C", "D", “L”, “R”, “N”. 
S.DH;. A. C. D. L, R, NJ. 


接 下 来 ， 图 灵 展 示 了 通用 机 要 求 的 最 后 一 个 函数 。 
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Subsidiary skeleton table. 


. , [NtÀ. RR cna) an(®, a). Starting from 
con (, a) | an Fsquare, S say, the se- 
A L Pa, R wn (Eo) Tie, Jody 
quence C of symbols describ- 
A 及 PR wa) ing a configuration closest on 
| th the right of S is marked out 

I RIT so) with letters a. > €. 


cong(®, a) | ee wn(€, ) In the final con- 


ene, a) | 


NotC RR ë figuration the machine is 
scanning the square which is 
four squares to the right of the 
last square of C, C is left 





unmarked. 
辅助 的 骨架 表 如 下 : 
. . (Not A RR Ea) on(€, a). |] —-^F- 
con (© a) SE " 
A LPa R aw, (比如 8) 开始 ， 用 a 标记 描述 
mE a) | A R Pa, R mla) BEB S20 at ABs 
gius D R,PoR eolG ol) TAIC REE 





en(€, ) ARH A at 


qp | C RPR mea) 7 Wis idm CE US — Re 

cong, a | "n 

Ww |NotC RR € 的 第 四 格 ,没有 被 标记 

m-K žr CON (RAE I configuration 〈 格 局 ) ， 这 里 漏 了 一 行 B1: 
enj(&,0) None PD, R, Pa,R,R,R G 

不 久 ， 我 们 可 以 看 到 漏 掉 的 这 一 行 所 起 的 作用 。 

CON 函数 的 功能 是 用 第 二 个 参数 给 出 的 符号 标记 一 个 格局 。 假 设 读 


写 头 处 在 一 条 指令 前 端的 分 号 位 置 上 。 


CON 函数 每 次 向 右 移动 两 个 格 ， 直 到 遇 到 一 个 字母 A4。 然 后 在 4 的 左 
边 打印 一 个 字符 w。 函 数 Som ;继续 在 每 个 4 的 右边 打印 标记 ， 直 到 遇 到 
一 个 字母 D。 然 后 在 这 个 了 的 右边 打印 一 个 标记 ， 再 转向 Som ， RM 
CON ;在 每 个 C〈 如 果 C 存 在 ) 的 右 侧 打印 标记 。 在 本 例 中 ， 格 局 中 没 
有 C， 因 为 扫描 格 是 一 个 空格 ， 因 此 结果 如 下 












骨架 表 中 对 人 DN 的 解释 部 分 有 一 点 令 人 迷惑 ， 因 为 图 灵 使 用 字母 C 
代表 定义 一 个 格局 的 整个 符号 序列 ， 然 后 义 在 标准 描述 中 使 用 相同 的 字 
母 。 第 二 段 〈 以 “最 终 格局 中 ”开头 ) 的 第 一 句 表 明 读 写 头 最 后 将 留 在 格 
局 中 最 后 一 格 〈 也 就 是 ， 扫 描 字 符 的 最 后 一 个 格 ) 右边 的 四 个 格 处 。”“C 
未 被 标记 ”意思 是 “这 个 格局 未 被 标记 ”， 仅 当 %oll 的 第 二 个 参数 为 空 时 
才 适 用 。 

对 通用 机 的 描述 仅 占 图 灵 论 文中 的 两 页 。 图 灵 前 面 定 义 的 m- 函 数 很 
有 技巧 ， 使 得 在 很 多 情况 下 ， 的 m- 格 局 只 是 简单 地 表示 一 个 特定 的 函 
数 。 照 例 ， 机 器 仍 以 m- 格 局 b 开始 。 

The table for i. 

















b Kb by, 1) b. The machine prints 
by RRPRRPDRRPA wi :DA on the Fsquares after 


=> anf. 


机 器 OL AT: bs 之 后 的 F- 格 处 
b f(b, b, :) drÉDA, RG anf 


by Ii, R, P:R, R, PD, R, R, PA an} 


m- 函 数 了 寻找 把 指令 和 完全 格局 隔 开 的 双 冒 号 。 正 如 前 面 看 到 的 ， 
全 格局 展示 了 纸 带 上 的 所 有 符号 ， 3¢ Elm. 格局 位 于 被 扫描 格 
。 当 机 器 启动 时 ， 第 一 个 m- 格 局 是 q1， 它 的 标准 描述 是 DA。 这 正 是 
: 1503 的 东西 ， 它 以 一 个 冒号 开头 来 划 定 每 一 个 完全 格局 : 


Lalal;| 1D] Ja] Io} jo] fe] |R| JD] [A] JA] | 
| do| [aj [a] joj [o| c| [ey IR] [D] [A] t| | 














| 的 下 一 个 m- 格 局 是 中 ， 唐 纳 德 : 戴 维 斯 建议 用 此 代表 


anjang, Anfang 是 德语 表示 “开头 * 的 单词 。 第 一 行 中 的 函数 在 函 
数 表 中 被 误 写 作 9 。 人 次 出 现 。 

ant glanfi, :) an, The machine marks 
the configuration in the last 


anfi com, 9) complete configuration with 
y. — fom. 
anf a(an}y, :) 
| | an} ， 机 器 用 ?标记 最 后 一 个 
ah img) AB BRA KE 
fom 


9 找到 冒号 (当前 的 完全 格局 之 前 ) cia, CON 用 字母 y 标 记 这 个 


m-th Jay. Big CON 添加 的 一 行 在 这 里 发 挥 了 作用 : 它 打印 一 
个 D (表示 一 个 空格 )， 同 时 标记 这 个 格 ， 如 下 : 





L| Dly AlyIDly ss 





在 完全 格局 中 标记 m- 格 局 的 过 程 中 ， 每 当 %on 本 该 找到 一 个 代表 扫 
描 符 的 D 却 遇 到 一 个 空格 时 ，《“on 1 就 打印 一 个 D。 在 需要 的 方 格 越 来 越 
多 时 ， 纸 带 就 是 这 样 逐 渐 增 长 的 。 

现在 机 右 必 须 找 到 这 样 的 指令 ， 其 格局 和 刚才 的 完全 格局 中 标记 为 y 
的 符号 相 匹配 。 当 然 ， 有 很 多 指令 ， 但 是 它们 很 容易 被 定位 ， 因 为 每 一 
条 指令 前 都 有 分 写 。 从 最 后 一 条 指令 开始 同 前 测试 这 些 指 令 。m- 格 局 
tom 看 上 去 与 fom 很 像 ， 但 其 实 是 kom， 可 能 是 几 个 表示 “比较 ”的 单词 
缩写 形式 中 的 一 个 。 

R, Pz, Lo con(tmp,x) fom. The machine finds 

fom 2 L, L fom the last semi-colon not 

lem marked with z. It marks 
this semi-colon with z and 

the configuration following 





not znor; L 


it with x. 
; R, Pz, con(tmy,x) bm, METAREN 
fm { z L, L om 有 被 :标记 的 分 号 ， 它 把 这 个 分 
xd ES sitio bs, HU HER 
的 格局 标记 为 x 


在 第 一 趟 里 ， tom 找到 最 后 一 个 (最 右边 ) 指令 后 ， 在 分 号 后 打印 


一 个 z， 然 后 用 “61 标记 紧 跟 着 的 格局 。 





标记 z 表 明 这 条 指令 已 经 检查 过 。 在 后 面 寻找 匹配 的 尝试 中 ，tom 会 
跳 过 之 前 已 经 标记 为 z 的 那些 分 号 。 


中 -格局 Am 《另外 一 个 表示 “比较 "的 缩写 ”) 使 用 Se 比较 标记 
为 x (表示 一 条 指令 中 的 m- 格 局 和 扫描 符 ) 和 标记 为 y 的 格局 (表示 完全 
格局 中 的 当前 m- 格 局 和 扫描 符 〉。 

Imp cpe(e(tom, x, y), sim, x, y) Imp. The machine com- 

pares the sequences marked 
x and y. It erases all letters 
x and y. = sim if they are 
alike. Otherwise > fom. 


Imp qe(e (fem, x, y), sim, x, y) tmp ， 机 器 比较 标记 为 Y 和 
} 的 序列 。 它 擦 除 所 有 的 x 和 y 
d a EL sm, 
否则 一 fom 


函数 实在 比较 那些 标记 所 标识 的 字母 时 顺便 擦 除了 这 些 标记 。 如 


果 找 到 一 次 匹配 ， 那 么 所 有 的 x 和 y 都 被 擦 除 ， 然 后 转向 Sim (表示 相 
似 ) 。 
如 果 标 记 为 x 和 y 的 格局 不 匹配 〈 就 像 我 们 例子 中 的 这 样 ) ， 则 转向 


中 的 第 一 个 参数 ， 它 是 个 函数 e《〈 控 除 ) ， 用 来 控 除 其 余 的 x 和 y 标 


记 ， 最 后 退回 到 tom 来 处 理 下 一 条 指令 。 


函数 tn 中 有 个 小 问题 ， 图 灵 从 来 没有 定义 过 包含 一 个 m- 格 局 参数 
和 两 个 符号 参数 的 函数 e 。 而 且 ， 由 于 部 分 甚至 全 部 的 y 标 记 都 已 经 被 


Se 控 除 ， 他 不 能 回 退 到 tem 。 事 实 上 ， 他 需要 返回 到 用 an 再 次 标记 
这 个 格局 。 唐 纳 德 - 戴 维 斯 提议 ， 指 令 应 该 读 取 : 


imp epe(e(e(anf, x), y), sim, X y) 
fed RB, TU ,将 重新 标记 完全 格局 中 的 m- 格 局 和 扫描 符 ， 
Com 将 标记 下 一 条 指令 〈 按 指令 从 后 往 前 的 顺序 ) 。 











| DlyAlylDly em 


这 一 次 ， 由 上 nt 调用 的 函数 Se 将 检测 匹配 ， 然 后 转向 sin 。 所 有 





的 标记 x 和 y 都 没有 了 ， 只 剩 下 了 标记 z。 最 左边 的 标记 z 位 于 外 必须 执行 
的 指令 之 前 。 图 灵 如 下 总 结 了 至 此 的 进展 。 


any Taking the long view, the last instruction relevant to the 
last configuration is found. It can be recognised afterwards as the 
instruction following the last semi-colon marked z. -Sin 

anj ， 从 长 远 角度 考虑 ， 与 最 后 一 个 格局 相关 的 最 后 一 条 指令 找 
到 了 。 因 为 这 条 指令 跟 在 用 z 标 记 的 最 后 一 个 分 号 后 ， 所 以 今后 能 被 
识别 出 来 。 然 后 ~ sim 。 

事实 上 ， 这 是 第 一 个 (最 左边 ) 被 标记 为 z 的 分 号 ， 但 是 ， 是 最 后 
条 被 检测 的 指令 。m- 格 局 sim 开始 使 用 F 在 指令 前 的 分 号 处 寻找 该 标记 
及 其 位 置 。 正 如 前 面 提 到 的 ， 指 令 包含 五 个 部 分 : m- 格 局 ， 扫 描 符 ， 要 
打印 的 符号 ， 工 、N 或 R， 以 及 最 终 m- 格 局 。 
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eim F (sim, sim; 2) sim, The machine marks out 
eim wnléimy,) the instructions. That part of 
the instructions which refers to 

m | A | sims operations to be carried out is 
notA R,Pu, R, RR Sm — marked with u, and the final m- 


configuration with y, The let- 
tA LP Qu) oT , 





eim lers z are erased. 
A L,PyR,R, R. sm 
em F(simy, sim, 2) sim ,机 路 标记 出 这 些 指令 
eim] enm; ) — 0. QD 
那些 表示 机 器 必须 执行 的 操作 
emo | A pu 的 iq 令 标 记 Jj ll, M Hm- 月 标 
notA R,Pu, R, R, R. sme 


Ay, PARR 
. |notA L,Py ome, z) 
ema i 

A L,PyR,R,R sms 


m- 格 局 Sim ,指向 的 是 缺少 第 二 个 参数 的 函数 Son 。 实 质 上 ， 它 跳 过 
m- 格 局 和 扫描 符 ， 把 读 写 头 定位 在 打印 操作 的 第 二 个 字符 。 





DI TAL [D] | «e 
m- 格 局 Sim ,的 第 二 行 有 误 : 埃 米尔 :波斯 特 指出 ， 它 应 该 在 打印 v 之 


前 把 读 写 头 向 左 移 。m- 格 局 Sim ,和 Sim ,标记 这 个 操作 (要 打印 的 符号 
和 读 写 头 移动 的 字母 )》 和 下 一 个 m- 格 局 。 函 数 e 在 转向 mf 之 前 擦 除 标识 
iUz. 








LE [D] [A] JD] | 


m- 格 局 mmt 〈 看 起 来 像 mf， 实 际 上 是 mk， 可 能 代表 “标记 ”) 现在 标 
记 最 后 一 个 完全 格局 。 函 数 g (了 水 数 表 里 误 记 作 9 ) 的 第 一 个 参数 应 该 
是 mt1， 而 不 是 mt。 





almi, :) m The last complete con- 
figuration is marked out into 
four sections. The configura- 
L, L ; L mi tion is left unmarked. The 


fet mi 
symbol directly preceding it is 
“|: v RIDE m marked with x. The remainder 
még of the complete configuration 
D R,Px,L,L,L "55 jg divided into two parts, of 
which the first is marked with 
v and the last with w. A colon is 


printed after the whole. 一 sb. 


> R,PvLLL nts 
my 


cont (LCs), ) 
M R, Pw, R ms 


Noe P: ah 


mt gt, :) me, REA LERAM 





" ntA — RR mh 标记 成 四 个 部 分 。 这 个 格局 未 被 
| rA M 
A L, L, L, L miz 标记 È 之 前 的 it 号 标记 RY 
QR PELLE nh JR ATED AS 
mto mey 第 一 部 分 标记 为 y， 第 二 部 分 标 
D RPeLLL "5 记 为 w。 最 后 打印 一 个 时 号， 外 
==} | 
" R, Py, L, L, L mf mv 
mta 
: ifa 
mi con(l(l(mts)), ) 
Any R,Pw,R mls 
mis 
None P: sh 








m- 格 局 mt 使 用 9 寻找 最 右边 的 冒号 。 这 个 冒号 出 现在 最 后 一 个 完全 
格局 之 前 。 完 全 格局 出 现在 F- 格 处 ， 通 稼 情况 下 ， 由 刀 后 接 0 个 或 知 干 
个 C 构 成 ， 每 一 个 都 表示 纸 带 上 的 一 个 符号 。 这 些 符 号 里 的 某 个 地 方 埋 
藏 了 一 个 m- 格 局 ， 它 是 表示 成 一 个 DD 后 接 奉 干 个 A 的 序列 。 

m- 格 局 mt1 用 来 寻找 埋藏 在 完全 格局 中 的 m- 格 局 。 当 找到 一 个 A 时 ， 
它 把 读 写 头 同 左 移 至 这 个 m- 格 局 之 前 的 格 的 最 后 一 个 符号 处 。 那 个 格 标 
记 为 x。 接 着 ，mt3 把 所 有 前 面 的 字符 都 标记 为 v。 

m3 过 到 一 个 冒号 时 ，mtj 就 接 蔡 它 开始 工作 。mts 使 用 tL 跳 过 m- 格 
局 和 扫描 字符 。 当 它 找到 非 C 的 字符 时 就 停 下 来 。 除 了 扫描 字符 ， 其 他 
符号 均 标 记 为 w。 最 后 ，mtc 打 印 一 个 冒号 。 

下 面 是 一 个 比 所 分 析 的 简单 例子 稍微 复杂 一 点 的 完全 格局 : 














这 个 完全 格局 表示 一 个 以 0 CDC) 和 一 个 空白 (CD) 开头 的 纸 带 。 接 
下 来 的 格 是 一 个 扫描 格 ， 是 用 格局 q; (DA) 表示 的 。 扫 描 格 是 一 个 
0 (DC) ， 后 跟 一 个 空白 D) 和 一 个 0 (DO) 。 诈 结束 时 ， 纸 带 如 











唯一 未 标记 的 是 格局 〈 它 由 m- 格 局 DA 和 扫描 符 DC 组 成 ) 。 
在 前 面 的 简单 例子 里 ，m- 格 局 的 左边 和 扫描 格 的 右边 都 没有 符号 ， 
因此 ，v、x 和 w 标 记 都 没有 发 挥 任何 作用 





所 有 的 部 分 EP 指令 的 操作 和 最 终 m- 格 局 分 别 标记 为 u 和 
y， 完 全 格局 的 一 部 分 标记 为 vr、x 和 w。 

除了 因为 机 器 扫 摘 到 一 个 0 或 1， 需 要 再 打印 一 过 0 或 1 的 情况 ， 如 果 
指令 打印 了 一 个 0 或 1， 那 么 通用 机 也 需要 打印 一 个 0 或 1。 通 用 机 只 有 在 





扫描 到 空格 时 才 打 印 一 个 0 或 1。 这 就 是 名 (可 能 代表 “展示 ”) 的 功能 





ah Fahy, inet, t) oh HRI Aud 





m LLL iy AHA, 如 果 指 令 中 包含 “打印 
I D RR,R,R elo 0 X “aal, MAERA 
"n |, 
not D inet 打印 人 或 | 
| C h,k aly 
shg | s 
not C inet 
, C hh aly 
SU . h 
not C peg(inet, 0, :) 
I imet 
e | 
~ [not C peglinst, 1, :) 


首先 ， 闻 定位 到 最 左边 的 标记 u， 闻 :将 读 写 头 向 左 移动 三 个 位 置 ， 
置 于 代表 扫描 格 的 最 后 一 个 符号 处 。 如 果 扫描 的 格 是 一 个 空格 ， 那 么 屠 
个 符号 可 以 是 一 个 D。 如 果 不 是 D， 那 么 将 跳 过 其 余 的 m- 格 局 转向 St 


如 果 扫 描 的 字符 是 一 个 空格 ， 则 § FE h, MER P RHI sh 
D)o RAMA hs. heh, ATMS ADC (at ENO) 
或 者 DCC 表示 打印 1) . MRE, ABA peytEZK MY FE ANT ED hA 
数字 和 一 个 冒号 。 现 在 的 示例 纸 市 如 下 : 











al tol fal fo [:] fe] [1] ] 
显然 ， 表 的 四 部 分 因为 使 用 了 二 进 制 数 而 非 十 进 制 数 而 得 以 简化 。 
十 进 制 数 要 求 另 外 8 个 m- 格 局 Cab olh 13) 来 打印 2 一 9 位 。 


无 论 打印 了 0 或 1， 或 者 什么 都 没 打 印 ， 通 用 机 都 转向 Inst [可 能 表 
示 instruction (指令 ) ， 不 过 表示 为 instigate (鼓动 ) ， 更 生动 ]。 最 后 剩 





下 的 工作 就 是 实现 的 下 一 个 完全 格局 。 它 包括 当前 格局 里 标记 为 x、v 
和 w 的 所 有 符号 ， 因 为 这 些 符号 保持 不 变 。 然 而 ，m- 格 局 和 扫描 的 格 会 
被 蔡 换 。 它 们 将 被 标记 为 y 的 m- 格 局 和 标记 为 的 符号 蔡 代 。 


inst 的 表 中 又 一 次 引用 了 最 初 被 定义 为 9 的 函数 9 。 同 样 ， 第 五 行 
fo gc OSS 同 第 三 行 和 第 四 行 中 的 OS 一 样 。 


inet 

inst, 
inst, (L) 
inst, (R) 
inet, (N) 
oy 

inet 

inet] 
insty(L) 
inst, (R) 
inety (NV) 


p Yy 


FXE, K 


we: 
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g({(insty), u) inet. The next complete 
a RE inoty(@) configuration is written down, 


carrying out the marked instruc- 


tions. The letters u, v, w, x, y 
ceg (00, V, 3, U, Y, W) are erased. — anf. 


ecs (ov, V, x, y, U, W) 
e(anf) 
a(Kineti), u) 


ceg (ov, V, y, x, U, W) 


int , 写 入 的 下 一 个 完全 

a RE mu 格局 ,用 于 执行 被 标记 的 指令 
ces (ov, U, y, X, uU, W re yu sde de e , 
€ 5 ( , L TP ; 5 v) hu, VV Wy X. yit 最 


了 J ~ 
ces (ov, U, X, U, y, W) Ke— ant 


ecs (ov, V, X, y, U, W) 
e(anf) 


A ceu HE coe xE X. FEF ws3， 我 们 可 以 很 容易 地 构 


c4 (35, o, B, y, ô) co(ce3 (B, B, y, 8), 0) 

ces (Ba, B, y, 5, €) ce(ceg (55, B, y, ô, £), a) 

函数 ces 把 标记 为 a 的 符号 顺序 地 复制 到 纸 带 的 尾部 ， 然 后 再 复制 标 
记 为 B 的 字符 ， 如 此 等 等 ， 在 复制 的 过 程 中 擦 除 这 些 标记 ， 

m- 格 局 Inst 引用 9 , g 寻找 最 右边 的 标记 为 u 的 符号 ， 该 符号 可 以 
为 L、R 或 者 N。m- 格 局 nst | 扫描 并 擦 除 那个 符号 ， 然 后 根据 此 符号 分 
别 转向 Inst a, MNA ,(R) 或 者 Inst j(N)。 图 灵 的 用 意 很 明显 ， 不 过 
事实 上 ， 我 必须 阻止 在 机 器 的 这 个 点 上 引入 新 的 语法 ， 更 何况 这 是 没有 
必要 的 。 我 们 把 整个 的 tnSt ,格局 替换 成 如 下 的 表达 式 ， 





L R,E ces (ov, v, y, x, u, W) 
inet; R R,E ces (09, v, x, U, y, W) 
N R, E ces (ov, v, x, y, u, w) 





EXPE T, PENE B og E SU BACT AY EB, fn itl 
标记 为 w 的 格 。 由 v 标 记 的 这 些 符 号 都 处 于 完全 格局 左边 ， 直 到 《但 不 包 
括 ) 被 扫描 的 格 的 左边 。 那 个 格 标记 为 x。 标 记 为 w 的 符号 都 处 于 被 扫描 
的 格 右 侧 。 


“5 中 间 的 这 三 次 复制 取决 于 读 写 头 是 左 移 、 右 移 或 不 移动 。 顺 序 如 


左 移 ， 下 一 个 m- 格 局 / 读 写 头 左边 的 符号 /被 打印 的 符号 

右 移 : 读 写 头 左边 的 符号 /被 打印 的 符号 /下 一 个 m- 格 局 

不 移动 : 读 写 头 左边 的 符号 /下 一 个 m- 格 局 /被 打印 的 符号 

例如 ， 如 果 读 写 头 向 左 移动 ， 那 么 下 一 个 m- 格 局 插入 到 上 一 次 读 写 
头 左边 格 的 前 面 。 如 果 读 写 头 向 右 移动 ， 则 下 一 个 m- 格 局 放置 于 被 打印 
符号 的 右边 。 

“5 的 每 一 个 函数 都 要 转向 ov [可 能 代表 over 结束) ]。 函 数 。 擦 除 
所 有 E- 格 ， 然 后 在 下 一 次 移动 之 前 转向 ad 。 纸 带 现在 的 情况 如 下 : 

















第 二 个 完全 格局 包含 了 符号 DC CERO ， 后 跟 DAA， 它 表示 一 个 
新 的 m- 格 局 q,。 

图 灵 在 定义 通用 机 时 是 有 一 些 限制 的 ， 它 不 能 模仿 任意 的 普通 图 灵 
机 ， 因 为 它 不 能 在 完全 格局 的 左边 插入 空白 ， 因 此 模仿 任意 一 个 读 写 头 
移 向 初始 位 置 左边 的 机 器 ， 它 都 不 能 正确 的 工作 。 确实 ， 图 灵 在 函数 
con 中 省 略 了 向 右边 插入 空白 的 过 程 。) 这 样 的 通用 机 也 只 能 在 模仿 用 
0 或 1 代替 空白 ， 且 这 种 代 蔡 按 从 左 向 右 的 统一 方式 进行 的 机 器 时 正确 运 
行 。 如 果 机 器 不 是 这 样 操作 的 ， 那 么 通用 机 也 可 以 模仿 它 ， 只 是 不 能 打 
印 出 0 和 1 的 正确 序列 。 

尽管 存在 这 些 限 制 ， 还 有 一 些小 的 打印 问题 和 错误 ， 但 是 图 灵 还 是 
做 出 了 杰出 的 贡献 。 他 通过 展示 这 样 一 台 可 以 适当 地 编程 来 执行 任意 计 
算 机 器 操作 的 通用 机 ， 论 证 了 计算 的 一 般 性 。 一 本 受到 称赞 的 关于 可 计 
算 性 的 书 中 这 样 写 道 : “图 灵 关 于 通用 图 灵机 存在 性 的 理论 是 上 世纪 的 
一 个 思想 路 标 。” 蒜 

所 有 这 些 都 引发 了 一 个 问题 : 

阿兰 :图 灵 发 明 过 计算 机 吗 ? 











上 出 现在 埃 米 尔 : 波 斯 特 论文 “Recursive Unsolvability of a Problem of 
Thue”, The Journal of Symbolic Logic, Vol. 12，No. 1 (Mar. 1947) , 1- 
11 的 附录 中 。 整 篇 文章 转载 于 Martin Davis, ed., The 
Undecidable (Raven Press, 1965) ，293-303。 附 录 转 载 于 B. Jack 
Copeland, ed., The Essential Turing (Oxford University Press, 2004) , 
97-101. 

[21 JF 2/N fii - BRE Hf ^] “Corrections to Turing’s Universal Computing 
Machine", in C. Jack Copeland, ed., The Essential Turing, 103-124. ff 
何 想 要 编写 仿真 通用 机 程序 的 人 都 想 专 研 戴 维 斯 的 文章 。 

B31 由 波斯 特 建 议 ，“Recursive Unsolvability of a Problem of Thue”, 





To 
[4| John P. Burgess7EGeorge S. Boolos, John P. Burgess Richard C. 


Jeffrey 34 I] Computability and Logic, fourth edition (Cambridge 
University Press, 2002) 一 书 的 前 言 中 提 到 的 。 








想像 一 台 计 算 机 器 ， 它 几乎 什么 也 做 不 了 ， 图 灵 事 实 上 是 构想 了 一 
种 用 于 “通用 目的 ?的 多 功能 计算 机 ， 这 是 一 个 革命 性 的 观念 。 在 当时 ， 
计算 机 被 普 过 认为 是 为 茶 些 特定 工作 特殊 设计 的 。 早 期 类 似 于 计算 机 的 
设备 ， 如 微分 分 析 仪 “由 肤 省 理工 学 院 的 万 尼 瓦 尔 : 布 什 及 其 学 生 设 计 
并 构建 ) ， 就 是 这 一 设计 方式 的 例证 。 微 分 分 析 仪 具有 重要 的 功能 
求解 常 微分 方程 ， 但 它 所 能 做 的 也 仅 限 于 此 。 

即使 是 那些 深入 探索 构建 数字 计算 机 的 人 们 ， 也 很 难 抓 住 数字 逻辑 
的 普遍 规律 。 如 礁 华 德 . 艾 肯 ， 他 从 1937 年 就 开始 研究 数字 计算 机 ， 是 
计算 机 行业 一 位 真正 的 先驱 。 然 而 在 1956 年 ， 他 说 道 : 


如 果 事 实证 明 ， 一 台 用 来 求 微分 方程 数值 解 的 机 器 的 基础 
逻辑 ， 与 一 台 为 百货 店 制作 账单 的 机 器 的 迎 辑 相同 ， 那 么 这 将 
是 我 遇 到 的 最 令 人 惊讶 的 巧合 。 了 1 


作为 一 个 将 计算 机 视 为 逻辑 机 器 的 人 ， 图 灵 显 然 知 道 的 更 清楚 。 妆 
大 部 分 早期 的 计算 机 制造 者 在 考虑 人 硬件 问题 的 时 候 ， 图 灵 从 1936 年 起 就 
开始 编写 软件 了 。 对 于 图 灵 来 说 ， 即 使 是 加 法 这 样 的 基本 算术 运算 也 可 
以 通过 软件 来 实现 。 与 艾 肯 在 1956 年 的 言论 不 同 ， 图 灵 在 1950 年 这 样 说 
道 : 

















数字 计算 机 的 特殊 性 在 于 它们 能 够 模拟 任何 离散 状态 的 机 
器 。 为 描述 这 一 氮 ， 我 们 称 之 为 通用 机 。 有 了 有 具备 这 一 特性 的 
机 器 ， 我 们 就 能 得 到 一 个 重要 的 结果 : 如 末 不 考虑 速度 ， 那 么 
束 不 需要 对 不 同 的 计算 过 程 设计 不 同 的 机 右 。 通 过 对 每 个 事件 
恰当 编程 ， 所 有 的 工作 可 以 在 一 台 机 器 上 完成 。 在 这 种 意义 
下 ， 所 有 的 数字 计算 机 都 是 等 价 的 。- 上 2 


图 元 引 入 了 一 个 重要 的 限制 “如 果 不 考虑 速度 "”。 有 些 人 也 许 会 说 ， 
对 于 计算 机 而 言 ， 速 度 不 是 全 部 ， 却 不 可 或 缺 。 当 人 们 需要 某 种 特殊 的 
计算 机 时 ， 例 如 为 数 百 万 的 好 汪 坞 大 片 做 电脑 成 像 ， 速 度 通 帝 是 主要 的 
考虑 因素 ， 而 强大 的 存储 能 力 反 而 不 重要 。 然 而 ， 在 实际 的 数字 运算 能 
力 上 ， 上 所 有 的 数字 计算 机 都 是 通用 的 。 

在 关于 计算 的 发 展 史 上 ， 阿 兰 : 图 灵 的 地 位 从 来 都 不 十 分 明确 。 在 一 
部 权威 及 展 史 著 作 - 上 3 中， 图 灵 的 页 献 几乎 没有 提 到 ; MER- MEA 
数学 家 写 的 历史 中 ， 计 算 机 被 看 成 是 数学 概念 的 物理 体现 [4 ， 图 灵 就 
被 视 为 一 个 最 重要 的 人 物 。 图 灵 在 计算 历史 著作 中 的 地 位 取 雇 于 到 底 是 














从 工程 和 商业 的 角度 ， 还 是 从 数学 和 学 术 的 角度 来 看 竺 计算 机 。 

图 灵 一 个 令 人 感 兴 趣 的 角色 涉及 图 灵 和 约翰 : 汉 : 诡 依 曼 的 关系 。 他 们 
的 第 一 次 见面 是 在 1935 年 4 月 ， 当 时 冯 : 诺 依 曼 从 普林斯顿 大 学 来 到 剑桥 
大 学 讲授 关于 殉 周 期 函数 的 课程 。 在 此 之 后 ， 图 灵 决 定 加 入 普林斯顿 大 
Z. L51 1936 年 秋 ， 图 灵 到 达 普 林 斯 顿 大 学 后 ， 他 们 叉 取 得 了 联系 。 
16) 治 : 诡 依 曼 一 度 声称 ， 在 哥 德 尔 的 不 完备 性 定理 之 后 便 不 再 读数 理 
逻辑 方面 的 论文 了 ， 二 7 二 所 以 我 们 并 不 知道 他 到 底 什 么 时 候 读 了 “可 计 
算数 ? 那 篇 论文 。 这 两 位 数学 家 也 有 其 他 共同 的 数学 兴趣 〈 列 周期 函数 
AUBREY) ， 这 些 是 汉 :. 诺 依 曼 在 1937 年 6 月 1 日 为 图 灵 写 的 关于 普罗 科 特 
奖学金 的 推荐 信 中 提 及 的 。 

1938 年 7 月 ， 图 灵 离 开 普 林 斯 顿 之 前 ， 冯 : 诺 依 曼 为 他 提供 了 一 份 年 
新 1500 美 元 的 工作 ， 是 在 高 级 研究 院 担任 自己 的 助手 ， 但 是 图 灵 没 有 接 
受 。 当 时 ， 冯 : 诺 依 曼 必然 已 经 读 过 了 图 灵 的 论文 。 在 图 灵 传 记 中 ， 安 
德 鲁 : 霍 奇 斯 向 物理 学 家 斯 坦 尼斯 罗马 拉 姆 (当时 也 在 高 级 研究 院 ) 询 
问 冯 : 话 依 曼 对 图 灵 的 评价 〈( 冯 : 诺 依 曼 逝 于 1957 年 ， 时 年 53 岁 ) 。 马 拉 
姆 回忆 起 1938 年 夏天 同治 : 诡 依 受 一 起 旅行 时 ， 当 时 加 : 诡 依 曼 建 议 玩 一 
个 游戏 。 


在 一 张 纸 上 写 下 一 个 尽 可 能 大 的 数 ， 用 一 种 与 图 灵 模 式 有 
天 的 方法 来 定义 它 … 冯 : 诡 依 曼 对 他 十 分 员 识 ， 早 在 1939 年 就 
和 我 提 到 他 的 名 字 ， 并 且说 这 是 一 个 “聪明 的 主意 ”.……1939 
年 ， 冯 : 诡 依 曼 在 考虑 用 机 械 方法 来 研究 形式 化 数学 系统 时 ， 
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早年 和 图 灵 之 间 的 这 些 接触 ， 在 1944 年 9 月 冯 : 诺 依 曼 到 达 宾 夕 法 尼 
亚 大 学 的 称 尔 电气 工程 学 院 时 突然 变 得 非常 重要 。 当 时 正在 建造 的 计算 
机 叫 作 ENIAC【〈 电 子 数 字 积分 计算 机 ) 。 这 个 由 约翰: 埃 克 特 (1919— 
1995 年 ) 和 约翰 :威廉 . 莫 奇 利 (1907—1980) 设计 的 30 吨 的 庞然大物 ， 
虽然 建造 出 来 了 ， 但 是 它 的 局 限 性 越 来 越 明显 。 于 是 一 个 叫 
EDVAC《 电 子 离散 变量 自动 计算 机 ) 的 替代 品 列 入 了 后 续 计 划 之 中 。 


从 一 开始 ， 冯 : 话 依 曼 就 不 单单 从 潜在 用 户 ， 也 从 科学 家 和 
技术 人 员 的 角度 来 考虑 问题 。 在 1944 年 剩 下 的 时 间 以 及 整个 
1945 年 ， 他 并 不 在 洛斯 阿拉 莫 斯 国 家 实验 室 ， 他 参加 了 
EDVAC 方 面 的 技术 会 议 ， 做 出 了 很 多 技术 贡献 ， 并 且 在 逻辑 
设计 方面 提出 了 很 多 建议 。_-[9] 























然而 ，1945 年 6 月 30 日 ， 当 一 篇 以 约翰 : 冯 : 诺 依 曼 为 唯一 作者 
的 *EDVAC 的 第 一 份 草案 报告 ”Lo 出 现时 ， 和 争议 的 火焰 被 点 燃 了 ， 即 
使 在 今天 仍然 余 烟 未 尽 。 这 篇 报告 强调 了 一 些 概念 ， 比 如 计算 机 应 该 是 
电子 的 ， 必 须 使 用 二 进 制 数 ， 以 及 程序 应 该 存储 在 内 存 中 。 但 是 也 许 再 
也 无 法 完全 确定 ， 这 些 概 念 是 冯 : 诺 依 曼 自己 提出 的 ， 还 是 他 只 不 过 是 
将 在 穆 尔 学 院 构建 ENIAC 时 的 想法 组 合 了 一 下 。 数 十 年 来 ， 当 人 们 描述 
数字 计算 机 的 时 候 总 是 会 提 到 “ 汉 : 诺 依 曼 体 系 结构 ”， 现 在 这 个 词 渐 渐 
地 不 再 使 用 ， 很 大 程度 是 因为 这 样 称 呼 缺 乏 对 在 计算 机 体系 结构 上 有 所 
贡献 的 其 他 人 的 尊重 。 

“EDVAC 的 第 一 份 草案 报告 "只 引用 了 一 篇 出 版 文献 ， 它 是 发 表 在 期 
刊 《数学 生物 物理 学 公报 》 上 题 为 “神经 活动 内 在 概念 的 逻辑 演算 ”LU 
的 论文 。 这 篇 引用 文献 表明 了 冯 : 诺 依 曼 在 计算 机 和 人 脑 关 系 上 的 兴 
趣 ， 同 样 有 趣 的 是 ， 这 篇 论文 的 作者 所 提出 的 大 脑 的 生理 学 概念 正 是 基 
于 图 灵机 的 方法 。 麦 卡 洛克 和 区 将 的 论文 同样 被 诺 伯 特 - 维 纳 (1894 一 
19640 的 经 典 著 作 《 控 制 论 ， 关于 在 动物 和 机 器 中 控制 和 通信 的 科学 》 
(1948) 所 引用 。 我 会 在 第 17 章 详细 讨论 麦 卡 洛克 、[ 匹 次 、 维 纳 和 冯 : 
诺 依 曼 。 

物理 学 家 斯 坦 利 :弗兰克 尔 曾 在 洛斯 阿拉 葛 斯 与 汉 : 诺 依 曼 一 起 工作 ， 
他 还 记得 冯 : 诺 依 曼 对 于 图 灵 1943 年 (或 1944 年 ) 发 表 的 那 篇 论文 是 如 
此 地 充满 兴趣 : 




















冯 : 诺 依 曼 癌 我 介绍 了 那 篇 论文 ， 在 他 的 催促 下 我 认真 地 阅 
读 了 论文 。 很 多 人 部 称 冯 : 话 依 曼 是 “计算 机 之 父 ”( 以 现在 对 
这 个 词 的 理解 ) ， 但 是 我 保证 他 目 己 从 未 犯 过 这 样 的 错误 。 他 
一 直 和 我 《肯定 还 有 别人 ) 强调 ， 这 些 基 础 概念 都 是 属于 图 灵 
的 《图 灵 达 到 了 巴 贝 奇 、 埃 达 和 其 他 人 都 预想 不 到 的 高 度 ) ， 
而 他 只 是 起 了 助 推 的 作用 。 在 我 看 来 ， 冯 : 诺 依 曼 的 本 质 角 色 
就 是 ， 让 世界 知道 图 灵 的 这 些 基 础 概念 ， 并 在 称 尔 学 院 和 其 他 
地 方 进行 了 研究 工作 。 上 21 





20 志 纪 40 年 代 末 ， 冯 : 话 依 曼 似 乎 已 经 同一 些 人 提 到 图 灵 工 作 的 重要 
性 。 例 如 ，1946 年 ， 他 在 给 话 伯 特 : 维 纳 的 信 中 写 道 :“ 图 灵 的 一 个 伟大 
贡献 ..…....， 明确 了 一 种 机 制 可 以 是 ‘普遍 的 ;。”4B3] 

虽然 阿兰 :图 灵 多 数 情 况 下 是 因为 他 的 论文 而 被 人 们 铭记 的 ， 但 是 他 
的 名 字 同 样 与 三 个 大 型 计算 机 项 目 相 联系 。 

第 一 个 项 目 是 巨人 “Colossus) ，1943 年 制造 于 布 莱 切 利 庄园 的 破译 





密码 的 计算 机 。 它 是 由 托马斯 : 弗 劳 尔 期 (1905 一 1998) 设计 的 ，20 志 

纪 30 年 代 他 在 英国 邮政 电话 分 部 的 研究 实验 室 工 作 ， 熟 悉 开 关 电 路 和 电 

子 学 。 虽 然 一 些 人 认为 图 灵 也 参加 了 巨人 项 目 -L41， 但 是 很 显然 ， 他 

并 没有 。 他 当然 知道 这 个 项 目 ， 但 是 “拒绝 受 邀 负责 其 中 一 个 主要 首 

DDR 尽管 如 此 ， 图 灵 论 文 对 巨人 的 逻辑 设计 的 影响 是 公认 的 。 

16 

图 灵 更 多 参与 的 是 位 于 伦敦 西南 部 特 丁 顿 的 国家 物理 实验 室 

(NPL) 的 计算 机 项 目 。1944 年 ，NPL 的 领导 者 是 查尔斯 .达尔文 禹 士 

(1887—1962) L171] ， 他 的 祖父 曾 撰写 了 在 生物 学 上 颇具 影响 的 车 

作 。 达 尔 文 创建 了 一 个 “数学 部 "?"， 其 工作 就 是 研制 自动 计算 机 器 。 
数学 部 的 负责 人 J. R. 活 默 斯 利 在 1945 年 6 月 招 图 灵 来 NPL 面 试 。_[18] 

沃 默 斯 利 读 过 那 篇 “可 计算 数 ”"， 并 且 希 望 图 灵 设 计 一 台 “ 自 动 计算 引 

擎 ”(ACE) 的 计算 机 ， 而 “引擎 ”这 个 词 有 意 无 意 中 唤 起 了 他 对 查尔斯 

巴 贝 奇 的 回忆 。 

图 灵 那 时 已 经 读 过 了 冯 : 诺 依 曼 那 篇 关于 EDVAC 的 报告 ， 对 他 自己 
的 计算 机 有 了 一 些 想法 ， 并 在 1945 年 结束 之 前 完成 了 报告 “在 数学 部 中 
开发 自动 计算 引擎 的 方案 *。 图 灵 的 报告 虽然 说 “对 提出 的 计算 器 有 了 十 
分 全 面 的 考虑 ?"， 但 还 是 建议 “与 冯 : 诺 依 曼 '‘ 关 于 EDVAC 的 报告 ' 一 起 阅 
e". [191 

图 灵 提 出 的 机 器 是 电子 的 ， 使 用 二 进 制 数字 (虽然 位 和 位 需要 连续 
传输 ) ， 有 具有 1MHz 的 时 钟 速率 。 它 使 用 水 银 延 迟 线 存储 器 ， 通 过 水 银 
管 中 的 声波 脉冲 来 存储 比特 信息 。 一 个 五 英尺 长 的 水 银 管 可 以 存储 1024 
比特 的 数据 。 每 一 比特 从 水 银 管 的 一 端 传送 到 另 一 端 大 约 需 要 1 毫秒 ， 
这 样 它 可 以 被 存 取 并 返回 水 银 管 的 开始 再 利用 。 图 灵 预 计 ， 一 个 32 比 特 
的 数 的 加 法 需要 32 微 秒 〈 每 一 比特 一 微 秒 ) ， 而 32 比 特 的 数 的 乘法 需 
要 “超过 2 毫秒 ”的 时 间 。-L201 

图 灵 的 设计 只 用 了 很 少 的 原始 指令 ， 大 部 分 可 以 在 寄存 器 和 内 存 之 
则 传输 。 这 种 情况 下 ， 它 类 似 现代 的 精简 指令 集 计 算 机 (RISC) 一 一 
采用 较 快 的 硬件 ， 更 复杂 的 工作 由 软件 完成 。 图 灵 似 乎 还 发 明了 栈 
最 终 成 为 了 计算 机 存储 的 常用 类 型 ， 类 似 于 目 助 餐厅 里 用 弹 先 托 架 摆 得 
很 高 的 一 堆 盘 子 。 最 后 一 个 盘子 “推进 栈 里 ， 成 为 下 一 个 要 被 “ 弹 ” 出 的 
盘子 。 图 灵 将 这 两 个 方法 分 别 叫 “ 盖 住 ”(BURY ) WW 
Ff? (UNBURY) . L211 

图 灵 在 1947 年 2 月 20 日 给 伦敦 数学 协会 写 的 讲稿 中 ， 对 计算 给 出 了 更 
具 个 人 观点 的 说 法 :“ 类 似 ACE 这 样 的 计算 机 器 ...... 实 际 上 是 更 加 实际 
的 通用 机 器 。” 这 个 机 器 必须 做 的 工作 的 复杂 性 就 是 “要 专注 于 纸 
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1221 图 灵 认 识 到 了 计算 机 速度 的 重要 性 ， 当 然 ， 他 还 强调 了 大 存储 的 
好 处 : 
我 相信 提供 适当 的 存储 器 是 解决 数字 计算 机 问题 的 关键 。 
如 果 想 让 计算 机 可 以 拥有 人 工 知 能 这 一 说 法 更 具有 说 服 力 ， 必 
须 提供 比 现在 多 得 多 的 存储 能 力 。 在 我 看 来 ， 制 造 大 的 内 存 要 
比 用 更 快 的 速度 计算 诸如 乘法 的 运算 重要 得 多 。-231 


正如 所 料 ， 图 灵 清 楚 地 认识 到 了 二 进 制 相 比 于 十 进 制 而 言 所 拥有 的 
优势: 











对 于 大 规模 计算 机 而 言 ， 使 用 二 进 制 是 很 自然 的 事情 。 在 
二 进 制 范围 内 ， 计 算 更 简单 ， 因 为 制定 只 有 两 个 固定 位 置 的 机 
制 很 容易 。- 上 241 


在 讲稿 的 最 后 ， 图 灵 特 别提 到 了 可 以 修改 目 己 指令 集 的 机 器 : 


就 像 一 个 小 学 生 ， 他 从 老师 那里 学 到 了 很 多 东西 ， 同 时 通 
过 自己 的 学 习 也 增长 了 很 多 知识 。 我 觉得 ， 当 理应 把 这 全 机 器 
看 作 是 在 展示 乔 能 的 时 候 ， 束 会 是 这 种 情况 。-25] 


到 了 1947 年 9 月 ，ACE 缺 乏 进展 开始 令 图 灵感 到 诅 形 。 他 请 了 一 年 的 
半 薪 人 休假， 离开 了 剑桥 。NPL 期 望 图 灵 人 至 少 能 再 回来 工作 两 年 ， 但 是 他 
没有 回来 。“〈 实 验 版 的 ACE 一 直到 1950 年 才 就 绪 ， 而 且 已 经 和 图 灵 当 初 
的 设计 偏离 了 许多 。) 

而 图 灵 加 入 了 从 1945 年 就 在 曼彻斯特 大 学 的 麦 元 斯 :纽曼 的 队伍 里 。 
纽曼 获得 批准 ， 建 立 了 一 个 新 的 计算 机 器 实验 室 ， 并 制造 了 一 台 叫 做 
Mark I 的 机 器 。 在 1948 年 6 月 ，Mark I 成 为 了 “第 一 台 完 工 的 EDVAC 类 型 
的 电子 程序 存储 计算 机 ”。-[261 

图 灵 在 9 月 加 入 了 曼彻斯特 大 学 的 数学 系 ， 参 与 纽曼 的 新 项 目 。 两 个 
月 后 ， 他 们 和 曼彻斯特 的 一 个 电子 制造 商 费 伦 蒂 有 限 公 司 达 成 协议 ， 为 
后 者 制造 商业 化 的 机 器 。 

图 灵 基 本 上 是 负责 Mark I 的 编程 工作 。 大 约 1951 年 ， 图 灵 接 受 的 任 
务 是 为 这 个 机 器 产品 编写 第 一 本 “程序 员 手 册 ”。 在 手册 中 ， 图 灵 将 编程 
定义 为 :“ 一 种 使 数字 计算 机 按照 人 的 意愿 工作 ， 并 将 其 正确 表达 在 穿 
孔 纸 带 上 的 活动 。”L27] 




















除了 使 用 水 银 延 迟 线 ，Mark I 还 使 用 了 阴极 射线 管 (CRT) 来 做 存储 
器 。 这 种 存储 器 一 般 称 为 威廉 姆 斯 管 ， 是 1946 年 12 月 来 到 曼彻斯特 的 F. 
C. 威廉 姆 斯 率先 研究 出 来 的 。 需 要 存储 的 数据 以 电 脉冲 形式 发 送 到 
CRT， 然 后 用 一 组 点 阵 显示 在 屏幕 上 ， 每 个 点 代表 一 个 比特 。 用 不 同 密 
度 或 大 小 的 点 来 区 分 0 和 1。 电 子 管 前 的 金属 盘 用 来 接收 这 些 点 ， 并 且 人 允 
许 电子 管 进行 刷新 或 者 读 取 。 另 一 个 CRT 人 允许 人 们 来 查看 这 些 点 并 且 检 
查 数据 。 到 了 1947 年 ， 每 个 CRT 都 可 以 存储 2048 比 特 的 数据 。 

Mark I 用 40 比 特 的 字 来 存储 数据 ， 这 样 可 以 存储 两 条 20 比 特 的 指 
令 。 这 些 字 以 5 比特 一 组 显示 在 CRT 上 ， 其 中 每 个 5 比特 码 由 对 应 这 个 码 
的 电 传 打印 机 字符 表示 ， 由 此 开发 了 一 种 32 进 制 的 记 法 。 为 了 读 一 个 数 
字 ， 需 要 知道 每 个 字符 对 应 的 码 。 这 些 字符 码 并 不 是 以 字母 顺序 排列 
的 ， 按 照 图 灵 的 做 法 ， 每 个 想 要 在 Mark I 上 开发 程序 的 人 都 需要 记 住 这 
个 32 字 符 的 序列 : 
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图 灵 参 加 这 些 实际 的 计算 机 项 目 可 能 会 让 我 们 忽略 一 个 简单 的 事 
sc: 图 灵 “ 可 计算 数 ” 论 文 的 目的 并 不 是 设计 一 个 通用 的 计算 机 器 。 这 篇 
论文 的 全 部 目的 是 希望 用 这 个 假定 的 计算 机 来 帮助 解决 判定 性 问题 。 这 
里 还 有 几 个 步骤 要 做 。 一 个 关键 的 步骤 就 是 要 证 明 ， 图 灵机 本 质 上 会 被 
限定 在 它 能 做 的 事情 中 。 

图 灵 在 论文 的 引言 中 提 到 : “尽管 可 计算 数 如 此 之 多 ， 并 且 在 很 多 方 
面 与 实数 相似 ， 但 它 是 可 数 的 。” (论文 第 230 页 ， 本 书 第 57 页 。) 在 第 
5 节 中 ， 他 证 明了 “每 个 可 计算 序列 至 少 对 应 一 个 描述 数 ， 但 不 存在 一 个 
描述 数 对 应 多 个 可 计算 序列 。 因 此 ， 可 计算 序列 和 可 计算 数 是 可 数 
的 。”( 论 文 第 241 页 ， 本 书 第 125 页 。) 

仍 有 一 些 疑 问 。 很 显然 ， 可 计算 数 很 多 ， 至 少 包含 一 些 超越 数 。 用 
图 灵机 计算 nx、e 或 者 刘 维 尔 常 数 是 完全 可 能 的 。 确 实 ， 数 位 之 则 符合 某 
种 次 序 的 超越 数 是 图 灵机 可 计算 的 ， 这 就 是 乌拉 姆 和 冯 : 诺 依 曼 在 一 起 
旅行 时 玩 的 游戏 。 

然而 ， 大 部 分 ..…... 不 不 不 ， 我 们 现实 点 ， 就 说 “事实 上 全 部 ” 吧 。 事 
实 上 ， 全 部 的 超越 数 都 貌似 其 数位 是 随机 的 。 在 实数 领域 ， 数 位 序列 的 
顺序 性 或 者 可 计算 性 并 不 怎么 提 及 ， 和 常 提 到 的 是 完全 性 和 总 体 随机 性 。 

你 如 何 制造 一 人 台 可 以 计算 一 个 没有 规律 的 数 的 机 器 昵 ? 你 只 是 随机 
地 生成 数位 吗 ? 

随机 性 不 是 计算 机 能 处 理 好 的 事情 ， 但 是 计算 机 经 常 要求 一 些 随机 
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的 行为 。 一 些 统计 程序 需要 随机 数 ， 一 些 电脑 游戏 需要 随机 数 来 改变 行 
为 。 没 有 随机 数 ， 纸 牌 游 戏 的 每 手 牌 都 会 完全 一 样 。 

程序 语言 总 是 为 程序 员 提 供 一 些 标准 方法 来 生成 随机 数 。 例 如 ， 用 C 
语言 写 的 计算 机 程序 可 以 使 用 叫做 rand 的 函数 来 获得 一 个 0 到 32767 之 间 
的 随机 数 。rand 函 数 从 一 个 叫做 种 子 的 数 开始 ， 种 子 初始 化 默认 为 1。 
不 同 的 rand 函 数 可 能 以 不 同 的 方式 来 实现 算法 。 例 如 ， 下 面 是 rand 函 数 
的 微软 C 语 言 上 28] 实现; 

int seed = 1; 











return ((seed = seed * 214013 + 2531011) >> 16) & 32767; 


这 个 rand 函 数 将 种 子 乘 以 214 013， 然 后 加 上 2 531 011， 再 后 用 这 个 
结果 蔡 换 种 子 ， 供 rand 函 数 下 次 调用 。 然 而 ， 种 子 被 定义 为 32 位 有 符号 
整数 ， 可 能 会 出 现 向 上 溢出 或 者 向 下 溢出 。 计 算 的 结果 会 截 位 至 32 位 ， 
如 果 最 高 位 是 1， 那 么 结果 实际 上 是 负 的 。-L29] 计算 过 程 接着 将 结果 移 
动 16 位 ， 相 当 于 将 它 除 以 65 536， 然 后 截 掉 多 出 来 的 。 最 后 在 结果 和 32 
767 的 位 之 间 进 行 AND 布 尔 运算 。 这 样 会 去 掉 除 低 15 位 外 的 所 有 位 ， 确 
保 结果 在 0 到 32 767 之 间 的 。 

即使 你 不 理解 上 述 费 解 的 计算 ， 也 能 看 出 rand 函 数 其 实 不 会 真 的 生 
成 随机 数 ! 这 个 函数 是 完全 确定 的 。 从 种 子 值 为 1 开始 ， 重 复 地 调用 函 
数 总 是 产生 一 系列 相同 的 计算 结果 : 








程序 第 一 次 调用 rand， 了 函数 会 返回 41， 而 第 30 546 次 调用 rand， 函 数 
还 是 会 返回 41， 然 后 一 直 重 复 。 

这 样 的 结果 序列 完全 取决 于 种 子 和 算法 ， 它 并 不 是 真正 随机 的 ， 它 
被 称 为 伪 随 机 序列 。 如 果 在 rand 函 数 生 成 的 数字 上 进行 统计 实验 ， 它 们 
会 表现 出 随机 性 。 在 一 些 应 用 程序 中 ， 伪 随机 序列 可 能 比 真 正 的 随机 数 
更 好 ， 因 为 它 可 以 重新 产生 结果 来 测试 程序 是 否 正常 运行 。 





然而 ， 在 游戏 中 并 不 希望 看 到 总 是 产生 相同 的 一 串 随 机 数 。 鉴 于 
此 ， 每 次 处 理 纸 牌 游戏 中 的 一 手 新 牌 时 ， 程 序 可 能 会 获得 当前 的 时 间 ， 
并 精确 到 秒 和 坚 秒 ， 然 后 用 此 来 设 定 新 的 种 子 。 假 设 你 不 会 在 一 天 里 的 
同一 个 时 间 (精确 到 毫秒 〉 同 时 处 理 两 手 牌 ， 那 么 你 得 到 的 牌 看 起 来 就 
是 随机 的 。 

约翰 : 冯 : 诺 依 曼 曾 经 说 :“ 任 何 想 用 算术 方法 来 产生 随机 数 的 人 都 是 
有 罪过 的 。”430] 〈 这 在 他 描述 了 用 算术 方法 来 产生 随机 数 之 前 是 正确 
的 。) 因为 计算 机 是 没有 能 力 产 生 随 机 数 的 ， 如 果 应 用 程序 真 的 需要 
个 随机 数 ， 那 么 就 必须 抛 开 计 算 机 用 特定 的 硬件 来 做 这 件 事 。 硬 件 随 机 
Byes (RNG) 可 以 使 用 环境 噪声 或 者 量子 过 程 来 产生 随机 数 。 

令 人 好 奇 的 是 ， 阿 兰 . 图 灵 似 乎 想到 了 在 硬件 上 生成 随机 数 的 方法 。 
图 灵 提 出 ， 在 曼彻斯特 大 学 研制 的 Mark I 的 生产 模型 中 要 有 一 条 特别 的 
He: 从 噪声 源 生 产 随 机 数 。 结 果 ， 随 机 数 并 没有 预想 的 那么 随机 ， 不 
过 已 经 足够 让 你 不 必 像 通常 那样 去 调试 它 了 。-3L 

我 们 假设 有 一 个 便 件 RNG， 用 它 来 产生 一 个 0 和 1 的 序列 ， 就 像 图 灵 
机 那样 。 在 序列 前 放 一 个 二 进 制 小 数 点 ， 你 会 看 到 一 个 实数 〈 军 无 疑问 
是 超越 数 ) 在 你 面前 被 正确 构造 了 出 来 。《 如 有 果 你 使 用 软件 来 生成 伪 随 
机 序列 ， 种 子 最 终 会 被 重新 计算 ， 序 列 会 重新 开始 。 得 到 的 数字 会 由 一 
些 重 复 的 数位 序列 组 成 ， 这 意味 着 它 是 一 个 有 理 数 。) 

现在 定义 一 个 图 灵机 ， 它 生成 的 实数 与 硬件 RNG 生 成 的 实数 完全 相 
同 。 但 是 你 做 不 到 。 复 制 RNG 的 唯一 方法 是 图 灵机 显 式 地 打印 每 个 你 想 
要 的 数位 ， 但 这 不 是 一 个 拥有 有 限 个 格局 的 图 灵机 。 

也 许 大 多 数 实数 的 随机 性 只 是 一 个 约 想 。 毕 竟 ，r 的 数位 看 起 来 是 随 
机 的 ， 但 肯定 是 可 计算 的 。 也 许 表现 出 随机 性 的 实数 确实 有 一 些 我 们 
不 知道 的 底层 结构 。 我 们 换 一 个 思路 考虑 这 个 问题 ， 也 许可 以 证 明 可 计 
算数 是 不 可 数 的 。 然 后 ， 我 们 可 以 睡 个 好 觉 ， 因 为 知道 了 每 个 实数 都 是 
可 计算 的 ， 我 们 很 欣慰 。 

图 灵 需 要 直面 这 些 挑战 。 

8. Application of the diagonal process. 

It may be thought that arguments which prove that the real 
numbers are not enumerable would also prove that the computable 
numbers and sequences cannot be enumerable'". It might, for 
instance, be thought that the limit of a sequence of computable 
numbers must be computable. 

* Cf. Hobson, Theory of functions of a real variable (2nd ed., 
































1921), 87, 88. 
8. 对 角 线 法 的 应 用 

人 们 可 能 认为 ， 证 明 实数 是 不 可 数 的 论据 同样 可 以 用 于 证 明 可 计 
算数 及 可 计算 序列 是 不 可 数 的 *。 例 如 ， 可 以 认为 一 个 可 计算 数 序列 
的 极限 一 定 是 可 计算 的 。 

* Cf. Hobson, Theory of functions of a real variable (2nd ed., 
1921) , 87, 88. 

图 灵 上 暗 指 了 格 奥 尔 格 : 康 托 尔 的 第 一 个 关于 实数 是 不 可 数 的 证 明 
(1874F) ， 我 在 本 书 第 20 页 描述 过 这 个 证 明 。 似 乎 图 灵 当 时 并 未 读 过 
康 托 尔 最 初 的 著作 ， 于 是 他 参考 了 一 本 由 剑桥 大 学 出 版 社 出 版 了 321 的 E. 
W. 霍 布 森 的 书 。 霍 布 森 的 表述 与 康 托 尔 的 十 分 相似 ， 甚 至 使 用 的 记号 
都 大 部 分 相同 。 

图 灵 认 为 ， 使 用 一 系列 可 计算 数 而 非 实 数 ， 康 托 尔 的 工作 是 可 以 重 
复 的 。 在 这 两 种 情况 下 ， 数 都 趋 于 一 个 极限 。 在 康 托 尔 的 证 明 中 ， 该 极 
限 必 然 是 一 个 实数 (还 有 其 他 可 能 吗 ? ) ， 但 是 康 托 尔 证 明了 该 极限 不 
在 可 数 的 实数 集中 ， 并 由 此 证 明了 实数 是 不 可 数 的 。 

当 同 样 的 方法 用 于 可 计算 数 时 ， 可 计算 数列 同样 趋 于 一 个 极限 ， 这 
个 极限 仍然 是 可 计算 数 吗 ? 图 灵 回 答 道 : 

This is clearly only true if the sequence of computable numbers 
is defined by some rule. 

显然 ， 只 对 在 某 种 规则 下 定义 的 可 计算 数 序列 成 世 。 

图 灵 所 指 的 序列 是 趋 于 极限 的 阿尔 法 或 贝塔 序列 。 仅 当 我 们 可 以 对 
其 进行 计算 时 ， 该 序列 的 极限 是 一 个 可 计算 数 ， 即 我 们 设计 一 个 算法 来 
得 到 这 些 阿 尔 法 和 贝塔 序列 接近 的 数值 极限 。 这 看 起 来 不 太 可 能 。 如 果 
我 们 没有 办 法 计算 这 个 极限 ， 那 么 它 便 不 是 一 个 可 计算 数 ， 只 是 为 一 个 
不 可 计算 的 实数 ， 于 是 我 们 便 无 法 证 明 可 计算 数 是 可 数 的 。 

Or we might apply the diagonal process. 

或 者 我 们 可 以 尝试 对 角 线 法 。 

图 灵 把 余下 的 段落 用 引号 括 了 起 来 ， 看 起 来 像 是 一 位 反对 者 试图 在 
他 的 论文 里 说 服 读者 可 计算 数 是 不 可 数 的 。 比 起 我 在 第 23 页 提 及 的 ， 图 
灵 的 这 个 反对 者 试图 找寻 一 种 充斥 着 大 量 记号 的 对 角 线 法 来 解决 问题 。 

“If the computable sequences are enumerable let a, be the n-th 
computable sequence, and let 2,(m) be the m-th figure in a,,. 


“假设 可 计算 序列 是 可 数 的 ， 令 qn 为 第 n 个 可 计算 序列 ，gn(mm) 为 an 
































中 的 第 mm 个 数 。 
jx ES HE. 个 可 计算 序列 都 是 0 和 1 的 组 合 ， 而 且 这 样 的 二 
进 制 位 的 每 一 个 都 可 以 用 希腊 字母 sg 表示。 可 计算 序列 可 用 下 标 表 示 成 
a, =) à(2) à(3) @(4) ... 
a, =9,(1) 6,0) &G) 6(4) ... 


a, - D 602) &G) @(4) ... 




















Let B be the sequence with 1 - @,(n) as its n-th figure. 
令 B 是 以 1-gn(n) 为 其 第 n 个 数 的 序列 。 
换 句 话说 ，B 是 翻转 0 和 1 后 得 到 的 对 角 线 。 
P - 0-40) 0-60) Q0-6,G) (- 6, (4)... 


Since B is computable, there exists a number K such that 1 - 
g,(n) = gx(n) all n. 

由 于 8 是 可 数 的 ， 则 存在 数 K， 使 得 1 - øN) = gx(n) 对 任意 n 成 
nne 
即 对 于 某 个 K， 在 所 列举 的 可 计算 数 中 存在 ak， 使 得 

B= =) 办 (2) OB) (4) ... 

一 般 地 ， 对 于 n, 81—6,(n) = @, (n) 或 1= ý. (n) t à, (n). 
图 灵 的 反对 者 使 用 这 一 算术 论据 来 证 明 B 不 可 能 存在 : 

Putting n-K, 

$, n-K, 
R11 = 0, (K) t 6, CK) - 

we have 1 = 2gx(K), i.e. 1 is even. This is impossible. The 

computable sequences are therefore not enumerable." 

我 们 有 1=2gx(K)， 即 1 是 偶数 。 而 这 是 不 可 能 的 ， 因 此 可 计算 序 

列 是 不 可 数 的 。” 

这 相当 有 趣 ， 这 位 神秘 的 反对 者 描述 了 如 何 基于 所 枚 举 的 可 计算 序 

列 计算 一 个 称 为 B 的 数 ， 而 这 个 可 计算 数 并 不 在 所 枚 举 的 序列 中 。 








此 ， 反 对 者 声称 ， 可 计算 序列 是 不 可 数 的 。 

但 是 图 灵 很 冷静 ， 他 说 : 

The fallacy in this argument lies in the assumption that p is 
computable. 

这 个 证 明 的 座 误 在 于 假设 B 是 可 计算 的 。 

诬 误 ?什么 诬 误 ，P 怎 能 是 不 可 计算 的 ? B 是 由 可 计算 序列 的 枚 举 计 
算得 到 的 ， 那 么 它 必然 是 可 计算 的 ， 不 是 吗 ? 

好 吧 ， 其 实 不 是 的 。 

让 我 们 退 一 步 看 ， 图 灵 最 初 将 可 计算 数 定义 为 那些 可 以 用 有 限 方法 
计算 的 数 。 他 建造 了 虚构 的 机 器 来 计算 这 些 数 ， 并 说 明 每 台 机 器 都 可 被 
一 个 称 为 描述 数 的 正 整数 唯一 标识 。 因 为 整数 是 可 数 的 ， 图 灵机 是 可 数 
的 ， 所 以 可 计算 序列 是 可 数 的 。 

在 某 种 意义 上 ， 可 以 像 枚 举 正 整数 一 样 简单 地 枚 举 图 灵机 : 
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2 
3 
4 
5 


所 有 的 图 元 机 都 将 出 现在 描述 数 的 列表 中 ， 并 且 可 以 从 描述 数 中 得 
到 标准 描述 ， 这 样 我 们 可 将 其 提供 给 通用 机 来 取得 可 计算 序列 。 

当然 ， 我 们 还 是 遗漏 了 一 些 东西 : 我 们 没有 方法 来 精确 地 确定 列表 
里 的 哪些 正 整数 是 非 循 环 机 的 描述 数 。 

想 想 第 2 市 中 的 定义 ， 非 循环 机 是 指 永远 不 集 地 打印 0 和 1 的 机 器 。 昌 
然 一 个 永 不 停 软 的 机 需 看 起 来 像 是 “失去 了 控制 ?或 “ 狗 狂 的 >， 但 是 非 循 
环 机 对 于 计算 无 理 数 或 者 有 理 循 环 数 是 非常 必要 的 ， 甚 至 对 于 像 1 这 样 
的 有 理 数 《在 二 进 制 看 来 是 与 1/2 等 价 的 ) ， 人 们 更 加 侦 癌 于 非 循环 机 
打印 1 及 一 串 连 续 的 0， 

.10000000... 

另 一 方面 ， 循 环 机 指 的 是 陷入 了 不 期 望 循环 的 机 器 。 例 如 ， 循 环 机 
可 能 在 不 移动 读 写 头 的 情况 下 持续 打印 0， 也 可 能 持续 地 打印 除 0 和 1 之 
外 的 符号 。 

术语 “ 非 循 环 * 和 “循环 ”并 非 最 佳 的 描述 用 语 ， 非 循环 机 可 能 无 止境 
地 处 于 打印 0 或 1 的 小 循环 中 ， 这 是 没 问题 的 。 而 循环 机 可 能 由 于 转 同一 
个 不 存在 的 m- 格 局 而 阻 蹇 ， 这 只 是 循环 机 会 发 生 的 诸多 问题 中 的 一 种 。 














我 们 需要 确定 非 循环 机 的 描述 数 ， 因 为 它们 是 唯一 能 被 通用 机 解释 
的 。 我 们 可 能 已 经 成 功 枚 举 了 所 有 的 图 灵机 《在 正 整数 的 区 间 中 ) ， 但 
是 还 未 确认 它们 是 非 循 环 的 ， 因 此 不 能 用 它们 来 生成 可 计算 序列 。 

显然 ， 许 多 整数 不 是 机 器 的 描述 数 。 无 论 如 何 ， 我 们 可 以 很 容易 地 
确定 (通过 人 工 观 测 或 图 灵机 〉 某 个 整数 是 不 是 一 个 结构 良好 的 描述 
数 ， 即 它 可 以 分 割 成 结构 良好 的 指令 集 ， 任 一 指令 都 以 m- 格 局 作为 开 
始 。 我 们 甚至 可 以 确定 一 个 机 器 是 否 引 用 了 不 存在 的 m- 格 局 ， 同 时 容易 
地 检查 某 个 m- 格 局 是 否 包 含 了 打印 0 或 1 的 指令 。 通 过 这 样 的 过 程 ， 我 们 
可 以 知道 最 小 的 结构 良好 的 描述 数 为 31 334 317， 并 且 这 是 一 个 循环 机 
(只 打印 空格 )。 第 一 个 非 循环 机 在 313 324 317 处 出 现 ， 而 到 了 313 
325 317 才 出 现 了 第 一 个 从 左 往 右 打 印 的 非 循环 机 。 

前 两 个 非 循 环 的 、 从 左 往 右 打 印 的 图 灵机 在 正 整数 枚 举 最 开始 时 就 
确认 了 。 
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313 325 317 — 从 左 往 右 打 印 0 的 机 器 
3 133 225 317 从 左 往 右 打 印 1 的 机 器 





当然 ， 这 些 是 最 最 简单 的 机 器 ， 标 识 它 们 的 方法 也 非常 简单 。 更 有 
难度 的 《实际 上 像 图 灵 将 要 说 明 的 ， 几 乎 不 可 能 的 ) 是 ， 通 过 实现 了 某 
个 通用 过 程 的 机 器 ， 来 判断 特定 的 整数 是 否 是 非 循环 机 的 描述 数 。 

这 个 通用 过 程 正 是 对 角 线 方法 的 过 程 。 有 的 每 一 位 都 基于 不 同 的 可 计 
算数 ， 因 此 计算 8 需要 标识 所 有 的 非 循环 图 灵机 。 图 灵 将 证 明 ， 这 些 非 
循环 机 不 能 被 有 限 方法 标识 ， 即 不 能 明确 地 枚 举 可 计算 数 序列 ， 因 此 
便 不 是 一 个 可 计算 序列 。 

It would be true if we could enumerate the computable sequnces 
by finite means, but the problem of enumerating computable 
sequences is equivalent to the problem of finding out whether a 
given numer is the D.N of a circle-free machine, and we have no 
general process for doing this in a finite number of steps. 











如 末 我 们 能 够 用 有 限 步 又 枚 举 可 计算 序列 ， 那 它 便 是 成 立 的 。 然 
而 ， 枚 举 可 计算 序列 的 问题 和 找 出 给 定 的 数 是 人 否 是 非 循环 机 的 标准 摘 
述 的 问题 是 等 价 的 ， 而 我 们 没有 任何 通用 过 程 能 够 在 有 限 步 内 处 理 这 
一 问题 。 

图 灵 微 妙 地 转移 了 焦点 。 他 试图 从 将 康 托 尔 的 对 角 证 明 法 应 用 到 可 
计算 序列 开始 ， 然 而 现在 ， 他 只 是 想 要 讨论 在 试图 标识 所 有 非 循环 机 的 
描述 数 时 会 发 生 什 么 。 

In fact, by applying the diagnoal process argument correctly, we 
can show that there cannot be any such general process. 

实际 上 ， 通 过 正确 地 使 用 对 角 线 法 ， 我 们 能 够 证 明 不 存在 任何 这 
样 的 通用 过 程 。 

如 果 像 图 灵 断 言 的 那样 ， 没 有 任何 通用 过 程 用 于 确定 茶 个 整数 是 否 
是 非 循 环 机 的 摘 述 数 ， 那 么 B 是 不 可 计算 的 。 这 就 使 得 反对 者 所 谓 的 可 
计算 序列 不 可 数 的 证 明 无 效 了 。 没 有 什么 可 以 削弱 我 们 对 于 可 计算 序列 
实际 上 是 可 数 的 信心 ， 这 也 就 表明 了 可 计算 数 无 法 包含 所 有 实数 。 

遗憾 的 是 ， 图 灵 在 下 一 段 的 开始 说 得 非常 含糊 : 

The simplest and most direct proof of this is by showing that, if 
this general process exists, then there is a machine which 
computes f. 

关于 这 个 命题 最 简单 、 最 直接 的 证 明 是 ， 说 明 如 果 存 在 这 样 的 通 
用 过 程 ， 那 么 就 存在 一 台 可 以 计算 B 的 机 器 。 

我 认为 他 的 意思 是 ， 不 可 能 存在 通用 过 程 来 确定 某 台 机 器 是 非 循环 
机 ， 因 为 如 果 存 在 ， 我 们 就 能 够 计算 B。 而 现在 我 们 知道 不 可 能 计算 PB， 
侍 则 对 角 证 明 法 就 有 效 了 ， 于 是 可 计算 序列 将 是 不 可 数 的 。 

This proof, although perfectly sound, has the disadvantage that 
it may leave the reader with a feeling that "there must be something 
wrong". 

这 个 证 明 虽 然 看 起 来 很 完美 ， 但 有 个 缺点 ， 它 很 可 能 使 读者 产 
生 一 定 有 什么 地 方 出 了 问题 "的 想法 。 

这 个 迟 论 始终 与 我 们 的 直 沉 格格不入， 因此， 图 灵 将 要 用 更 直接 的 
方法 来 证 明 ， 并 不 存在 一 个 机 器 能 够 确定 某 个 正 整数 是 非 循 环 机 的 质 述 
数 。 

The proof which I shall give has not this disadvantage, and gives 
a certain insight into the significance of the idea "circle-free". 

我 将 要 给 出 的 证 明 没 有 这 方面 的 问题 ， 同 时 会 给 出 “ 非 循环 "这 一 














概念 更 为 明确 的 见解 。 

他 可 能 在 这 个 数论 的 小 小 练习 中 引入 了 更 为 深远 的 东西 。 

现在 图 灵 想 要 的 是 一 台 能 从 可 计算 序列 中 得 到 一 个 数位 的 机 器 ， 他 
不 需要 考虑 减 去 这 一 数位 。 实 际 上 ， 图 灵 试 图 计算 一 些 比 B 简 单 得 多 的 
东西 。 

It depends not on constructing D, but on constructing D', whose 
n-th figure is e, (n). 

它 并 不 依赖 于 B 的 构造 ， 而 是 依赖 B' 的 构造 ， 这 里 B' 的 第 n 个 量 是 
g,(n)« 

在 图 灵 论 文 的 开始 (本 书 第 57 页 ) ， 他 说 :“ 尽 管 如 此 ， 可 计算 数 并 
不 完全 包括 所 有 可 定义 的 数 ， 我 们 将 给 出 一 个 可 定义 的 不 可 计算 的 
数 。”B 和 PB' 都 是 可 定义 的 数 。B' 可 定义 ， 是 由 于 我 们 可 以 给 出 如 何 计算 
它 的 指令 : 从 1 开始 枚 举 所 有 的 数 。 对 每 一 个 数 ， 判 断 它 是 否 是 一 个 结 
构 展 好 的 图 灵机 的 描述 数 ， 如 果 是 ， 判 断 这 个 机 器 是 否 是 非 循环 的 ， 如 
果 是 ， 计 算 这 个 数 直 到 它 的 第 n 位 (这 里 n 是 在 当前 所 计 的 非 循 环 机 的 标 
识 加 上 1)〉， 这 一 位 就 是 B' 的 第 n 位 。 

可 以 看 到 ，B 是 完全 可 定义 的 ， 但 是 它 是 否 可 计算 呢 ? 

图 灵 没 有 给 出 任何 终止 机 器 的 指令 ， 他 所 面 对 的 问题 在 现在 称 为 终 
止 问题 Chalting problem， 最 早 在 马丁 : 戴 维 斯 1958 年 的 书 《 可 计算 性 和 
不 可 解 性 》 中 提 及 十 33) 。 我 们 是 否 能 够 定义 一 个 图 灵机 ， 使 其 能 够 
确定 男 一 个 图 灵机 会 停止 还 是 永久 运行 下 去 ? 如果 用 循环 的 想法 代替 终 
止 ， 仍 存在 同样 的 问题 。 一 台 图 灵机 能 人 否 分 析 另 一 台 图 灵机 ， 并 确定 它 
最 终 的 命运 ? 

图 灵 一 开始 假设 存在 一 台 可 以 判断 任意 机 器 是 否 是 非 循环 机 器 。 在 
下 面 的 讨论 中 ， 他 使 用 机 器 的 标准 描述 代 若 了 摘 述 数 ， 这 并 不 重要 ， 二 
者 总 是 可 以 转换 的 。 
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Let us suppose that there is such a process; that is to say, that 
we can invent a machine 5) which, when supplied with the S.D of 
any computing machine AM will test this S.D and if J is circular will 
mark the S.D with the symbol "u" and if it is circle-free will mark it 
with "s" 
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， 当 提供 了 任 一 机 器 的 标准 描述 ， 它 能 够 检测 这 个 标准 描述 。 如 果 


才 是 循环 机 ， 则 用 符号 v 标 记 这 个 标准 描述 ， 如 采 才 是 非 循环 机 ， 则 
用 符号 s 标记 这 个 标准 描述 。 

机 吉 劝 是 诀 策 机 ， 符 号 uv 表 示 不 符合 要 求 〈 即 循环 机 ) ，s 表 示 符 合 
要 求 ( 非 循环 机 〉。 图 灵 在 第 5 市 的 结尾 定义 了 这 些 术 语 (图 灵 论 文 第 
241 页 ， 本 书 第 129 页 ) 。 

By combining the machines 7) and «|| we could construct a 
machine ¥ to compute the sequence f. 

结合 机 器 忠和 4 ， 我 们 可 以 构造 机 器 巴 来 计算 序列 B 。 

实际 上 ， 机 器 等 仍 需要 生成 正 整 数 ， 并 将 其 转化 成 标准 描述 ， 而 这 
些 工作 都 很 琐碎 。 对 于 机 器 范 生 成 的 每 一 个 正 整数 ， 男 用 处 来 决定 这 个 
数 是 否定 义 了 一 个 符合 要 求 的 机 器 。 如 果 是 ， 则 锁 将 标准 描述 传输 给 通 
用 机 4 来 计算 该 序列 。 对 第 n 个 可 计算 序列 ，4 只 需要 运行 机 器 至 第 nm 
位 。 该 位 稍 后 将 变 成 8 的 第 nm 位。 因为 机 器 4% 受 机 器 台 控 制 ， 当 对 获得 
所 需 的 特殊 数位 后 便 可 终止 qU 。 

对 对 来 说 ， 有 必要 事先 检查 机 器 男 的 标准 描述 ， 因 为 我 们 不 希望 ql 
由 于 运行 了 不 符合 要 求 机 器 而 卡 住 。 如 果 国 传递 给 q 一 个 不 符合 要 求 机 
响 的 标准 描述 ， 则 不 符合 要 求 机 响 将 无 法 打印 任何 数字 位 ， 整 个 进程 将 
卡 在 这 里 而 无 法 继续 。 

图 灵 实 际 上 没有 真正 描述 这 个 具有 魔力 的 决策 机 叉 会 是 什么 样子 ， 
因此 这 可 能 存在 一 个 巨大 的 上 暗示: 不 存在 这 种 机 器 。 下 意识 地 想 想 ， 它 
至 少 是 非常 困难 的 。 除 了 模拟 目标 机 器 并 追踪 它 的 每 一 步 ， 机 器 闭 如 何 
能 够 确定 一 个 机 器 是 非 循 环 的 呢 ? 

无 论 如 何 ， 机 器 中 和 人 以 在 处 理 标准 描述 “与 描述 数 等 价 ) 上 是 相似 
的 ， 都 是 在 纸 带 上 编码 。 

The machine 7) may require a tape. We may suppose that it 
uses the E-squares beyond all symbols on F-squares, and that 
when it has reached its verdict all the rough work done by 7) is 
erased. 
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E- 格 ， 并 在 最 后 得 出 结论 时 ， 抹 去 劝 机 器 所 做 的 中 间 工 作 。 

只 有 符号 s 或 u 作 为 最 终 判断 结果 留 了 下 来 。 

The machine * has its motion divided into sections. In the first 
N - 1 sections, among other things, the integers 1, 2,...,N - 1 have 











been written down and tested by the machine 7). 

机 器 多 的 操作 分 成 几 个 部 分 。 在 前 N-1 部 分 中 ， 处 理 其 他 事情 的 
同时 ， 机 器 六 写 下 整数 1L，2，...，N-1 并 加 以 检测 。 

这 里 “分 成 儿 个 部 分 ”并 不 意味 着 机 器 多 存在 不 同 的 部 分 来 处 理 不 同 
的 数 。 对 应 于 每 个 数 的 不 同 的 格局 ， 都 要 求 台 是 无 限 的 。 在 一 段 时 间 
内 ， 图 灵 考 虑 了 顺序 性 的 操作 。 实 际 的 过 程 必须 对 所 有 整数 都 是 通用 
Hg: 机 器 久 一 个 接 一 个 地 产生 正 整 数 ， 并 将 其 按 顺 序 传 递 给 六 以 决定 它 
是 否 是 符合 要 求 的 集合 ， 如 果 是 ， 用 机 咒 包 来 计算 可 计算 序列 中 的 某 一 
些 数位 。 

A certain number, say R(N - 1), of them have been found to be 
the D.N's of circle-free machines. 

其 中 已 发 现 有 R(N-1) 个 数 是 非 循环 机 的 描述 数 。 

R 只 表示 已 经 被 计数 的 非 循 环 机 。 机 器 需要 R 来 确定 对 于 将 要 出 现 的 
非 循环 机 需要 计算 多 少 位 。 

In the N-the section the machine 7) tests the number WN. If N is 
satisfactory, i.e., if itis the D.N of a circle-free machine, then R(N) = 
1 * R(N - 1) and the first R(N) figures of the sequence of which a 
D.N is N are calculated. 

在 第 N 部 分 中 ， 机 器 马 检 测 数 N。 如 果 数 N 是 可 接受 的 ， 即 它 是 非 
循环 机 的 描述 数 ， 则 R(N)=1+R(N-1)， 并 且 将 计算 描述 数 为 N 的 序列 
的 前 R(N) 个 数字 。 

举例 来 说 ， 如 果 N 是 3 133 225 317， 则 RON) 为 1 (参见 之 前 列 出 的 关 
于 前 两 个 符合 要 求 机 器 所 对 应 的 正 整数 ) 。 到 目前 为 止 ， 只 发 现 了 一 个 
符合 要 求 机 器 。 机 器 驴 将 确定 N 确 实 是 非 循环 机 的 描述 数 ， 因 此 RCV) 设 
732, Blas VFAERH3 133 225 317 定 义 的 机 器 的 前 两 位 ， 这 两 位 都 是 1。 
轴 用 这 些 数位 的 第 二 个 作为 B' 的 第 二 位 ， 依 此 类 推 即 可 1! 

The R(N)-th figure of this sequence is written down as one of the 
figures of the sequence beta;' computed by ¥# 

通过 HH 的 计算 ， 这 个 序列 的 第 R(N) 个 数字 将 被 写 为 序列 B' 的 一 位 。 

当然 ， 一 般 情 况 是 ， 数 N 根 本 不 是 机 器 或 循环 机 的 描述 数 。 

If N is not satisfactory, then R(N) = R(N - 1) and the machine 
goes on to the (N + 1)-th section of its motion. 

如 果 NN 是 不 可 接受 的 ， 则 R(N)=R(N-1)， 机 器 转向 第 N+1 个 部 分 继 
续 运 行 。 
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From the construction of # we can see that 7 is circle-free. 
Each section of the motion of # comes to an end after a finite 
number of steps. For, by our assumption about 7), the decision as 
to whether N is satisfactory is reached in a finite number of steps. If 
N is not satisfactory, then the N-th section is finished. If N is 
satisfactory, this means that the machine J((N) whose D.N is N is 
circle-free, and therefore its R(N)-th figure can be calculated in a 
finite number of steps. When this figure has been calculated and 
written down as the R(N)-th figure of 8" the N-th section is finished. 
Hence * is circle-free. 

P HER UE. AEIR. HE BBP BRE EH. 
RA AZ IE. RINT Di, TEAR} A AEN Ze Be n] Re 
受 的 。 如 果 N 是 不 可 接受 的 ， 那 么 第 N 部 分 终止 ， 如果 N 是 可 接受 
的 ， 意 味 着 描述 数 是 N 的 机 颖 录 是 非 循环 的 ， 因 此 第 R(N) 个 数字 可 在 
有 限 步 内 计算 得 到 。 当 这 个 数字 被 计算 出 并 写 为 B' 的 第 R(N) 个 数字 
时 ， 第 NN 部 分 终止 ， 所 以 凶 是 非 循环 的 。 

页 是 一 个 图 灵机 ， 所 以 蚤 有 一 个 描述 数 〈 图 灵 称 之 为 K) 。 从 某 种 程 
度 讲 ， 久 必须 处 理 它 自己 的 描述 数 ， 即 角 需 要 确定 它 本 身 是 否 是 非 循 环 
的 。 

Now let K be the D.N of *. What does * do in the K-th section 
of its motion? It must test whether K is satisfactory, giving a verdict 
"s" or “u”. Since K is the D.N of and since 7 is circle-free, the 
verdict cannot be "u" 

AKT WRA, HERKEZE EEE 2 它 必 须 检 
WK 32 SAY Bese, S318 — PAE SsERu. KAAKE HANIA, gf 
好 是 非 循环 机 ， 所 以 判定 结果 不 可 能 是 u。 

ER X: 

On the other hand the verdict cannot be "s". 

另 一 方面 ， 判 定 结果 也 不 可 能 是 s。 
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的 描述 数 ) 之 前 ， 罗 已 经 分 析 了 1 到 K-1 的 所 有 正 整 数 。 非 循环 机 的 数目 
在 此 时 为 RC(KK-1)， 并 且 B' 的 前 R(K-1) 位 已经 计算 出 来 了 。 

PB 的 第 R() 位 是 什么 呢 ?” 为 了 得 到 这 一 位 ， 扩 必须 奶 踩 它 目 己 的 操 
作 ， 这 意味 着 它 不 得 不 复制 它 计数 到 K 之 前 的 所 有 操作 ， 然 后 再 重新 开 
始 这 个 过 程 。 这 就 是 扩 不 可 能 是 非 循 环 的 原因 。 

For if it were, then in the K-th section of its motion 4 would be 
bound to compute the first R(K - 1) + 1 = R(K) figures of the 
sequence computed by the machine with K as its D.N and to write 
down the R(K)-th as a figure of the sequence computed by *. The 
computation of the first R(K) - 1 figures would be carried out all 
right, but the instructions for calculating the R(K)-th would amount to 
"calculate the first R(K) figures computed by H and write down the 
R(K)-th". This R(K)-th figure would never be found. 

因为 如 果 是 s， 那 么 机 器 巴 的 第 K 部 分 操作 将 一 定 要 计算 以 K 为 描 
述 数 的 机 器 所 产生 序列 的 前 R(K-1)+1=R(K) 个 数字 ， 并 将 第 R(K) 个 数 
写 下 来 作为 丈 计 算 的 序列 的 数字 。 前 R(K-1) 个 数字 的 计算 不 会 有 问 
大 ， 但 是 计算 第 R(K) 个 数字 的 指令 相当 于 “计算 由 放 计 算 的 前 R(K) 个 
数字 ， 并 写 下 第 R(K) 个 数字 ”， 这 样 的 第 R(K) 个 数字 永远 不 会 找到 。 

《倒数 第 二 行 的 理应 该 是 玉 。) 

基于 其 他 机 器 产生 的 序列 ， 抽 生成 了 一 列 数位 。 这 很 直接 ， 我 们 可 
以 想象 成 这 是 一 个 正在 产生 1/3、n、2 的 平方 根 的 三 进 制 序 列 的 机 器 ， 
但 是 孙 如 何 获得 这 个 生成 的 序列 里 的 第 KK 位 呢 ? 这 需要 它 从 自 寻 获得 这 
一 位 ， 但 是 这 不 可 能 ， 因 为 外 只 能 从 其 他 机 器 获得 数位 。 

所 以 ， 当 多 遇 到 它 的 描述 数 时 有 了 点 抹 烦 。 就 不 能 忽略 它 吗 ? 可 
以 ， 但 是 我 们 会 发 现 ， 每 个 可 计算 序列 都 可 以 用 不 同 的 机 器 来 计算 。 这 
些 机 颖 用 不 同 的 方式 计算 相同 的 序列 ， 或 者 它们 还 有 一 些 不 必要 的 指 
令 。 罗 可 能 也 需要 跳 过 这 些 类 似 的 机 器 。 不 能 计算 B' 但 能 计算 接近 PB' 的 
数 ， 比 如 交换 了 PB' 的 第 27 位 和 第 54 位 ， 这 样 的 机 器 又 如 何 ?” 这 样 的 机 器 
有 无 数 个 ， 必 须 防止 它们 给 等 融 来 负担 一 一 一 个 无 法 完成 的 负担 。 

Le., * is circular, contrary both to what we have found in the 
last paragraph and to the verdict "s". Thus both verdicts are 
impossible and we conclude that there can be no machine 7). 

换言之 ， 久 是 循环 的 ， 这 和 我 们 在 上 一 段 的 结论 以 及 断言 s 都 是 相 

















反 的 。 因 此 这 些 断 言 都 是 不 可 能 的 ， 我 们 可 以 总 结 出 没有 机 器 劝 。 

没有 通用 过 程 来 判断 一 台 机 器 是 否 是 非 循环 的 。 这 就 是 说 ， 没 有 这 
样 的 计算 机 程序 ， 可 以 决定 其 他 计算 机 程序 的 最 终 命运 。 

图 灵 也 解决 了 对 角 线 法 的 矛盾 。 他 首先 指出 可 计算 数 是 可 数 的， 而 
对 角 线 法 似乎 表明 你 可 以 创造 一 个 不 在 列表 中 的 可 计算 数 。 图 灵 证 明了 
对 角 线 法 是 无 法 通过 有 限 步 计算 的 ， 因 此 它 不 可 计算 。 可 计算 数 可 能 是 
可 数 的， 但 它们 实际 上 不 能 在 有 限 步 内 被 枚 举 出 来 。 

图 灵 疫 有 这 样 结束 这 一 节 。 他 假设 了 一 个 机 器 @ ， 可 能 表示 “过 去 的 
输出 ”。 
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We can show further that there can be no machine € which, 
when supplied with the S.D of an aribtrary machine M, will 
determine whether .( ever prints a given symbol (0 say). 

我 们 可 以 进一步 证 明 ， 没 有 这 样 的 机 器 @ ， 当 给 它 提供 了 任意 一 
台 机 器 的 标准 插 述 时 ， 它 可 以 判断 是 否 曾 经 打印 过 给 定 的 符号 
Co 

在 论文 的 最 后 一 他， 图 灵 需 要 机 器 @ 来 证 明 判 定性 问题 是 无 解 的 。 
这 里 ， 他 将 证 明 机 器 & 是 不 存在 的 : 首先 如 果 机 器 G 存 在 ， 那 么 就 存在 
一 个 过 程 来 判断 机 器 是 否 经 常 无 限 次 打印 90， 但 这 又 意味 着 存在 一 个 类 
似 的 过 程 来 判断 机 器 是 否 经 党 无 限 次 打印 1。 如 果 你 有 能 力 来 判断 机 器 
是 经 常 无 限 次 打印 0 还 是 经 常 无限 次 打印 1 (或 者 都 打印 ) ， 那 么 你 就 有 
能 力 判 断 机 器 是 否 是 非 循 环 的 。 这 样 的 过 程 已 经 被 证 明 是 不 存在 的 ， 所 
以 机 器 也 一 定 不 存在 。 

We will first show that, if there is a machine & , then there is a 
general process for determining whether a given machine MM prints 
0 infinitely often. 

我 们 首先 证 明 ， 如 果 存 在 这 样 的 机 器 @ ， 就 会 有 一 个 通用 过 程 来 
判定 机 器 A 是否 经 常 无 限 次 打印 0。 

图 灵通 过 定义 任意 机 器 的 变 体 这 一 古怪 的 方法 ， 来 对 此 进行 判 
Wr s 

Let (4 be a machine which prints the same sequence as Jj, 
except that in the position where the first O printed by //( stands, M1 
prints O. Al is to have the first two symbols 0 replaced by O, and 
































so on. Thus, if M were to print 
ABAO1AABOO10AB ..., 
then (4 would print 


ABA01AAB0010AB ... 
and /> would print 
ABA01AABO0010AB .... 
假设 机 器 .fi 打印 的 序列 与 机 器 示 打 印 的 序列 相同 ， 所 不 同 的 只 
是 ， 在 打印 第 一 个 0 的 地 方 ，A1 打 印 O; 2 将 头 两 个 符 写 0 丛 换 成 
O. UIRE. XF, RMIT ER 
ABAO1AABO010AB...; 
那么 Ji 会 打印 


ABA 014A4B0010AB..., 
A 人 2 会 打印 
ABA 01A4AB 00104AB..., 
WRIA BULA AM, BREE X — GPL as RA AN eR, AJ 
计算 fi、Jfz 等 的 标准 描述 吗 ? 图 灵 说 可 以 ， 他 称 这 样 的 机 器 为 了 o 
Now let q be a machine which, when supplied with the S.D of 
MN, will write down successively the S.D of A, of A4, of Alo ... 
(there is such a machine). 
假设 有 一 台 机 器 了 ， 妆 给 它 提供 了 的 标准 描述 后 ， 它 就 可 以 连 
续 写 出 A 的 标准 插 述 ，J(1 的 标准 摘 述 ，A5 的 标准 描述 .….…… (这 样 的 
机 器 是 存在 的 。) 
为 了 让 我 们 自己 相信 守 似 乎 是 可 信 的 ， 我 们 考虑 一 台 非 常 简 日 的 机 
器 ， 它 选择 性 地 打印 0 和 1， 即 1/3 的 二 进 制 格式 但 不 跳 过 任何 空间 : 








qı None PO, R q2 
qo None P1,R qı 


ZEHA PED Las Us: 


di None PO, R q4 


q2 None Pik qi 
q3 None POK qi 
q4 None PLA q3 


MARIAK FMO ERU RARUS. OAH 
的 m- 格 局 。 在 第 一 组 格局 中 ， 所 有 应 该 打印 0 的 地 方 现在 打印 而 ， 然 后 
它 会 跳 到 第 二 组 合适 的 格局 中 。. 吃 有 三 组 ; 


qi None POR q 
qh None PLR qi 
q3 None PO. R qc 
q4 None PLR q3 
qs None POR qs 
V6 None PLA qs 


你 可 能 注意 到 ， 这 些 修改 过 的 机 器 永远 不 会 遇 到 格局 q， 但 是 对 于 
这 台 机 器 ， 这 是 侦 然 的 。 
因此 ， 守 存在 是 完全 可 信和 的 。 注 意 这 些 机 器 之 间 的 关系 : GRA 
从 来 不 打印 0， 那 么 1、AN5 等 也 不 会 。 如 果 凡 只 打印 一 次 0， 那 么 A1、 
放 , 等 永远 不 会 打印 0。 如 果 打 印 了 0 两 次 ， 那 么 1 打印 0 一 次 ， 而 > 
等 永远 不 会 打印 0。 如 果 经 常 无 限 次 打印 0， 那 么 1、d; 等 也 会 如 
Jt. 
现在 回忆 一 下 机 器 ， 它 被 假设 可 以 判断 一 个 机 器 是 否 打 印 过 0。 
We combine 了 with © and obtain a new machine, à. In the 
motion of 9 first 7 is used to write down the S.D of //(, and then € 
tests its, :0: is written if it is found that A( never prints 0; then 7 
writes the S.D of (4, and this is tested, :0: being printed if and only 





if (4 never prints 0, and so on. 

我 们 将 机 器 和 机 器 了 合并 为 一 个 新 的 机 器 9 。 9 的 第 一 个 动作 
就 是 使 用 了 写 下 示 的 标准 描述 ， 然 后 让 人 来 测试 它 。 如 果 才 从 未 打印 
0, MAS F:0:. AGS PA WEA, FRET MN. MSA, 
从 未 打印 0 时 才 写 下 :0:。 如 此 一 直 继 续 下 去 。 

9 使 用 了 来 生成 兴 、Jfi、Jfz 等 的 描述 数 ， 然 后 @ 来 判断 产生 结 
的 机 器 是 否 打 印 过 0。 如 果 它 从 未 打印 过 0， 那 么 4 打印 0。 

结果 是 这 样 的 : 如 果 示 从 未 打印 过 0 或 仅 有 限 次 打印 0， 那 么 9 经 第 
无 限 次 打印 0。 如 有 果 坟 经 常 无 限 次 打印 0， 则 9 不 打印 0。 

Now let us test G with ©. If itis found that 9 never prints O, 
then M prints O infinitely often; if g prints 0 sometimes, then A 
does not print O infinitely often. 

ME, BANA © 来 测试 94。 如 果 发 现 4 从 未 打印 过 0， 那 么 经 常 
FRR KAT ENO; WRG 有 时 打印 0， 那 么 不 经 常 无限 次 打 儿 0。 

这 意味 着 ，9 可 以 告诉 我 们 {是否 经 常 无 限 次 打印 0。 这 是 通过 它 自 
己 不 打印 0 来 告诉 我 们 的 。 

Similarly there is a general process for determining whether -MM 
prints 1 infinitely often. By a combination of these processes we 
have a process for determining whether Jj prints an infinity of 
figures, i.e. we have a process for determining whether A is circle- 
free. There can therefore be no machine &. 

类 似 地 ， 也 有 一 个 方法 来 判断 村 是 否 经 常 无限 次 打印 1。 通 过 将 这 
些 过 程 结合 起 来 ， 我 们 有 了 一 个 过 程 来 判断 是 否 无 限 次 打印 一 个 数 
字 。 也 就 是 ， 我 们 可 以 有 一 个 过 程 来 判断 A 是 否 是 非 循环 的 。 所 以 不 
AUETEXUREB D UAR € 。 

图 灵 也 给 出 了 另 一 个 反 证 法 来 证 明 @ 并 不 存在 。 因 为 它 最终 会 导致 
DD 存 在 一 一 机 器 六 可 以 判断 其 他 机 器 是 否 是 非 循 环 的 ， 而 事实 上 ， 这 种 
机 器 不 存在 。 

图 灵 在 结束 这 一 市 时 提醒 道 ， 我 们 真 的 需要 检查 人 类 计算 者 和 图 灵 
机 是 等 价 的 这 一 假设 ， 因 为 我 们 在 很 大 程度 上 依赖 于 此 。 

The expression "there is a general process for determining ..." 
has been used throughout this section as equivalent to "there is a 
machine which will determine ...". This usage can be justified if and 











only if we can justify our definition of “computable”. 
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样 一 合 机 器 能 判断 ..…”。 这 种 用 法 可 以 证 明 是 对 的 ， 当 且 仅 当 我 们 
可 以 证 明 " 可 计算 ”的 定义 。 

这 个 证 明 将 在 下 一 闻 讨 论 。 

图 灵 然 后 略微 提 及 了 这 个 证 明 的 另 一 个 方面 ， 这 些 内 容 将 在 本 书 第 
三 部 分 介绍 。 图 灵 将 图 灵机 的 输出 释义 为 “可 计算 数 ”"， 而 图 灵机 在 这 方 
面具 有 更 多 的 灵活 性 。 例 如 输出 如 下 序列 的 机 器 : 

0011010100010100010100010000010... 

这 看 起 来 像 是 一 个 数 ， 实 际 上 ， 这 是 一 个 “素数 ?机 器 的 输出 ， 我 们 
将 这 样 的 数 记 为 IsPrime(n)。 对 于 该 序列 的 第 n 个 数字 (Cn 从 0 开始 ) ， 如 
果 n 是 素数 ， 则 IsPrime(n) 的 值 为 1， 耕 则 IsPrime(n) 的 值 为 0。 这 人 台 机 器 输 
出 的 序列 表明 了 2、3、5、7、11、13、17、19、23 和 29 都 是 素数 。 这 样 
的 机 器 似乎 完全 可 信 ， 但 是 它 并 不 是 真正 对 某 个 数字 进行 计算 ， 而 是 告 
诉 我 们 一 些 上 自然数 的 信息 。 

For each of these "general process" problems can be expressed 
as a problem concerning a general process for determining whether 
a given integer n has a property G(n) [e.g. G(n) might mean "n is 
satisfactory" or "n is the Gódel representation of a provable 
formula"], and this is equivalent to computing a number whose n-th 
figure is 1 if G (n) is true and O if it is false. 

每 一 个 这 样 的 “通用 过 程 ?问题 都 能 表示 成 ， 判 定 给 定 整数 nm 是否 具 
有 性 质 G(D)《〈“ 如 G(m) 表 示 “n 是 可 接受 的 "或 者 "mn 是 可 证 明 公 式 的 哥 德 
尔 表示 ") 的 通用 过 程 ， 并 且 等 价 于 计算 一 个 数 ， 如 果 G(n) 成 立 ， 则 
这 个 数 的 第 n 个 数字 为 1， 人 否则 为 0。 

现在 ， 图 灵 似 乎 将 他 的 计算 机 器 和 数理 逻辑 联系 在 了 一 起 ， 这 种 联 
系 本 书 在 第 三 部 分 提 及 。 符 号 0 和 1 不 仅仅 可 以 是 二 进 制 位 ， 同 时 还 可 用 
RAAB ABU, WUBI AK SF ITA AR EI AS ABE 

考虑 一 组 关于 上 自然数 的 函数 ， 它 们 会 返回 真 或 假 〈1 或 0) 。 

IsPrime(n) 

IsEven(n) 

IsOdd(n) 

IsLessThanTen(n) 

IsMultipleOfTwentyTwo(n) 

它们 有 时 称 为 布尔 函数 ， 可 以 通过 由 图 灵机 对 mn=0, 1, 2, 3... 输 出 0 和 1 


























的 序列 来 实现 ， 其 中 判定 奇数 的 函数 ISOdd 和 输出 的 序列 与 图 灵 第 一 台 样 
机 输出 的 序列 交 蔡 相同 。 

图 灵 已 经 说 明了 这 些 可 计算 序列 是 可 数 的 ， 因 此 和 它们 的 名 字 一 
样 ， 它 们 可 以 按 字母 排序 ， 例 如 在 康 托 尔 关于 超 限 数 的 记号 中 ， 目 然 数 
的 所 有 可 计算 、 可 按 字 母 排序 的 布尔 函数 集 的 势 为 Ri,， 和 可 数 集 的 势 相 
同 。 
每 个 布尔 函数 都 会 针对 上 自然 数 的 子 集 返 回 真 或 者 1。 例 如 ，ISsPrime 针 
对 下 列 的 自然 数 集合 返回 1: 

(2, 3, 5, 7,11,13,...} 

每 个 这 样 的 布尔 函数 都 和 不 同 的 自然 数 集合 相关 联 。 可 以 回想 一 下 

第 2 章 ， 所 有 子 集 的 集合 叫做 超 集 ， 如 果 原 始 集 合 的 势 是 XN, ， 那 么 这 个 
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所 有 可 想到 的 布尔 函数 的 集合 的 势 是 2“， 而 所 有 可 计算 布尔 函数 
(其 实 就 是 所 有 可 以 用 英语 名 字 描述 的 布尔 函数 的 集合 ) 的 势 是 X, JX 
是 可 想到 的 和 可 计算 的 之 间 的 另 一 个 重大 鸿沟 。 
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阿兰 :图 灵 在 其 论文 第 1 节 的 开头 《本 书 第 59 页 ) 定义 可 计算 数 时 写 
道 ;“ 在 89 之 前 ， 我 们 不 会 真正 尝试 证 明 这 个 定义 的 合理 性 ”。 现 在 ,我 
们 讲 到 第 9 节 了 ， 图 灵 传 记 作 者 安德鲁 . 霍 奇 斯 将 论文 的 剩余 部 分 蕉 
为 “有史 以 来 数学 类 论文 中 最 不 寻 和 着 的 部 分 ”。 二 | 

图 灵 试 图 论证 ， 图 元 机 的 计算 能 力 等 同 于 一 部 执行 明确 定义 了 数学 
过 程 的 人 类 计算 者 。 因 此 ， 如 采 算 法 过 程 是 图 灵机 不 可 解 的 ， 那 么 它 对 
于 人 类 而 言 也 是 不 可 解 的 。 这 个 想法 后 来 得 名 图 灵 论 题 ， 也 称 为 抒 奇 - 
图 灵 论 题 。 称 其 为 “论题 ”是 因为 它 是 个 过 于 模糊 的 概念 ， 不 能 接受 严格 
的 数学 证 明 。 这 个 论题 还 被 扩展 到 了 其 他 数字 计算 机 上 ， 这 些 计 算 机 的 
计算 能 力 痢 没有 图 灵机 强 。 

本 章 只 会 讨论 第 9 节 的 第 一 部 分 ， 阅 读 第 9 节 的 其 余 内 容 需 要 数学 四 
辑 知 识 ， 本 书 的 第 三 部 分 再 对 其 进行 阐述 。 对 于 大 多 数 内 容 ， 我 不 会 打 
断 图 录 本 人 的 分 析 。 以 下 是 瑟 丁 : 戴 维 斯 的 总 结 。 


图 灵 的 “分 析 过 程 ?是 应 用 哲学 的 一 个 精彩 展现 。 在 这 个 分 
析 过 程 蜂 ， 图 灵 以 人 类 如 何 进行 计算 开始 ， 据 弃 了 无 天 的 细 
节 ， 简 明 扼 要 地 得 到 分 析 结 果 ， 这 个 结果 就 是 大 家 熟悉 的 运行 
在 单 同 无 限 长 线性 纸币 上 的 有 限 状态 机 模型 。42] 
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9. The extent of the computable numbers. 

No attempt has yet been made to show that the "computable" 
numbers include all numbers which would naturally be regarded as 
computable. All arguments which can be given are bound to be, 
fundamentally, appeals to intuition, and for this reason rather 
unsatisfactory mathematically. The real question at issue is "What 
are the possible processes which can be carried out in computing a 
number?" 

The arguments which I shall use are of three kinds. 

(a) A direct appeal to intuition. 
(b) A proof of the equivalence of two definitions (in case the 
new definition has a greater intuitive appeal). 
(c) Giving examples of large classes of numbers which are 
computable. 
9. 可 计算 数 的 范畴 
现在 还 未 证 明 ,“ 可 计算 " 数 包括 所 有 被 自然 当做 可 以 计算 的 数 


字 。 上 所 有 能 给 出 的 论据 本 质 上 都 局 限 在 直觉 上 ， 没 有 令 人 满意 的 数学 
说 服 力 。 真 正 有 争议 的 问题 是 :“ 对 数 进行 计算 的 可 能 的 过 程 有 哪 
kb " 

我 能 给 出 的 论据 有 三 类 : 

(a) 直觉 的 引导 ; 

(b) 关于 两 种 定义 等 价 的 证 明 (新 的 定义 有 更 多 的 直觉 成 分 〉; 

(c) 给 出 大 量 可 计算 数 的 示例 ; 

(b) 论据 将 在 本 书 第 三 部 分 讨论 ，(O) 论 据 在 图 灵 论 文 的 第 10 闻 有 进 一 
b IR. 

Once it is granted that computable numbers are all 
"computable", several other propositions of the same character 
follow. In particular, it follows that, if there is a general process for 
determining whether a formula of the Hilbert function calculus is 
provable, then the determination can be carried out by a machine. 

一 旦 承认 所 有 的 可 计算 数 都 是 "可 以 计算 的 "， 便 会 产生 具有 相同 
特征 的 另外 一 些 命题 。 特 别 是 可 以 得 出 ， 如 采 存 在 可 以 判定 硕 尔 伯 特 
印 数 演算 的 方程 是 人 否 可 证 明 的 通用 过 程 ， 那 么 这 个 判定 就 可 以 用 机 器 
进行 计算 。 

“和 希 尔 们 特 图 数 演算 ?就 是 今天 数学 逻辑 体系 里 的 “一 阶 谓词 逻辑 ”。 
锅 尔 伯 特 在 这 种 逻辑 下 定义 判定 性 问题 。 图 灵 不 太 可 能 知道 “用 机 器 进 
行 计算 ”的 过 程 就 是 海 因 里 希 : 贝 曼 之 前 谈 及 判定 性 问题 时 提 到 的 观点 
(第 40 页 )。 贝 曼 的 论述 直到 最 近 才 发 表 。 

|. [Type (a)]. This argument is only an elaboration of the ideas of 
S 1. 

Computing is normally done by writing certain symbols on paper. 
We may suppose this paper is divided into squares like a child's 
arithmetic book. In elementary arithmetic the two-dimensional 
character of the paper is sometimes used. But such a use is always 
avoidable, and | think that it will be agreed that the two-dimensional 
character of paper is no essential of computation. | assume then 
that the computation is carried out on one-dimensional paper, /.e. 
on a tape divided into squares. 1 shall also suppose that the number 
of symbols which may be printed is finite. If we were to allow an 
infinity of symbols, then there would be symbols differing to an 
arbitrarily small extentt. The effect of this restriction of the number 








of symbols is not very serious. It is always possible to use 
sequences of symbols in the place of single symbols. Thus an 
Arabic numeral such as 
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17 or 999999999999999 is normally treated as a single symbol. 
Similarly in any European language words are treated as single 
symbols (Chinese, however, attempts to have an enumerable 
infinity of symbols). The differences from our point of view between 
the single and compound symbols is that the compound symbols, if 
they are too lengthy, cannot be observed at one glance. This is in 
accordance with experience. We cannot tell at a glance whether 
9999999999999999 and 999999999999999 are the same. 


t If we regard a symbol as literally printed on a square we may 
suppose that the square isO xx1,0 sy «s 1. The symbol is 
defined as a set of points in this square, viz. the set occupied by 
printer's ink. If these sets are restricted to be measurable, we can 
define the "distance" between two symbols as the cost of 
transforming one symbol into the other if the cost of moving unit 
area of printer's ink unit distance is unity, and there is an infinite 
supply of ink at x = 2, y = 0. With this topology the symbols form a 
conditionally compact space. 

I. [类 型 (a]]。 这 个 论据 只 是 对 81 观 点 的 详细 阐述 。 

计算 通常 可 以 通过 在 纸 上 书 写 某 些 符号 来 完成 。 我 们 可 以 假设 这 
张 纸 就 像 小 孩子 的 算术 书 ， 分 成 一 个 个 方 格 。 在 初等 算术 中 ， 有 了 时 会 
利用 纸 的 二 维 性 。 但 是 ， 这 种 做 法 总 是 可 回避 的 ， 并 且 我 认为 ， 大 家 
应 该 认同 纸 的 二 维特 性 对 于 计算 并 不 重要 。 我 假定 计算 是 在 一 张 一 维 
的 纸 上 完 成 的 ， 例 如 在 一 条 分 成 方 格 的 纸 带 上 。 男 外 ， 假 设 可 打印 符 
写 的 数目 是 有 限 的 。 如 果 我 们 允许 数目 是 无 限 的 ， 那 么 将 会 存在 一 些 
差异 程度 任意 小 的 符号 。+ 限 制 符号 数目 并 不 会 有 严重 的 影响 ， 因 为 
总 是 可 以 使 用 符号 序列 代 玲 单个 符号 。 通 过 这 种 方法 ， 像 17 或 
999999999999999 这 样 的 阿拉 伯 数 字 将 被 认为 是 单个 符号。 类 似 
地 ， 任 何 欧 洲 语 言 里 的 单词 都 被 当做 单个 符号 《但 是 ， 汉 语 倾 问 于 拥 
有 可 枚 举 的 无 限 的 符号 ) 。 在 我 们 的 观点 里 ， 单 一 符号 和 组 合 符号 的 
区 别 在 于 ， 太 长 的 组 合 符号 不 能 一 眼 就 识别 出 来 。 这 是 与 我 们 的 经 验 
相 一 致 的 。 我 们 不 能 一 下 子 辨 别 出 9999999999999999 与 

















999999999999999 是 否 是 同一 个 数 。 


+ 如 果 我 们 认为 一 个 符号 是 打印 在 一 个 0<X<1，0<ys<1 的 方 格 内 ， 
那么 可 以 将 这 个 符号 定义 为 这 个 方 格 内 一 系列 点 组 成 的 集 ， 即 被 打印 
点 黑 占 据 的 点 集 。 如 果 这 些 点 集 是 可 测量 的 ， 且 将 单位 面积 的 打印 点 
墨 移 动 单位 长 度 的 开销 是 统一 的 ， 我 们 可 以 将 两 个 符号 的 “距离 "定义 
为 将 一 个 符号 变换 为 男 一 个 符号 的 开销 ， 而 在 x = 2, y = 0 的 地 方 有 
无 限量 的 点 墨 。 在 这 种 拓扑 结构 下 ， 符 号 有 条 件 地 组 成 了 一 个 紧凑 的 
区 域 。 

下 一 句 话 里 ， 图 灵 谈 到 了 “计算 机 ?， 当 然 ， 他 指 的 是 人 类 “计算 
ae 

The behaviour of the computer at any moment is determined by 
the symbols which he is observing, and his “state of mind” at that 
moment. We may suppose that there is a bound B to the number of 
symbols or squares which the computer can observe at one 
moment. If he wishes to observe more, he must use successive 
observations. We will also suppose that the number of states of 
mind which need be taken into account is finite. The reasons for this 
are of the same character as those which restrict the number of 
symbols. If we admitted an infinity of states of mind, some of them 
will be “arbitrarily close” and will be confused. Again, the restriction 
is not one which seriously affects computation, since the use of 
more complicated states of mind can be avoided by writing more 
symbols on the tape. 

计算 者 任 一 时 刻 的 行为 都 由 彼 时 他 观察 到 的 符号 和 彼 时 他 的 “思维 
状态 ”决定 。 我 们 可 以 假设 ， 对 于 符号 的 数 日 或 者 计算 者 在 某 一 个 时 
刻 所 能 观察 到 的 方 格 ， 存 在 一 个 上 限 B。 如 果 他 想 观察 到 更 多 ， 就 必 
须 继 续 观 察 。 我 们 也 假定 ， 需 要 考虑 的 思维 状态 的 数量 是 有 限 的 。 这 
样 做 的 理由 和 限制 符 写 数目 的 理由 是 相同 的 。 如 果 我 们 允许 思维 状态 
是 无 限 的 ， 那 么 它们 之 中 有 些 状态 将 会 因 " 无 限 地 接近 "而 造成 混淆 。 
同样 地 ， 这 种 限制 不 会 对 计算 造成 很 大 的 影响 ， 因 为 避免 使 用 更 复杂 
的 思维 状态 时 可 以 通过 在 纸 带 上 写 上 更 多 的 符号 来 实现 。 

1972 年 ， 库 尔 特 : 哥 德 尔 针 对 这 节 中 图 灵 的 分 析 写 了 短评 ， 称 其 
为 “这 是 图 灵 分 析 中 的 一 个 哲学 错误 *”。-31 哥 德尔 认为 ,“ 图 灵 分 析 里 
所 指 的 思维 并 不 是 静止 的 ， 而 是 持续 变化 的 >”， 而 且 精 神 上 的 思维 状态 




















可 能 会 更 加 趋 于 无 穷 。 这 种 分 上 代表 了 对 “思维 最 终 是 来 目 于 大 脑 的 机 
械 过 程 ” 持 正 反 观点 的 两 派 之 间 的 基本 冲突 。 

Let us imagine the operations performed by the computer to be 
split up into “simple operations” which are so elementary that it is 
not easy to imagine them further divided. Every such operation 
consists of some change of the physical system consisting of the 
computer and his tape. We know the state of the system if we know 
the sequence of symbols on the tape, which of these are observed 
by the computer (possibly with a special order), and the state of 
mind of the computer. We may suppose that in a simple operation 
not more than one symbol is altered. Any other changes can be split 
up into simple changes of this kind. The situation in regard to the 
squares whose symbols may be altered in this way is the same as 
in regard to the observed squares. We may, therefore, without loss 
of generality, assume that the squares whose symbols are changed 
are always "observed" squares. 

Besides these changes of symbols, the simple operations must 
include changes of distribution of observed squares. The new 
observed squares must be immediately recognisable by the 
computer. | think it is reasonable to suppose that they can only be 
squares whose distance from the closest of the immediately 
previously observed squares does not exceed a certain fixed 
amount. Let us say that each of the new observed squares is within 
L squares of an immediately previously observed square. 

In connection with "immediate recognisability", it may be thought 
that there are other kinds of square which are immediately 
recognisable. In particular, squares marked by special symbols 
might be taken as imme- 
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diately recognisable. Now if these squares are marked only by 
single symbols there can be only a finite number of them, and we 
should not upset our theory by adjoining these marked squares to 
the observed squares. If, on the other hand, they are marked by a 
sequence of symbols, we cannot regard the process of recognition 
as a simple process. This is a fundamental point and should be 


illustrated. In most mathematical papers the equations and 
theorems are numbered. Normally the numbers do not go beyond 
(say) 1000. It is, therefore, possible to recognise a theorem at a 
glance by its number. But if the paper was very long, we might 
reach Theorem 157767733443477; then, further on in the paper, we 
might find "... hence (applying Theorem 157767733443477) we 
have ...". In order to make sure which was the relevant theorem we 
should have to compare the two numbers figure by figure, possibly 
ticking the figures off in pencil to make sure of their not being 
counted twice. If in spite of this it is still thought that there are other 
"immediately recognisable" squares, it does not upset my 
contention so long as these squares can be found by some process 
of which my type of machine is capable. This idea is developed in III 
below. 

我 们 想象 一 下 ， 把 机 器 的 操作 分 解 成 “简单 操作 ”"， 即 最 基本 的 操 
作 ， 以 至 于 不 能 想象 它们 能 够 再 分 解 。 每 个 这 样 的 操作 都 是 由 计算 者 
及 其 纸币 组 成 的 物理 系统 的 变化 构成 的 。 如 果 我 们 知道 纸 市 上 的 符号 
序列 ， 就 知道 了 系统 的 状态 ， 这 些 都 是 由 计算 者 (通过 特定 次 序 ) 和 
计算 者 的 思维 状态 观察 到 的 。 我 们 假设 在 一 个 简单 操作 里 最 多 有 一 个 
符号 会 改变 。 所 有 其 他 的 变化 都 可 以 分 解 成 这 种 简单 的 变化 ， 其 中 ， 
符号 会 被 改变 的 那些 方 格 的 情况 与 被 观察 到 的 方 格 相同 。 因 此 ， 我 们 
可 以 不 失 一 般 性 地 假设 ， 符 号 变化 的 方 格 总 是 那些 "被 观察 "的 方 格 。 

除了 这 些 符号 上 的 改变 ， 简 单 操作 还 必须 包含 被 观察 方 格 分 布 的 
变化 。 新 的 被 观察 方 格 必 须 可 以 立即 被 计算 者 识别 。 我 想 可 以 合理 地 
假设 这 些 方 格 满足 它们 与 最 近 的 前 一 个 立即 被 观察 方 格 的 距离 不 超过 
某 个 特定 值 。 我 们 假设 每 个 新 的 被 观察 方 格 距离 前 一 个 立即 被 观察 方 
格 的 距离 不 超过 L 个 方 格 。 

谈 到 "立即 识别 "， 也 许 存 在 其 他 类 型 的 被 立即 识别 方 格 。 特 别 
地 ， 用 特殊 符号 标记 的 方 格 可 能 被 认为 是 立即 识别 的 。 知 这些 方 格 是 
由 单个 符号 标记 的 ， 那 么 这 样 的 方 格 数目 就 是 有 限 的 ， 可 以 遵循 我 们 
的 理论 将 这 些 被 标记 的 方 格 毗 连 到 被 观察 的 方 格 边 。 另 一 方面 ， 如 采 
标记 方 格 的 是 序列 符号 ， 我 们 就 不 能 将 识别 过 程 当 做 是 一 个 人 简单 过 
程 。 这 是 一 个 应 该 强调 的 基本 出 发 点 。 在 绝 大 多 数 数学 论文 里 ， 方 程 
和 定理 都 是 附 上 标号 的 。 通 常 ， 这 些 标号 不 会 超过 1000， 因 此 扫 一 
眼 标 号 就 能 迅速 识别 一 个 定理 。 但 是 如 果 论 文 很 长 ， 标 记 的 定理 可 能 


到 157767733443477 号 ， 接 着 我 们 可 能 要 表述 为 ".…… 因 此 通过 应 用 
157767733443477 号 定理 ， 我 们 得 到 .………”"。 为 了 确定 相关 定理 ， 我 
们 需要 一 位 一 位 地 比较 两 个 数 ， 可 能 需要 用 铅笔 将 比较 过 的 数字 划 掉 
以 免 重 复 算 两 次 。 如 有 果 除 了 这 些 还 存在 其 他 "立即 识别 "的 方 格 ， 只 要 
这 些 方 格 可 以 在 我 的 机 器 的 运行 过 程 中 找到 ， 也 不 会 与 我 的 论点 相 违 
背 。 这 个 观点 会 在 第 川 部 分 进一步 阐述 。 

当 图 灵 说 “用 铅笔 将 比较 过 的 数字 划 挥 * 时 ， 他 很 可 能 指 的 是 用 非 数 
字符 号“ 标记 ” 方 格 这 样 类 似 的 机 器 操作 。 

The simple operations must therefore include: 

(a) Changes of the symbol on one of the observed squares. 

(b) Changes of one of the squares observed to another 
square within L squares of one of the previously observed 
squares. 

It may be that some of these changes necessarily involve a 
change of state of mind. The most general single operation must 
therefore be taken to be one of the following: 

(A) A possible change (a) of symbol together with a possible 
change of state of mind. 

(B) A possible change (b) of observed squares, together 
with a possible change of state of mind. 

The operation actually performed is determined, as has been 
suggested on p. 250, by the state of mind of the computer and the 
observed symbols. In particular, they determine the state of mind of 
the computer after the operation is carried out. 

因此 ， 简 单 操作 必须 包括 : 

(a) 改变 一 个 被 观察 方 格 的 符号 。 

(b) 将 一 个 被 观察 方 格 移动 到 与 前 一 个 被 观察 方 格 距离 L 以 内 的 位 
lee 

这 些 改变 有 可 能 涉及 一 系列 思维 状态 的 转变 。 因 此 ， 最 普遍 意义 
上 的 单个 操作 必须 是 下 列 情 况 之 一 : 

(A) 一 个 可 能 的 (a@) 型 的 符号 改变 以 及 一 个 潜在 的 思维 状态 转变 。 
opns ume MN UE 

第 250 页 已 经 说 过 ， 操 作 实 际 上 是 由 计算 者 的 思维 状态 和 被 观察 

的 符号 所 决定 的 。 特 别 是 ， 操 作 执 行 后 ， 计 算 者 的 思维 状态 就 确定 
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这 些 只 是 他 对 论文 前 一 页 的 引用 。 
We may now construct a machine to do the work of this 
computer. To each state of mind of the computer corresponds an 
"m-configuration" of the machine. The machine scans B squares 
corresponding to the B squares observed by the computer. In any 
move the machine can change a symbol on a scanned square or 
can change any one of the scanned squares to another square 
distant not more than L squares from one of the other scanned 

[252] 
squares. The move which is done, and the succeeding 

configuration, are determined by the scanned symbol and the m- 
configuration. The machines just described do not differ very 
essentially from computing machines as defined in 8 2, and 
corresponding to any machine of this type a computing machine 
can be constructed to compute the same sequence, that is to say 
the sequence computed by the computer. 

我 们 现在 可 以 构造 一 台 做 这 种 计算 者 工作 的 机 器 了 。 对 于 计算 者 
的 任意 一 个 思维 状态 ， 机 器 都 有 相应 的 一 个 m- 格 局 。 对 应 计算 者 观 
察 B 个 方 格 ， 机 器 扫描 B 个 方 格 。 对 于 任意 一 次 移动 ， 机 器 要 么 改变 
被 扫描 方 格 上 的 符号 ， 要 么 将 任意 一 个 被 扫描 方 格 移动 到 距离 其 他 被 
扫描 方 格 距离 不 超过 L 的 位 置 。 当 完成 移动 后 ， 后 续 的 格局 都 由 扫 搞 
符 和 m- 格 局 决定 。 这 里 描述 的 机 器 与 S2 定 义 的 计算 机 器 并 没有 本 质 
的 区 别 ， 对 应 于 任意 这 一 类 机 器 ， 都 可 以 构造 一 个 计算 机 器 去 计算 相 
同 的 序列 ， 也 就 是 由 计算 者 计算 的 序列 。 

这 就 是 ， 人 类 计算 者 。 

我 们 暂且 在 这 里 打住 。 图 灵 在 本 市 的 第 二 个 论据 从 对 “ 受 限 希 尔 伯 特 
函数 汉 算 ”的 引用 开始 ， 接 着 对 这 个 演算 进行 了 陈述 ， 为 开始 阅读 本 书 
第 三 部 分 提供 一 些 背景 知识 。 

图 灵 对 人 脑 和 机 器 之 间 联 系 的 痢 迷 ， 在 1936 年 发 表 可 计算 数论 文 之 
后 仍 延 续 了 很 入。 图 灵 的 另 一 篇 赣 名 论文 “计算 机 械 与 人 工 智能 ?发表 在 
1950 年 10 月 的 哲学 期 刊 Mind 上 。 

“机 器 能 思考 吗 ?图 灵 问 。 他 及 明了 一 个 测试 ， 这 个 测试 需要 一 个 人 
坐 在 电 传 打 字 机 前 《在 现代 ， 类 似 于 短 消 已， 或 者 其 他 允许 人 们 在 看 不 
见 也 听 不 见 对 方 的 情况 下 相互 通信 的 手段 ) 。 这 个 人 问 问 题 ， 接 受 答 

















案 。 如 果 妨 一 并 是 计算 机 ， 而 这 个 人 无 法 判断 它 是 否 是 一 台 计 算 机 ， 那 
么 就 说 计算 机 是 具备 人 类 智能 的 。 

这 就 是 彰 名 的 图 灵 测 试 ， 它 至 今 依旧 存在 和 争议。 任何 对 图 元 测试 有 
适当 反对 意见 的 人 都 应 该 读 一 读 图 灵 的 论文 ， 里 面 有 对 很 多 合情合理 的 
反对 意见 的 解答 。 

图 灵 喜 欢 用 术语 “智能 ”而 不 是 “思考 ?来 处 理 这 个 问题 ， 因 为 "思考 ? 暗 
含 在 计算 机 内 部 进行 的 特定 活动 。 


“机 器 能 思考 吗 ?” 我 认为 ， 这 个 原始 问题 过 于 无 意义 ， 不 值 
得 讨论 。 不 过 ， 我 认为 到 这 个 世纪 末 ， 这 样 的 说 法 以 及 一 般 的 
教育 观点 都 会 有 很 大 改观 ， 那 时 候 再 谈 及 机 器 思考 将 不 会 受到 
抵触 和 反对 。-[41 


上 个 世纪 末 已 经 过 了 ， 厦 说 有 什么 改观 ， 那 就 是 比 以 往 任何 时 候 痢 
多 的 人 知道 了 计算 机 能 够 干什么 ， 但 那 不 是 “思考 *”。 我 们 还 未 到 可 以 期 
竺 计算 机 邵 美 人 类 乔 能 的 地 步 ， 并 且 在 通常 情况 下 ， 当 我 们 认为 计算 机 
应 用 能 以 一 种 完全 确定 的 形式 运行 时 才能 很 好 地 运用 它 进行 工作 。 一 个 
尝试 做 任何 “智能 ”工作 的 计算 机 程序 通常 就 像 个 2 岁 的 孩子 ， 且 着 一 幅 
新 田 的 蜡笔 壁 夯 ， 然 后 诉求 “我 想 你 会 暑 欢 它 的 ”。 

在 科 约 小 说 的 世界 里 ， 图 灵 预 言 成 真 ， 就 像 下 面 描述 的 一 合 有 史 以 
来 最 著名 的 虚构 计算 机 : 


哈 尔 能 人 否 思考 的 问题 已 经 被 英国 数学 家 阿兰 :图 灵 在 20 世 纪 
40 年 代 解 决 了 。 图 灵 指 出 ， 如 果 一 个 人 能 够 与 一 台 机 器 进行 一 
次 足够 长 的 对 话 ， 无 论 是 通过 电 传 打字 机 还 是 麦 区 风 都 不 重 
要 ， 假 如 不 能 分 辩 回 答 是 来 目 一 合 机 器 或 者 一 个 人 人， 那么 从 感 
性 的 定义 上 ， 这 人 台 机 器 就 是 能 思考 的 。 哈 尔 能 够 轻易 通过 图 灵 
wii. CSL 


如 果 图 灵 能 够 活 到 56 岁 ， 也 就 是 1968 年 《2001: 太空 漫游 》 的 小 说 
和 电影 发 行 的 时 候 ， 他 也 许 会 感到 十 分 有 趣 ， 因 为 计算 机 已 经 相当 智 
能 ， 能 够 体验 到 精神 崩 尝 。 

1950 年 夏天 ， 图 灵 搬 到 了 位 于 曼彻斯特 以 丙 10 英 里 的 威 姆 斯 洛 。 他 
对 形态 形成 学 产生 了 兴趣 ， 这 是 一 门 研究 组 织 细 胞 如 何 发 展 和 分 化 ， 形 
成 各 种 各 样 模式 和 形态 的 物种 学 科 。 这 个 研究 涉及 在 曼彻斯特 的 计算 机 
上 运行 仿真 程序 。 






































1951 年 3 月 15 日 ， 阿 兰 :图 灵 因 其 在 可 计算 数 方面 所 做 的 工作 ， 成 为 
英国 星 家 学 会 的 会 士 ， 举 荐 他 的 是 麦克 斯 :纽曼 和 伯 特 兰 :. 罗 素 。 那 天 有 晚 
上 ，BBC 播 放 了 图 灵 题 为 “数字 计算 机 能 够 思考 吗 ? ”的 录音 谈话 〈 这 个 
广播 的 录音 和 其 他 图 灵 所 有 讲话 的 录音 都 已 不 知 所 踪 了 ) 。 

1951 年 12 月 ， 接 连 发 生 的 一 系列 事件 对 日 后 产生 了 很 大 的 影响 。 图 
灵 在 曼彻斯特 的 街 上 遇见 了 一 个 年 轻 人 阿 详 德 . 穆 雷 。 工 人 出 身 的 穆 雷 
正 处 于 偷窃 罪 组 刑期， 也 没有 工作 。 图 灵 和 穆 雷 共 进 了 午餐 ， 一 起 回 到 
了 图 灵 的 家 里 。 在 接 下 来 的 一 个 月 ， 他 们 还 相 会 了 几 次 。 

1952 年 1 月 底 ， 图 灵 发 现 住 所 唱 窃 。 他 报 了 警 ， 警 察 检查 了 现场 的 指 
纹 。 图 灵 指 控 阿 诡 德 . 穆 雷 行窃， 而 称 雷 声称 自己 是 无 阐 的 ， 并 指认 真 
正 的 罪犯 是 自己 的 一 个 旧 相 识 哈里 。 和 警方 也 在 图 灵 的 住所 找到 了 哈里 的 
BOC. 。 哈里 彼 时 因为 其 他 一 些 事情 正在 坐牢 ， 在 被 问 到 图 灵 一 案 时 ， 哈 

告诉 了 警方 图 灵 和 其 朋友 间 一 些 很 私密 的 情况 。 

1952 年 2 月 7 日 ， 就 在 乔治 六 世 罗 衣 ， 他 的 长 女 伊丽莎白 继 位 的 隔 
日 ， 警 方 传讯 了 阿兰 .图 灵 。 在 几 轮 审讯 后 ， 图 灵 承 认 了 与 称 雷 之 间 的 
关系 。 这 个 供认 让 图 灵 遭 受 了 牢狱 之 灾 ， 因 为 根据 1885 年 的 刑法 修正 案 
第 11 节 : 


任何 男性 ， 公 开 或 私下 ， 组 织 或 参与 组 织 ， 引 诱 或 试图 引 
诱 其 他 男性 进行 严重 猥 计 的 行为 ， 痢 应 该 视 为 不 法 行为 ， 并 理 
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之 类 的 行为 。 其 他 法 律 还 就 更 严重 的 肛交 行为 〈 即 “鸡奸 >， 英 国 司 法 系 
统 里 用 了 这 个 术语 ) 制定 了 刑律 。 

恶名 昭著 的 刑法 修正 案 第 11 节 从 一 开始 就 颇 受 非议 。1885 年 的 刑法 
修正 案 自 称 是 “一 部 进一步 保护 妇女 和 未 成 年 少女 ， 抑 制 效 院 和 其 他 恶 
习 的 法 律 >。 这 部 法 律 将 少女 法 律 上 达到 可 以 自主 的 年 龄 从 13 岁 提高 到 
了 16 岁 ， 包 含 了 一 系列 措施 保护 妇女 免 受 利用 ， 诸 如 在 色情 场所 被 下 述 
药 、 被 抛 为 娼 等 犯罪 行为 的 侵害 。 

这 个 法 律 提 案 最 初 在 下 议院 多 年 未 获准 ， 后 来 因为 自由 主义 新 闻 记 
者 威廉 .托马斯 .斯 特 德 (1849—1912) 关于 儿童 卖淫 的 一 系列 报道 文章 
而 变 得 引 人 注 目 。 斯 特 德 以 从 一 对 父母 手中 购买 他 们 13 岁 的 女儿 为 代 
价 ， 让 他 这 个 大 胆 的 揭发 报道 名 噪 一 时 。 

在 斯 特 德 报道 引发 的 强烈 公众 舆论 下 ， 该 提案 死灰复燃 。 第 11 节 是 
由 下 议院 议员 Henry Labouchere 在 1885 年 8 月 6 日 提出 的 ， 而 第 二 天 就 被 





















































加 进 了 该 提案 中 ， 一 星期 后 ， 该 议案 最 终 通 过 。 当 时 有 一 些 疑 问 ， 质 疑 
第 11 节 是 否 适合 加 进 这 样 一 部 核心 是 用 来 保护 年 轻 女 子 和 妇女 的 法 律 
d. zl 

第 11 节 特别 针对 男性 ， 而 在 此 之 前 ， 法 律 指 的 “严重 狠 训 ”行为 在 英 
国 并 不 是 违法 的 ， 至 少 成 年 人 私下 进行 是 没 问 题 的 。 甚 至 在 那 时 ，“ 私 
下 ”这 样 的 条 款 似乎 容易 造成 利用 法 律 进行 敲诈 勒索 。_[81 

对 于 第 11 节 ， 最 著名 的 受害 者 是 奥斯卡 .王尔德 〈1854 一 1900) ， 他 
于 1895 年 被 告发 。 王 尔 德 因此 被 迫 服 劳役 ， 这 可 能 加 速 了 他 的 离世 。 

到 了 20 世 纪 50 年 代 ， 刑 加 方法 变 得 多 样 了 。 图 灵 为 自己 的 罪名 辩 
护 ， 法 庭 最 后 判处 图 灵 1 年 缓刑 ， 在 此 期 间 图 灵 必 须 接受 荷尔蒙 治疗 。 

使 用 荷尔蒙 治疗 同性 恋 的 实验 始 于 20 世 纪 40 年 代 。 起 初 ， 同 性 恋 行 
为 被 认为 是 因为 缺少 足够 的 男性 荷尔蒙 激素 ， 但 墨 丸 激 素 的 实际 效果 却 
与 预期 的 相反 。 接 着 ， 肉 性 和 荷尔蒙 激素 被 用 于 男性 同性 恋 ， 结 果 似 乎 更 
能 达到 预期 的 目的 。-9J 在 图 灵 被 定 徘 的 那个 年 代 ， 这 种 疗法 被 称 为 器 
官 疗 法 ， 也 称 为 “化 学 阁 制 ”， 这 似乎 比 任 何其 他 行为 更 让 人 觉得 羞辱 。 
肉 激 素 治 疗 让 图 灵 失 去 了 性 能 力 ， 让 他 的 乳房 畸形 生长 。 

在 20 世 纪 50 年 代 初 被 认定 为 是 同性 恋 可 就 糟 了 。 在 美国 ，50 年 代 初 
麦卡锡 主义 下 的 “赤色 恐惧 ”很 快 转变 为 另 一 种 形式 上 的 政治 人 迫害。 在 美 
国 国务 院 工 作 的 共产 主义 者 其 实 并 不 多 ， 反 倒是 政府 部 门 私 下 里 有 同性 
恋 倾 回 的 人 较 多 。“20 世 纪 50 年 代 到 60 年 代 间 ， 大 约 有 1000 名 国务 院 的 
工作 人 员 因 所 谓 的 同性 恋 行 为 而 被 开除 *。_[101 

理论 上 , “和 危险 分 子 ? 是 用 来 形容 有 泄漏 国家 机 密 倾 癌 的 人 。 但 实际 
上 ， 这 个 词 是 “同性 恋 者 ”的 委 娆 说法。 这 种 腾 断 是 假定 同性 恋 者 容 
易 遭 到 敲诈 而 泄漏 国家 机 密 。 然 而 ， 现 实 中 能 找到 这 种 假定 的 最 好 例 
子 ， 还 得 追溯 到 第 一 次 世界 大 战 之 前 奥地利 情报 机 构 的 一 位 头目 ， 而 且 
这 个 故事 的 真实 性 还 一 直 存 疑 。_121 

美国 政府 对 同性 恋 的 做 法 影响 到 了 英国 政府 。1951 年 ， 美 国 国务 院 
开始 建议 英国 外 交 部 注意 政府 里 面 的 “同性 恋 问 题 ”， 后 来 施 压 英国 政府 
更 多 地 关注 可 能 由 同性 恋 引起 的 安全 问题 。_L1] 

阿兰 :图 灵 的 择业 自由 因此 变 得 很 狭窄 。 政 府 最 高 机 密 的 工作 ， 例 如 
战 时 图 灵 从 事 的 工作 ， 是 绝 不 可 能 了 ， 图 灵 也 不 可 能 再 一 次 去 美国 。 
1952 年 的 一 部 美国 法 律 禁 止 “ 患 有 精神 错乱 人 格 的 外 国人 ”入 境 ， 暗 指 的 
就 是 同性 恋 。_[141] 

所 有 的 这 些 足 以 导致 图 灵 上 自杀 吗 ? 我 们 不 清楚 。 

在 英国 的 大 街 小 埠 以 及 政府 部 门 ， 同 性 恋 者 的 生活 变 得 愈 发 艰难 。 
当 约 得 : 诡 特 - 鲍 尔 锅 士 1953 年 被 任命 为 伦敦 大 都 市 警察 局 局 长 时 ， 他 发 
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的 纵容 态度 ， 打 算 让 徘 犯 * 像 过 去 一 样 直接 航 送 回 监狱 里 ”。1953 年 年 末 
到 1954 年 年 初 ， 报 纸 的 头条 都 是 在 宣传 某 些 男性 被 告发 的 消息 。 二 1 

古 不 是 图 灵 与 菜 位 男性 发 生 了 新 的 关系 ， 那 人 反 过 来 威胁 融 诈 图 
灵 ? 


或 者 如 他 母亲 所 说 ， 图 灵 的 自杀 纯 属意 外 ? 

关于 图 灵 这 一 时 期 的 精神 状态 ， 一 个 有 说 服 力 的 解释 葛 来 自 于 小 说 

而 不 是 历史 文献 或 者 目 传 资料 ， 这 说 明 我 们 对 这 段 史实 的 无 知 。 小 说 家 
珍 娜 : 列 文 〈 也 是 巴 纳 德 大 学 的 天 文 和 物理 教授 ) 描绘 了 这 个 受到 难 言 

AFRA: 


他 并 不 知道 该 如 何 表达 甚至 感受 他 受到 的 屈辱 。 这 种 屈辱 
像 一 个 损坏 的 部 件 在 他 的 身体 里 震荡 着 ， 喉 唆 不 休 ， 瓦 解 摧残 
着 他 的 骨架 。 这 种 屈辱 感 不 能 得 到 平息 ， 也 不 能 在 内 心 深 处 沉 
淀 ， 那 样 的 话 ， 即 使 痛苦 会 化 脓 ， 但 至 少 这 种 屈辱 感 会 被 隔离 
在 内 心 深 处 ， 甚 至 可 能 治愈 。 他 的 心理 分 析 医 生 即 便 能 帮 他 减 
轻 这 种 痛苦 ， 但 若 没 有 一 段 长 久 的 时 间 持 续 为 他 轻 抚 打磨 伤 
口 ， 这 种 痛苦 的 感觉 可 能 会 激烈 地 爆发 。 这 种 届 导 就 是 不 能 深 
HER. Del 


我 们 不 知道 1954 年 6 月 7 日 的 晚上 发 生 了 什么 不 一 样 的 故事 。 我 们 也 
不 知道 是 什么 驱使 图 灵 在 睡觉 前 ， 将 每 晚 都 要 吃 的 苹果 丁 上 了 气 化 物 。 
第 二 天 早晨 ， 图 灵 被 发 现 已 经 过 世 ， 年 仅 41 岁 。 
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的 休假 时 间 ， 来 到 坐落 于 纽约 州 波 基 普 西 市 的 BM 研 究 实验 室 ， 操 作 当 
时 最 先进 的 IBM 704 计 算 机 。 他 在 IBM 的 打 孔 卡片 上 编码 了 几乎 半 个 世 
纪 前 由 阿尔 弗 雷 德 . 诡 斯 :怀特 海 和 伯 特 兰 . 罗 素 合 蓝 的 巨 理 《数学 原理 》 

中 的 定理 。 例 如 ， 定 理 *11.26 在 《数学 原理 》 中 的 符号 表示 是 : 
11 - 26.: (Ax): (y).9(x, y) :>: (y) : Gx).0(x, y) 


王 浩 在 打 孔 卡片 上 ， 将 它 写 成 : 

11*26/EXAYGXY-AYEXGXY 

他 还 写 了 三 个 程序 来 读 取 这 些 卡 片 的 内 容 ， 并 且 通 过 应 用 各 种 等 式 
和 将 这 些 陈述 转换 成 公理 的 推理 规则 来 证 明 被 编码 的 定理 。 这 些 程 序 的 
大 部 分 时 间 都 用 在 读 取 卡片 内 容 和 打印 证 明 步 又 的 机 械 过 程 上 。 据 他 佑 
计 ， 证 明 《 数 学 原理 》 第 *1 章 到 第 *5 章 的 220 条 定理 的 实际 处 理 时 间 不 
超过 三 分 钟 。 他 后 来 提出 的 第 三 个 程序 改进 版 本 能 在 大 约 四 分 钟 内 证 明 
第 *9 章 到 第 *13 章 的 158 条 定理 。_LLL 

王 浩 的 程序 并 不 是 使 用 计算 机 进行 定理 证 明 的 首次 尝试 。 上 211954 
年 ， 马 丁 : 戴 维 斯 束 使 用 普林斯顿 高 等 研究 院 建造 的 计算 机 ， 编 写 了 一 
个 简单 的 、 只 包含 加 法 的 Presburger 算 术 程 序 。 这 是 目前 已 知 的 第 一 个 
由 计算 机 给 出 的 数学 证 明 。 戴 维 斯 的 这 个 程序 证 明了 ， 两 个 偶数 的 和 仍 
然 是 一 个 个 数 。 也 下. 

1957 年 ， 艾 伦 . 纽 丘 尔 、 约 翰 : 肖 和 赫 伯 特 : 西 蒙 发 表 了 由 他 们 编写 的 
称 为 “逻辑 理论 机 堪 ” 的 程序 运行 结果 ， 它 是 为 兰 德 公 司 制造 的 
JOHNNIAC 计 算 机 编写 的 ， 这 人 台 计 算 机 的 命名 是 为 了 纪念 约翰 : 汉 : 诡 依 
&. [4] 他 们 也 使 用 《数学 原理 》 作 为 定理 的 来 源 。 相 对 于 数学 逻辑 ， 
他 们 对 人 工 智 能 更 感 兴趣 ， 因 此 编写 程序 来 模拟 人 证 明定 理 时 采用 的 方 
法 (他 们 称 之 为 “启发 式 ” 的 方法 ) 。 王 浩 后 来 探索 的 是 一 种 更 加 算法 化 
的 方法 ， 它 的 效率 更 高 ， 成 功率 也 更 高 。 

逻辑 理论 机 器 的 结果 是 以 信件 形式 通知 伯 特 兰 :罗素 的 ， 据 说 他 回复 
道 :“ 得 知 《 数 学 原理 》 现 在 可 以 采取 机 械 方式 来 完成 ， 我 很 高 兴 。 要 
是 我 和 怀特 海 早 知道 能 这 么 做 ， 就 不 用 浪费 十 年 的 时 间 来 手工 完成 
Js "Pul 

《数学 原理 》 有 三 卷 ， 约 2000 页 ， 在 数学 和 逻辑 领域 都 是 了 不 起 的 
成 就 。 在 现代 文库 列举 的 20 世 纪 一 百 部 最 佳 非 小 说 类 著作 中 ，《 数 学 原 
理 》 名 列 第 23。-[61 然而 ， 极 少 有 人 真 的 能 够 下 决心 阅读 这 本 书 。 斯 带 
芬 . 殉 莱 尼 是 阿 隆 佐 : 邢 奇 的 学 生 ， 后 来 撰写 了 《数学 概论 》 (19525 和 
《数理 逻辑 》 (1967) ， 他 坦言 自己 从 来 没有 读 过 《数学 原理 》。-L2] 
































在 那些 自 1913 年 来 在 数理 逻辑 领域 做 出 页 献 的 人 中 ， 像 他 这 样 的 人 可 能 
占 大 多 数 。 


《数学 原理 》 的 引言 只 陈述 了 一 个 目标 ， 那 就 是 “完整 地 列举 出 数学 
推理 的 所 有 方法 和 步骤 >”， 这 就 是 我 们 所 熟悉 的 称 为 逻辑 主义 的 纲领 
(也 是 一 种 数学 哲学 ) ， 逻 辑 主义 是 指 把 逻辑 作为 数学 其 他 部 分 的 基 
础 。 为 了 实现 这 个 目标 ， 怀 特 海 和 罗素 采用 了 一 整套 的 集合 理论 和 逮 辑 
工具 ， 他 们 有 意 限 定数 学 技巧 的 做 法 在 当时 看 起 来 是 很 殉 诞 的 。 

大 卫 : 希 尔 伯 特 却 不 这 么 认为 ， 他 将 称 为 形式 主义 的 数学 哲学 更 紧密 
地 联系 在 一 起 。 形 式 主 义 着 重 公 理化 理论 ， 特 别 是 在 希 尔 伯 特 的 纲领 
中 ， 它 更 多 地 强调 了 诸如 一 致 性 、 稳 定性 、 完 备 性 和 可 判定 性 的 概念 。 

大 卫 : 希 尔 伯 特 把 《数学 原理 》 的 逻辑 分 解 成 一 个 个 扩展 的 子 集 ， 并 
且 每 个 子 集 都 可 以 单独 拿 来 研究 。 他 这 样 做 一 方面 是 为 了 教学 ， 另 一 方 
面 也 是 为 了 便于 分 析 。1917 年 冬天 至 1918 年 ， 他 在 哥 廷 根 以 这 种 方法 为 
基础 教授 了 一 门 课程 。1928 年 ， 大 卫 : 希 尔 伯 特 和 威廉 : 阿 克 曼 基于 该 方 
法 ， 合 车 了 一 本 120 页 的 书 《 数 理 逻 辑 原理 》， 这 本 书 通 常 称 为 《 希 尔 
伯 特 和 阿 元 曼 》， 它 也 是 图 灵 论 文 的 重点 一 一 判定 性 问题 的 来 源 。 

图 灵 在 论文 中 明确 指出 ， 他 参考 了 《数理 逻辑 原理 》 和 《数学 基 
础 》。 后 者 是 大 卫 : 希 尔 伯 特 与 保罗 : 贝 妹 斯 合 著 的 ， 该 书 的 第 一 卷 于 
1934 年 在 柏林 出 版 ， 以 《 希 尔 伯 特 和 贝 奈 斯 》 著 称 。〔 该 书 的 第 二 卷 在 
1939 年 图 灵 的 论文 发 表 之 后 才 出 版 ) 。 

阅读 图 灵 论 文 的 下 一 部 分 需要 对 和 希 尔 伯 特 和 阿 殉 曼 发 展 的 数理 逻辑 
理论 有 一 定 的 了 解 。 在 接 下 来 对 该 逻辑 的 概述 中 ， 我 将 采用 图 灵 使 用 的 
记号 ， 这 与 《和 希 尔 伯 特 和 阿 殉 受 》 中 所 使 用 的 记号 很 相似 。 我 还 将 模仿 
把 这 个 逻辑 作为 特征 的 扩展 子 集 的 方法 ， 这 种 方法 已 经 成 为 了 一 个 标准 
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恩德 滕 和 许多 其 他 数学 家 关于 数理 逻辑 的 教科 书 中 都 可 以 看 到 。 

首先 ， 我 要 介绍 《和 希 尔 伯 特 和 阿 殉 受 》 中 称 作 Ausssagenkalkul 的 概 
念 ， 扎 后 来 翻译 成 句子 演算 ， 不 过 现在 更 多 地 称 之 为 售 题 演算 或 命题 
逻辑 。 

然后 ， 我 会 把 这 一 逻辑 推广 到 《 希 尔 伯 特 和 阿 元 曼 》 中 所 称 的 engere 
Funktionenkalkul 〈 受 限 的 函数 演算 ) 。 在 那 本 书 的 第 二 版 《出 版 于 1938 
年 ) 中 ， 它 更 名 为 engere Pradilatenkalkul 〈 受 限 的 谓词 演算 ) ， 现 在 更 
多 地 称 之 为 一 阶 逻 辑 、 一 阶 谓 词 逻 辑 或 一 阶 谓 词 演 算 。 介 绍 完 一 些 概 
念 后 ， 我 就 可 以 介绍 一 阶 逻 辑 和 二 阶 逻 辑 的 区 别 了 。《 希 尔 伯 特 和 阿 元 
曼 》 最 初 把 二 阶 逻 辑 叫 做 erweiterte Funktionenkalkiil， 后 来 称 之 为 
erweiterte Prádikatenkalkül (扩展 的 谓词 演算 ) 。 















































命题 (句子) 逻辑 处 理 所 有 具有 真 值 的 陈述 命题 ， 也 就 是 说 ， 我 们 
可 以 判定 这 些 命题 的 真 假 。 例 如 下 面 的 命题 : 

今天 是 星期 三 。 

7 是 一 个 素数 。 

RIE F Na 
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10 是 完全 平方 数 。 

其 中 ， 一些 为 真 ， 一些 为 假 ， 还 有 一 些 可 能 对 于 我 而 言 是 真 ， 对 于 
你 而 言 则 是 假 的 。 (不 要 和 争论! ) 在 命题 逻辑 中 ， 每 个 命题 都 有 一 致 的 
真 值 ， 没 有 模棱两可 。 并 且 ， 如 果 我 们 不 那么 自称 自己 很 擅长 分 析 除 了 
数学 命题 之 外 的 任意 其 他 命题 ， 困 惑 就 会 越 少 。 

在 命题 逻辑 中 ， 通 常 使 用 和 斜体 大 写字 母 表示 语句 。 字 母 表 中 前 面 的 
字母 ， 如 A、B、C 等 ， 通 常 代表 有 固定 真 值 的 特定 命题 ， 而 后 面 的 字 
母 ， 如 X、Y、2Z 等 ， 用 来 表示 变量 命题 。 

我 们 可 以 使 用 某 些 连接 词 把 单个 命题 组 合成 更 复杂 的 命题 。 

第 一 个 这 样 的 连接 词 用 一 个 小 写字 母 v 表 示 ， 它 出 自 拉 丁 语 单词 
vel， 意 思 是 “或 >。 特别 地 ，“ 或 ”又 可 分 为 “与 或 ?和 与 之 相对 的 “ 异 
a” (拉丁 语 aut) 。 当 X 或 Y 中 的 任意 一 个 为 真 ， 或 两 个 均 为 真 时 ， 命 


jel: 



































XvY 
为 真 。 如 下 的 真 值 表 可 以 帮助 展示 X 和 Y 真 值 的 不 同 组 合 情 况 。 








在 不 会 产生 混 清 的 情况 下 ， 人 允许 省 略 符 写 v。 公 式 XY 等 价 于 XvVY。 





注意 ， 我 没有 使 用 把 两 个 公式 写 在 同一 行 并 用 等 写 连接 的 方法 来 表 
示 这 种 等 价 关 系 。 命 题 沉 算 语言 不 包含 等 号 ， 全 少 在 《和 希 尔 伯 特 和 阿 死 
曼 》 制 定 的 命题 计算 中 是 不 包含 的 。 

我 们 说 一 个 命题 等 价 于 为 一 个 命题 ， 指 的 是 当 组 成 它们 的 命题 有 相 
同 的 对 应 真 值 时 这 两 个 命题 也 有 相同 的 真 值 。 我 们 使 用 人 类 语言 或 者 称 
为 元 语言 来 表达 这 种 等 价 关 系 ， 准 确 地 区 分 馆 辑 语言 和 元 语言 可 以 避免 








IRR. 

《 希 尔 伯 特 和 阿 元 曼 》 使 用 元 语言 缩写 aq.〈 表 示 德 语 中 的 
üquivalent) 或 eq.( 表 示 英 语 的 equivalent〉 表示 等 价 : 

XvYeq. XY 

记 住 ， 这 个 缩写 不 是 命题 逻辑 语言 的 一 部 分 ， 严 格 意义 上 只 是 为 了 
方便 才 使 用 它 。 

“与 ”的 概念 用 符号 区 表示 。 公 式 

X&Y 
为 真 当 且 仅 当 X 和 Y 同 时 为 真 ， 其 真 值 表 如 下 。 














“与 ?运算 常 称 为 合 取 (conjuction) ， 这 一 称呼 源 于 and 一 词 的 语法 作 
用 。 据 此 , “或 ?运算 常 称 为 析 取 〈disjuncton ) ， 这 是 人 们 不 大 熟悉 的 


pP 
很 明显 ， 从 真 值 表 可 以 得 到 如 下 的 结论 : 
XvXeq. X 
X & X eq. X 
你 还 可 以 在 一 个 复合 命题 中 同时 使 用 这 两 个 连接 符 。 在 这 种 情况 
下 ， 先 计算 v 的 值 ， 再 计算 & 的 值 。 你 可 以 使 用 括号 来 改变 运算 顺序 ， 
也 可 以 只 是 为 了 清晰 起 见 而 使 用 括号 。 
X&YvZeq. X &(Y v Z) 
这 两 个 命题 都 不 等 价 于 : 
(X & Y) vZ 


例如 ， 当 X 为 假 ，Y 为 真 ，2Z 为 真 时 ， 前 两 个 命题 都 为 假 ， 而 最 后 的 
命题 却 为 真 。 

我 就 不 唆 唆 不 休 地 介绍 那些 确保 括号 总 是 正确 配对 ， 以 及 连接 词 应 
出 现在 正确 位 置 的 各 种 各 样 的 规则 了 。 这 些 规 则 有 助 于 合式 公式 〈well- 
formed formula， 或 称 为 wff， 发 音 是 woofs) 这 一 概念 的 形成 。true、 
false、T 和 FF 都 不 是 命题 逻辑 词汇 表 中 的 单词 ， 但 是 为 了 方便 ， 你 可 以 使 
用 它们 来 代替 命题 字母 。 可 以 用 T 表 示 一 个 恒 为 真 的 命题 ， 使 用 F 表 示 一 


























个 恒 为 假 的 命题 。 从 现在 开始 ， 我 也 会 在 真 值 表 里 使 用 T 和 F。 

从 真 值 表 很 容易 得 到 下 面 的 等 价 关 系 : 

XvTeq. T 
XvFeq.X 
X &Teq. X 
X&Feq.F 
很 明显 ， 从 真 值 表 中 也 可 以 看 出 下 面 两 种 运算 满足 交换 律 : 
XvYeq.YvX 
X & Y eq. Y & X 
下 面 两 种 运算 满足 结合 律 : 
X v(Yv Z) eq. (X v Y) vZ 
X & (Y & Z) eq. (X & Y) &Z 
下 面 两 种 运算 满足 分 配 律 : 
X v (Y & Z) eq. (X v Y) & (X v Z) 
X & (Y v Z) eq. (X & Y) v (X & Z) 

如 果 把 真 值 表 中 的 F 蔡 换 为 0， 把 T 蔡 换 成 1， 可 以 看 出 ， 合 取 运 算 其 
实 等 价 于 两 个 一 位 二 进 制 数 的 乘积 ， 相 应 地 ， 析 取 与 加 法 相似 。 因 此 ， 
有 时 把 合 取 称 为 “逻辑 乘 >， 把 析 取 称 为 “逻辑 加 ”。 然 而 ， 使 用 这 些 术 语 
会 导致 不 一 致 ， 因 此 不 建议 使 用 它们 。 

合 取 和 析 取 都 是 二 元 运算 。 唯 一 的 一 元 运算 称 为 “ 非 ” 或 “ 否 ”， 使 用 
类 似 减 号 的 一 划 来 表示 它 : 











《 希 尔 伯 特 和 阿 克 曼 》 通 过 在 字母 或 表达 式 的 上 方 加 一 个 横 线 表 
示 “ 非 ?> 运算， 图 灵 的 标注 与 他 们 的 不 同 。 人 否定 总 是 被 最 先 计 算 ， 并 且 人 否 
定 的 符号 只 作用 于 紧 随 其 后 的 符号 。 两 个 否定 会 抵 销 : 
--X eq. X 
下 面 是 两 个 非常 基本 的 等 价 关 系 : 
Xv-Xeq. T 
X &-Xeq. F 
两 个 最 基本 的 、 同 样 也 是 最 有 趣 的 逻辑 关系 把 合 取 、 析 取 与 否定 结 
合 了 起 来 。 和 它们 以 19 世 纪 的 数学 家 奥 古 斯 都 . 德 .摩根 (1806—1871) 的 








名 字 命 名 ， 叫 做 德 :摩根 定律 ， 尽 管 这 个 基本 概念 在 很 早 之 前 已 经 为 亚 
里 士 多 德 所 了 解 。 
- (X v Y) eq. -X & -Y 
- (X & Y) eq. -X v -Y 
用 通俗 的 语言 来 表达 这 些 等 式 ， 其 含义 是 显而易见 的 。 例 如 ,， “现在 
没有 下 雨 或 下 雪 ” 可 以 表示 成 可 (Xv 名， 它 的 意思 是 “现在 没有 下 雨 ， 也 
没有 下 雪 ”， 后 者 可 以 表示 成 -X & -了 Y。 如 果 有 人 告诉 我 : “你 当然 不 是 既 
富 又 是 的 人 。” 也 就 是 - (X & 让， 我 可 以 得 出 如 下 的 结论 :“ 我 想 ， 我 要 
么 贫穷 或 者 丑陋 ， 要 么 既 贫 穷 义 丑陋 吧 ......” 这 也 就 是 -XV -Y. 
注意 ， 可 以 把 德 :摩根 定律 里 的 否定 符号 都 写 在 一 边 ， 于 是 它们 可 以 
转换 成 : 

















X vY eq. - (-X & -Y) 
X & Y eq. - (-X v -Y) 
在 “与 "和 “或 ”运算 的 真 值 表 中 ， 将 “ 真 ”部 变 成 “ 假 ”"，“ 假 ”都 变 
成 < 真 "， 可 以 得 到 相反 运算 的 真 值 表 。 我 们 把 它 称 为 “对 侦 原 理 *”， 这 同 
样 也 适用 于 复 淋 的 命题 。 例 如 ， 














X & -YvZ 
对 所 有 的 符号 都 变 成 其 相应 的 否定 形式 ， 然 后 交换 & 和 v 〈 原 有 隐 含 
需要 加 括号 的 地 方 要 记得 加 括号 ) ， 得 到 的 新 命题 就 是 原来 命题 的 否定 
形式 : 
-X v (Y & -Z) 
如 果 你 想 证 明 这 两 个 命题 确实 是 彼此 否定 的 ， 那 么 可 以 构造 下 面 的 
真 值 表 来 测试 所 有 的 值 。 





最 后 两 列 的 值 完 全 相反 ， 因 此 ， 
X & -YvZeq.- (-X v (Y & -Z) 
没有 专门 的 “ 异 或 ”运算 符 ， 但 是 可 以 采用 下 面 的 公式 实现 这 个 运 








X v Y) & - (X & Y) 





( 
从 下 面 的 真 值 表 可 以 看 出 这 个 命题 的 工作 原理 。 


AVV KEY 
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除了 X 和 Y 均 为 真 的 情况 ，“ 异 或 ”与 一 般 的 析 取 运算 类 似 。 
如 果 把 德 :摩根 定律 应 用 到 “ 肛 或 ”的 后 半 个 表达 式 上 ， 可 以 得 到 
(X v Y) & (-X v -Y) 

你 可 能 更 喜欢 这 种 对 称 的 表达 形式 。 

计算 机 电路 使 用 异 或 运算 计算 两 个 二 进 制 数位 的 加 法 ， 并 使 用 合 取 
运算 计算 进位 。-8J 

第 三 个 二 元 运算 有 点 理 手 ， 它 称 为 缆 涵 ， 你 可 以 把 X > YET XZ2 if 
VM AXA, MYNE”. MERET, (RANGES SIDES EINE 
值 表 时 ， 会 产生 “这 里 有 点 儿 错 ”的 反应 。 














前 两 条 看 上 去 很 奇怪 。 如 果 X 为 假 ， 为 什么 无 论 Y 的 值 是 真是 





o X- 了 Y 的 值 都 为 真 呢 ? 一 种 理解 的 方法 是 ， 首 先 假 设 X- ,了 为 真 。 如 
RX 了 为 真 ， 并 且 X 为 真 ， 那 么 7 一 定 为 真 。 然 而 ， 如 果 X 的 值 不 为 真 ， 
那么 讨论 Y 的 值 有 什么 意义 昵 ?一 点 意义 都 没有 。Y 可 以 是 任意 值 。 这 就 
是 为 什么 X 为 假 的 时 候 ， 无 论 Y 的 值 为 何 ，X-Y 都 为 真 的 原因 。 








看 看 这 个 命题 “如 果 天 下 雨 ， 那 么 水 汽 凝 结 。” 如 果 天 在 下 雨 ， 那 
么 这 个 命题 为 真 ， 如果 天 没有 下 雨 ， 这 个 命题 也 为 真 。 该 命题 只 有 在 天 
下 雨 ， 而 水 汽 义 没有 凝结 的 时 候 才 为 假 。 

数理 逻辑 中 经 第 用 到 缠 涵 式 。 通 常情 况 下 ， 强 涵 符 号 的 左边 是 我 们 
己 知 为 真 的 一 个 公式 。 因 此 ， 如 采 我 们 接 下 来 能 够 证 明 命题 本 号 为 真 ， 
就 可 以 推断 经 涵 符 号 右边 的 公式 为 真 。 

强 涵 不 满足 交换 律 和 结合 律 。 然 而 ， 

Xo Y eq. -Yo-X 

我 们 称 第 二 个 命题 为 反 命 题 。 如 果 天 在 下 雨 ， 那 么 我 会 打 伞 。 如 采 

我 没有 打 伞 ， 那 么 肯定 没有 下 雨 。 列 涵 和 析 取 之 间 有 一 个 简单 的 关系 : 
X > Yeq.-Xv Y 

PAYA, WAKA, RAYA, MAX = Y 为 真 。 同 样 ， 也 可 
以 使 用 合 取 运算 来 表示 纺 涵 : 

X 5 Yeq. - (X & -Y) 

如 果 强 涵 符 写 的 左边 是 任意 多 个 命题 的 合 取 式 ， 那 么 这 些 命题 中 的 
任何 一 个 都 可 以 放 在 强 涵 符号 的 右边 : 

X&Yox 
X&Y- Y 

(AIAR EE FIR ORE CBS A”) 运算 ， 

并 且 用 一 个 波浪 号 表示 : 























X~Y 为 真 ， 当 且 仅 当 X 和 TY 的 真 值 相同 。 图 灵 在 其 论文 中 没有 使 用 这 





个 双 条 件 运 算 。 然 而 ， 它 等 价 于 两 个 方 同 相反 的 强 涵 式 的 合 取 式 ， 这 一 
结论 是 有 意义 的 。 
X ^ Y eq. (X Y)&(Y > X) 


如 果 你 认可 这 样 的 等 价 关 系 是 有 意义 的 ， 那 么 只 有 当 T-T 为 真 〈 我 
们 都 认可 ) 并 且 F -了 也 为 真 〈 这 个 未 确定 ) 时 它 才 能 起 作用 。 同 样 ， 
TF 和 FT 的 真 值 必须 相反 。 我 们 都 同意 TF 必然 为 假 ， 这 也 意味 着 
FT 必须 为 真 。 这 证 实 了 强 涵 运算 的 真 值 表 的 正确 性 。 








假设 我 给 出 如 下 的 命题 : 


XvYv(-X &-Y) 
你 能 告诉 我 什么 ? 为 真 还 是 为 假 ? 你 可 能 会 拒绝 说 ， 除 非 你 知道 X 和 
Y 的 值 ， 人 否则 判定 不 了 这 个 命题 的 真 假 。 接 着 ， 我 会 建议 你 建立 一 个 真 
值 表 来 检测 所 有 X 和 Y 的 值 的 组 合 。 这 个 表 如 下 : 


[X |v | —XvYvx&ey ——— — — 
| 
EGGS GEMMAM QEENNMEMNANN 
RENDER UU 
NEUEN 





O 
无 论 X 和 Y 各 自 什么 取 值 ， 这 个 命题 总 为 真 。 我 们 把 这 样 的 命题 叫做 
重 言 式 ， 或 者 说 它 是 永 真 的 。 永 真 命 厦 在 数理 逻辑 中 很 受 欢迎 ， 因 为 无 
论 单个 命题 的 真 值 为 何 ， 它 们 的 值 总 为 真 。 
我 们 来 看 看 另 一 类 命题 


这 个 命题 永 不 为 真 ， 这 类 命题 叫做 矛盾 式 。 重 言 式 的 否定 就 是 矛盾 
式 ， 而 矛盾 式 的 否定 就 是 重 言 式 。 
下 面 是 第 三 个 例子 ， 


; 
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这 个 命题 的 值 随 着 X 和 Y 真 值 的 变化 ， 有 时 为 真 ， 有 时 为 假 。 我 们 称 
这 类 命题 为 可 满足 式 ， 指 在 原子 命题 真 值 的 某 种 组 合 情 况 下 ， 这 类 命题 
的 真 值 可 以 为 真 。 

永 真 命题 〈 重 言 式 ) 也 被 认为 是 可 满足 的 。 一 个 命题 永 真 当 且 仅 当 
这 个 命题 的 否定 是 不 可 满足 的 。 

对 任意 一 个 命题 ， 我 们 都 可 以 使 用 真 值 表 来 判断 它 是 重 言 式 、 了 矛盾 
式 或 者 只 是 可 满足 式 。 求 真 值 表 的 过 程 是 机 械 的 ， 它 不 需要 任何 特别 的 
灵感 、 洞 察 力 或 直觉 。 如 果 你 是 一 个 计算 机 程序 员 ， 很 容易 就 可 以 想到 
编写 一 段 程 序 ， 读 取 命 题 逻辑 中 的 一 个 命题 ， 计 算 它 ， 然 后 输出 词 
语 “ 重 言 式 ”"“ 了 矛盾 式 ?” 或 * 可 满足 式 ”。 

基于 这 一 原因 ， 我 们 说 命题 演算 中 的 命题 是 可 判定 的 。 存 在 这 样 的 
一 个 判定 步骤 ， 来 判定 命题 逻辑 的 任 一 命题 的 正确 性 或 可 满足 性 。 

换 名 话说， 命题 演算 的 判定 性 问题 已 经 解决 了 ， 今 天 我 们 都 可 以 早 
点 结束 工作 回 家 休息 了 。 

但 这 并 不 能 说 明 ， 真 值 表 总 是 可 行 的 。 假 设 一 个 命题 中 包含 100 个 命 
题 变 量 ， 真 值 表 的 行 数 就 长 达 2100， 也 就 是 
1267650600228229401496703205376， 约 1030， 这 是 一 个 非常 大 的 数 。 
即使 使 用 未 来 处 理 一 行 仅 需 一 纳 秒 〈 一 秒 的 十 亿 分 之 一 ， 也 即 光 传播 约 
一 英尺 所 需 的 时 间 ) 的 计算 机 ， 处 理 整 个 真 值 表 的 时 间 也 将 长 达 38 万 亿 
年 ， 大 约 相 当 于 宇宙 当前 年 龄 的 3000 倍 。 

有 一 个 好 消息 : 如 果 你 把 命题 限制 到 55 个 命题 变量 ， 仍 然 做 到 一 纳 
秒 处 理 一 行 ， 那 么 整个 处 理 过 程 只 需 一 年 的 时 间 。 每 增加 一 个 新 的 变量 
都 会 让 处 理 时 间 加 倍 。 在 可 计算 性 和 复杂 性 理论 中 ， 处 理 真 值 表 的 计算 
时 间 是 指数 级 的 ， 因 为 它 与 问题 大 小 成 指数 相关 。 

由 于 这 些 原 因 ， 在 判定 命题 逻辑 中 命题 真 假 时 ， 解 法 比 真 值 表 更 有 
价值 。 这 些 技术 通常 包括 把 命题 表示 成 范式 ， 这 些 范 式 可 以 是 若干 个 变 
元 构成 的 析 取 项 的 合 取 ， 或 者 是 若干 个 变 元 构成 的 合 取 项 的 析 取 。 

这 就 结束 了 我 对 于 命题 逻辑 的 匆匆 的 概述 。 我 们 必须 继续 讨论 下 
去 ， 因 为 命题 逻辑 对 于 许多 目的 而 言 还 不 够 充分 。 它 的 最 大 问题 就 是 ， 
我 们 一 直 在 处 理 整 句 的 陈述 命题 ， 而 不 能 把 不 同 命题 的 本 质 联 系 起 来 。 
命题 逻辑 不 能 成 功 地 分 析 亚 里 士 多 德 的 三 段 论 〈“ 所 有 的 人 都 是 凡人 ; 
苏 格 拉 底 是 一 个 人 ; 因此 ......”) 和 刘易斯 . 卡 罗 尔 设想 的 简单 的 连锁 推 
理 (“ 爱 吃 鱼 的 猫 都 是 可 驯 的 ， 没 有 尾巴 的 猫 都 不 和 大 猩猩 一 起 玩 ， 有 
胡须 的 猫 都 爱 吃 鱼 ;， 不 可 训 的 猫 都 是 绿 眼睛 的 ， 有 胡须 的 猫 才 有 尾巴 ; 
Eb IS. 

通过 引入 命题 函数 或 谓词 〈 图 灵 喜 欢 使 用 前 者 ， 如 今后 者 更 流行 ， 
































我 将 交 蔡 使 用 这 两 个 术语 ) ， 可 以 使 逻辑 的 力量 更 加 强大 。 谓 词 这 个 术 
语 出 目 于 语法 ， 从 语法 的 角度 看 ， 可 以 把 一 个 句子 分 成 主语 和 谓语 。 例 
如 ， 在 “警察 说 出 了 大 实话 ”这 句 话 中 ， 主 语 是 “警察 ”， 谓 语 是 “说 出 了 
大 实话 ”。 

引入 谓词 是 将 命题 逻辑 转化 为 一 阶 谓词 逻辑 的 第 一 步 。 无 论 我 们 何 
时 使 用 谓词 ， 都 是 想 把 目 己 限制 在 一 个 特定 的 域 或 总 体 中 。 在 现实 生活 
中 ， 这 个 域 通常 是 指 目 然 数 ， 把 其 中 的 个 体 作 为 谓词 的 参数 。 

E (an MAPA eS) P CR REM PH) ， 谓 词 看 起 来 很 像 
函数 ， 但 它 的 取 值 只 有 真 和 假 。 我 喜欢 用 整个 单词 或 多 个 单词 来 命名 谓 
词 ， 比 如 IsPrime。 谓 词 IsPrime 的 域 是 由 自然 数组 成 的 ， 因 此 IsPrime(7) 
的 值 为 真 ，IsPrime(9) 的 值 为 假 。 可 以 用 小 写字 母 表 示 这 个 域 中 的 个 
体 ， 作 为 变量 使 用 ， 如 IsPrime(x)。 

谓词 可 以 包含 多 个 参数 。 假 设 现在 的 域 是 由 你 的 朋友 组 成 的 ， 他 们 
每 个 人 都 有 独一无二 的 名 字 。 当 某 x 爱 上 某 y， 谓 词 Loves(x, y) 为 真 。 例 
如 ，Loves(Pat, Terry) 与 命题 “Pat 爱 上 Terry” 相 同 。 有 些 谓 词 中 的 参数 是 
可 以 交换 的 ， 不 过 这 个 命题 的 谓词 不 能 交换 ， 因 此 Loves(Pat, Terry) 和 
Loves(Terry, Pat) 不 同 。 

我 们 可 以 使 用 与 命题 多 辑 中 相同 的 连接 词 来 连接 谓词 。 如 采 他 们 彼 
此 相爱 ， 则 下 面 的 命题 : 

Loves(Pat, Terry) & Loves(Terry, Pat) 

为 真 。 如 果 他 们 的 感情 〈 无 论 是 什么 样 的 感情 ) 是 相互 的 ， 则 命题 
Loves(Pat, Terry) ~ Loves(Terry, Pat) 

为 真 。 


下 面 这 个 命题 又 是 什么 意思 呢 ? 
Loves(x, Pat) 
表达 的 意思 不 是 完全 清楚 。 如 果 这 个 命题 确实 有 某 种 含义 ， 我 们 可 
以 猜测 ， 它 表示 每 个 人 都 爱 Pat， 也 有 可 能 是 至 少 有 某 个 人 爱 Pat。 
为 了 避免 这 样 的 二 义 性 ， 我 们 必须 同时 引入 两 个 量词 (quantifier, 
图 灵 称 之 为 quantors) 。 第 一 个 是 全 称 量 词 ， 它 由 置 于 谓词 前 、 括 在 括 
号 里 的 变量 组 成 ， 形 式 如 下 : 
(x)Loves(x, Pat) 
Jar fite on TP D. in RUE PRG Do. EPa, W 
么 上 式 为 真 ， 也 就 是 每 个 人 都 爱 Pat 时 ， 命 题 为 真 。 如 果 Pat 爱 每 一 个 
大 二 好 约会 起 






































(x)Loves(Pat, x) 
为 真 。 我 们 经 名 使 用 符号 符 表 示 全 称 量词 ， 不 过 《和 希 尔 伯 特 和 阿 殉 


曼 》 以 及 图 灵 的 论文 中 都 没有 采用 这 种 记号 。 

第 二 种 量词 是 存在 量词 ， 可 以 翻译 为 “人 存在”。《 和 希 尔 伯 特 和 阿 殉 
曼 》 中 使 用 一 个 正规 的 字母 E 来 表示 存在 量词 ， 不 过 图 灵 更 喜欢 使 用 较 
为 常见 的 表示 方式 习 。 例 如 ， 

(-x)Loves(x, Terry) 

表示 “存在 这 样 的 一 个 x，x 爱 Terry”， 或 者 说 某 个 人 爱 Terry， 至 少 有 
一 个 这 样 的 人 ， 哪 怕 这 个 人 就 是 Terry。 

EME C 《项 尔 伯 特 和 阿 克 曼 》 中 称 作 “ 锋 义演 算 ”) 中 ， 量 词 
只 用 来 修饰 表示 域 中 个 体 的 变量 。 在 二 阶 逻 辑 〈 即 “广义 泪 算 ”) cB, E 
词 可 以 修饰 代表 命题 函数 的 变量 。 几 灵 的 论文 只 涉及 一 阶 和 逻辑 。 

如 果 我 们 处 理 的 是 一 个 有 限 总 体 ， 那 么 可 以 把 全 称 量词 表示 成 一 个 
合 取 式 ， 而 把 存在 量词 表示 成 一 个 析 取 式 。 例 如 ， 假 设 我 们 的 总 体 由 
Pat、Terry 和 Kim 组 成 ， 则 下 式 


(x)Loves(Kim, x) 
等 价 于 如 下 的 合 取 式 : 
Loves(Kim, Pat) & Loves(Kim, Terry) & Loves(Kim, Kim) 
所 有 的 个 体 谓 词 必 须 都 为 真 时 ， 整 个 命题 的 值 才 为 真 。 公 式 
(x)Loves(Kim, x) 












































Loves(Kim, Pat) v Loves(Kim, Terry) v Loves(Kim, Kim) 
只 要 其 中 的 一 个 谓词 为 真 ， 就 可 以 使 得 整个 命题 的 值 为 真 。 
回想 一 下 德 :摩根 定律 的 对 侦 性 ， 并 把 它 应 用 到 这 两 个 公式 中 ， 你 就 
会 发 现 ， 当 引入 人 否定 命题 时 ， 全 称 量词 和 存在 量词 彼此 可 以 相互 转换 ， 
你 不 必 对 此 过 分 恢 讶 。 例 如 ， 如 果 不 是 每 个 人 都 爱 Terry， 那 么 下 面 两 
个 等 价 的 公式 均 为 真 : 
- (x)Loves(x, Terry) eq. (4x)-Loves(x, Terry) 
如 果 没 有 人 爱 Terry， 则 下 面 的 两 个 公式 均 为 真 : 
(x) -Loves(x, Terry) eq. - (x) Loves(x, Terry) 











类 似 地 ， 
(x) Loves(x, Terry) eq. - (x) -Loves(x, Terry) 
右边 的 公式 可 以 解释 成 :“ 不 存在 有 人 不 爱 Terry 的 情况 。” 与 此 类 


( 刁 x) Loves(x, Terry) eq. - (x) -Loves(x, Terry) 
E 不 存在 没有 人 爱 Terry 的 情况 。 
美国 数学 家 查尔斯 : 桑 德 斯 皮尔 斯 (1839—1914) 在 研究 逻辑 量词 理 


论 的 时 候 ， 使 用 符号 (通常 与 求 和 相关 )〉 Rates, EAI OB 

常 与 求 乘 积 相关 ) 符号 表示 全 称 量词 。 这 些 表示 方法 进一步 强调 了 逻辑 
和 二 进 制 运算 之 间 的 联系 。 

由 于 这 些 公式 中 使 用 到 的 x 都 被 某 个 量词 修饰 ， 因 此 称 之 为 约束 变 

其 作用 相当 于 可 变 的 函数 参数 。 任 何不 是 全 称 量词 或 存在 量词 一 部 
的 变量 部 是 自由 变量 。 在 下 面 的 公式 中 ，x 是 约束 变量 ，y 是 自由 变 
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(x)Loves(x, y) 

只 要 不 与 其 他 的 变量 相 冲 突 ， 上 自由 变量 和 约束 变量 都 是 可 以 改变 

的 。 例 如 ， 我 们 可 以 把 先前 公式 中 的 x 改 成 z: 
(-z)Loves(, y) 

这 个 公式 与 之 前 的 公式 表达 完全 相同 的 意思 ， 但 是 ， 我 们 不 能 把 这 
个 约束 变量 变 成 y， 因 为 y 会 与 自由 变量 的 y 冲 突 ， 改 变 后 它 将 变 得 完 
不 同 。 

同一 个 公式 中 不 能 包含 两 个 命名 相同 的 约束 变量 和 自由 变量 。 我 们 
把 一 阶 逻 辑 中 不 包含 任何 自由 变量 的 公式 称 作 命题 。 使 用 “命题 ”一 词 来 
描述 包含 自由 变量 的 公式 是 不 恰当 的 。 

约束 变量 是 有 作用 范围 的 ， 通 常用 括 写 来 指示 。 在 下 面 的 命题 中 ，x 
受 约束 于 括号 中 的 整个 表达 式 范围 : 

(x)[Loves(x, Kim) & Loves(x, Pat)] 

注意 ， 这 里 使 用 的 是 方 括号 而 不 是 圆 括号 ， 只 是 为 了 使 得 整个 语句 

可 读 性 更 强 。 这 个 命题 的 意思 是 : 每 个 人 都 爱 Kim 和 Pat。 它 和 
(x)Loves(x, Kim) & (x) Loves(x, Pat) 

意思 相同 。 现 在 ， 这 两 个 约束 变量 相互 独立， 可 以 改变 其 中 一 个 的 
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(y) Loves(y, Kim) & (x) Loves(x, Pat) 
如 果 某 个 人 既 爱 Kim 又 爱 Pat， 那 么 命题 

(x) Loves(x, Kim) & Loves(x, Pat)] 
的 值 为 真 。 然 而 ， 如 果 把 这 两 个 谓词 分 开 ， 意 思 束 会 改变 。 

(4x) Loves(x, Kim) & (x) Loves(x, Pat) 
现在 ， 如 果 有 茶 个 人 爱 Kim， 并 且 有 某 个 人 爱 Pat， 则 命题 为 真 ， 这 
两 个 人 未 必 是 同一 个 人 。 
现在 把 前 面 几 个 公式 中 的 合 取 蔡 换 成 析 取 : 
(x) Loves(x, Kim) v Loves(x, Pat)] 

如 果 每 个 人 或 者 爱 Kim， 或 者 爱 Pat (或 者 既 爱 Kim 也 爱 Pat) ， 则 该 





命题 的 值 为 真 。 如 果 Terry 爱 Kim 但 不 爱 Pat， 或 者 Terry 爱 Pat 但 不 爱 
Kim， 命 题 也 均 为 真 。 把 两 个 请 词 分 开 以 后 ， 命 题 的 意思 会 及 生变 化 : 
(x) Loves(x, Kim) v (x) Loves(x, Pat) 
只 有 当 每 个 人 都 爱 Kim， 或 者 每 个 人 都 爱 Pat， 或 者 每 个 人 都 爱 这 两 
个 人 的 时 候 ， 命 题 才 为 真 。 
下 面 是 一 个 把 存在 量词 应 用 到 析 取 式 中 的 例子 : 
(-x)[ Loves(x, Kim) v Loves(x, Pat)] 
它 表 示 存 在 某 个 人 爱 Kim， 或 爱 Pat， 或 者 同时 爱 这 两 个 人 。 把 这 两 
个 谓词 分 开 后 ， 命 题 的 意思 保持 不 变 : 
(4x)Loves(x, Kim) v (4x) Loves(x, Pat) 
下 面 两 个 基本 的 关系 适用 于 所 有 的 命题 函数 。 在 这 两 个 例子 中 ，A 是 
谓词 ，a 是 定义 域 中 的 一 个 元 素 。 第 一 个 关系 是 : 
Ax) ^ Ala) 
如 果 这 个 谓词 对 定义 域 中 的 所 有 元 素 都 为 真 ， 那 么 它 对 任意 个 体 的 
值 均 为 真 。 第 二 个 关系 如 下 : 
A(a) ^ Cdx)AQ) 
几 个 量词 可 以 一 起 使 用 。 例 如 ， 














(4x)(y)Loves(x, y) 
它 表 达 的 意思 与 把 量词 按 如 下 方法 组 织 在 一 起 所 表达 的 意思 相同 : 
(4x)L(y)Loves(x, y)] 


如 果 存 在 某 个 人 爱 所 有 的 人 ， 则 该 命题 为 真 。 改 变量 词 的 顺序 ， 表 
达 的 意思 就 不 大 一 样 了 : 

(y) (x) Loves(x, y) 

如 果 每 个 人 都 被 某 个 人 爱 ， 则 命题 为 真 ， 但 某 个 人 未 必 是 同一 个 
人 。 例 如 ， 如 果 Kim 爱 Kim，Terry 爱 Terry， 但 是 他 们 彼此 不 相爱 ， 则 ， 

(y) (Sx) Loves(x, y) 
Es dE. 
(4x)(y)Loves(x, y) 

为 假 。 然 而 ， 如 果 以 存在 量词 开头 的 命题 为 真 ， 那 么 另 一 个 以 全 称 
量词 开头 的 命题 也 为 真 。 你 在 本 章 开 头 看 到 的 《数学 原理 》 中 的 定理 
*11.26 里 就 包含 了 这 个 关系 : 

*11-26.F: (3x) : (y).0(x, y) :2: (y) : Gx).ó(x. y) 

其 中 g(x, y) 是 谓词 。 图 灵 采 用 的 记号 为 : 

(dyIGx, y) > Q)(Gx)óé(x. y) 





当 公式 中 出 现 一 连 串 全 称 量词 时 ， 可 以 任意 改变 它们 的 顺序 ， 而 不 
会 影响 公式 的 含义 。 对 于 存在 量词 也 是 如 此 。〈 可 以 把 命题 转换 成 复合 
合 取 或 析 取 形式 来 证 明 这 个 结论 。〉 然 而 ， 一 般 来 说 ， 改 变 一 连 串 交 蔡 
出 现 的 全 称 量词 和 存在 量词 的 顺序 会 导致 公式 含义 的 变化 。 

正如 命题 逻辑 中 一 样 ， 在 不 考虑 域 和 谓词 的 含义 的 情况 下 ， 可 以 计 
BAK. AX 

(x) LF(X) v -F(x)] 


AEZKE. AAEREN RAFI AE SUUS RE, SAREAN 
真 。 然 而 ， 下 面 这 个 公式 不 可 能 为 真 : 
(IXE) & -F(x)) 
我 们 称 这 样 的 公式 是 可 驳 的 。 还 有 其 他 介 于 两 者 之 间 的 公式 。 下 面 
古 个 简单 的 例子 : 
Fx) 


很 容易 为 x 想到 一 个 定义 域 和 函数 FF 使 式 子 为 真 。 例 如 ， 假 设 这 个 
域 由 自然 数组 成 ，F 表 示 “ 大 于 或 等 于 零 "。 定 义 一 个 域 和 函数 使 得 式 子 
为 假 同样 很 容易 。 例 如 ， 假 设 参数 是 素数 时 返回 真 。 这 样 的 公式 可 以 
称 是 可 满足 的 ， 因 为 在 某 些 解释 下 它 的 值 为 真 。 

正确 性 和 可 满足 性 是 同一 个 问题 的 两 个 相对 面 ， 因 为 它们 的 概念 是 
相关 的 : 一 个 命题 或 者 是 可 满足 的 ， 或 者 是 可 驶 的 。 如 果 一 个 命题 9| 正 
确 ， 则 和 它 是 可 满足 的 〈 但 是 反之 不 一 定 ) 。 如 果 史 是 可 满足 的 但 并 不 正 
确 ， 则 -9 同样 也 是 可 满足 的 但 不 是 可 驶 的 。9[ 是 有 效 的 当 且 仪 当 -9[ 不 
是 可 满足 的 。 

正确 性 和 可 满足 性 这 两 个 词 有 时 会 同 数理 逻辑 的 语义 方法 相 结 合 ， 
之 所 以 这 样 称呼 这 些 方法 ， 因 为 它们 给 出 了 所 涉及 命题 的 真实 含义 。 

数理 逻辑 的 男 一 种 研究 方法 从 本 质 上 说 是 句法 方法 。 从 公理 开始 推 
导 定 理 ， 称 这 些 定理 是 可 证 的 ， 因 为 它们 是 公理 的 结果 。 采 用 这 种 句法 
方法 处 理 多 辑 问题 ， 我 们 就 不 必 牵 扯 那 些 驴 烦 的 〈 可 能 是 形而上学 
的 )“ 什 么 是 真 ” 的 概念 。 

《 希 尔 伯 特 和 阿 元 曼 》 为 命题 逻辑 陈述 了 四 条 显而易见 的 公理 ， 它 
们 出 自 《 数 学 原理 》: 

(a) XvX > X 

(DX5XvY 

(c)XvY > YvX 
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-了 7) 的 缩写 形式 ， 则 还 可 以 把 它们 应 用 到 合 取 中 。 

对 于 一 阶 逻 辑 ，《 希 尔 伯 特 和 阿 元 曼 》 中 为 其 增加 了 两 条 公理 。 对 
于 任意 谓词 F， 下 面 的 命题 都 可 以 看 成 是 公理 : 

(e) G)F(x) ^ FY) 

(f) FO) ^. (x) Fx) 

除了 公理 ， 还 有 下 面 这 些 从 原始 命题 得 到 复杂 命题 的 规则 。 

1. Eie: 在 避免 约束 变量 和 自由 变量 相 冲 突 的 情况 下 ， 可 以 用 一 个 
公式 来 蔡 换 一 个 命题 变量 ， 如 果 可 以 避免 冲突 ， 则 约束 变量 和 自由 变量 
都 可 以 改变 ， 可 以 使 用 公式 来 代 蔡 谓词 。 

2. 蕴涵 : 如 果 公 式 9| 为 真 ， 并 且 公 式 9[ o BAH, WBA. 

第 二 个 规则 称 为 演绎 推理 (modus ponens) ， 它 看 上 去 是 显而易见 
的 ， 但 是 事实 上 ， 它 必须 是 公理 。 你 不 能 推导 出 它 。 如 果 你 非得 认为 你 
能 做 到 ， 那 么 可 以 看 看 刘易斯 ' 卡 罗 尔 的 短文 《 龟 对 阿 基 里 斯 说 了 什 
从 六 二 十 

我 们 可 以 把 任何 从 这 六 条 公理 和 两 条 规则 中 推导 出 来 的 公式 都 称 作 
定理 。 推 导 过 程 本 身 称 为 证 明 。 证 明 得 出 的 公式 称 为 是 可 证 明 的 。 一 条 
定理 即 为 一 个 可 证 明 的 公式 。 

oO, MRO ABABA EE, MATERA FEC) MALI), RATE DA wt 

J v 95 — 95 y 9| 

是 可 证 明 的 ， 因 此 它 是 一 个 定理 。 

这 些 规则 的 应 用 方式 有 两 种 ， 从 公理 开始 ， 然 后 使 用 规则 推导 定 
理 ; 或 者 从 一 个 公式 开始 ， 使 用 规则 把 它 转化 成 一 个 公理 ， 这 种 情况 下 
就 可 以 证 明 这 个 公式 是 一 个 定理 。 本 章 开 头 讨论 的 自动 证 明 程序 就 是 从 
《数学 原理 》 的 定理 出 发 ， 然 后 通过 应 用 公理 和 替换 规则 ， 最 后 把 它们 
划 归 为 公理 的 。 

可 以 看 到 ， 希 尔 伯 特 将 数学 形式 化 ， 就 像 是 把 它 归纳 为 符号 操作 的 
机 械 过 程 。 这 对 亨利 : 庞 加 莱 (1854—1912) 来 说 是 很 显然 的 。 庞 加 莱 
写 道 : “想象 这 样 一 台 机 器 ， 我 们 从 一 边 输入 公理 ， 然 后 从 另 一 边 得 到 
定理 ， 就 像 芝 加 哥 的 传奇 机 器 ， 猪 活着 进去 ， 出 来 时 就 变 成 火腿 和 香肠 
[y 2L 

你 甚至 可 以 用 系统 化 的 方式 机 械 地 列举 出 所 有 的 定理 。 从 公理 出 
发 ， 可 以 把 它 扩 展 为 任意 数目 的 命题 变量 和 谓词 ， 然 后 在 每 一 种 可 能 的 
组 合 情 况 下 应 用 蔡 换 和 强 涵 规则 。 

根据 定义 ， 定 理 就 是 可 以 从 公理 推导 出 来 的 公式 ， 因 此 这 种 定理 的 
枚 举 方法 可 以 产生 所 有 可 能 的 定理 。 这 里 就 出 现 了 一 个 问题 : 这 些 定理 












































和 永 真 的 公式 相同 吗 ? 或 者 ， 可 能 存在 不 能 从 公理 推导 出 的 永 真 公式 
吗 ? 

以 《和 硕 尔 伯 特 和 阿 死 曼 》 一 书 作为 出 发 点 ， 库 尔 特 : 哥 德 尔 于 1929 年 
在 其 博士 论文 《关于 逻辑 演算 的 完备 性 》 中 ， 首 次 建立 了 一 阶 逻 辑 的 语 
法 方法 和 语义 方法 之 间 的 等 价 关 系 ， 随 后 在 1930 年 的 《逻辑 函数 演算 中 
公理 的 完备 性 》 论 文中 再 次 提出 该 关系 。 

在 哥 德 尔 之 前 ， 人 们 已 经 知道 每 个 可 证 明 的 公式 也 是 永 真 的 。 这 一 
性 质 称 为 可 靠 性 ， 对 逻辑 系统 来 说 是 很 重要 的 。 哥 德尔 证 明 的 是 ， 每 一 
个 永 真 的 公式 也 是 可 证 明 的 。 这 可 以 作为 逻辑 系统 “完备 性 ”的 一 个 定 
义 ， 的 确 ， 哥 德尔 论文 的 题目 提 到 了 “完备 性 ”。 哥 德尔 的 完备 性 定理 证 
明 公 理 系 统 是 完备 的 一 一 《和 希 尔 伯 特 和 阿 克 曼 》 一 书 为 单纯 的 谓词 逻辑 
提出 的 公理 系统 ， 对 于 枚 举 出 该 逻辑 中 的 每 一 个 永 真 命题 来 说 是 足够 
的 。 

可 以 设想 ， 定 理 的 枚 举 和 哥 德 尔 的 完备 性 定理 为 一 阶 逻 辑 的 判定 过 
程 提 供 了 依据 。 例 如 ， 假 设 你 想 判 定 公式 9 是否 是 可 证 明 的 ， 可 以 先 列 
举 所 有 的 定理 ， 并 且 把 它们 与 凡 相 比较 。 然 而 ， 如 果 咏 是 不 可 证 明 的 ， 
你 就 无 法 得 到 匹配 ， 也 不 知道 何 时 该 停 下 来 。 

你 一 定 想到 了 更 聪明 的 做 法 : 列举 所 有 的 定理 ， 然 后 把 每 个 定理 及 
其 否定 式 和 9 进行 比较 (或 者 把 每 个 定理 同时 与 9 和 它 的 否定 式 进行 比 
较 ) 。 但 是 ， 这 样 做 你 仍然 不 能 保证 可 以 找到 匹配 ， 因 为 9 可 能 仅仅 是 
可 满足 的 ， 而 不 是 永 真 的 或 可 驭 的 。 因 此 ， 基 于 枚 举 的 判定 过 程 称 为 半 
可 判定 的 。 只 有 当 你 预先 知道 四 或 由 是 永 真 的 时 候 ， 这 类 过 程 才 能 成 功 
地 得 到 结论 。 甚 至 在 哥 德 尔 发 表 了 1930 年 的 论文 之 后 ， 一 阶 逻 辑 的 判定 
性 问题 仍然 是 个 未 解决 的 问题 。 

1931 年 ， 哥 德尔 发 表 了 更 著名 的 论文 ， 涉 及 一 阶 逻 辑 在 基本 算术 中 
的 应 用 一 一 加 和 乘 。 使 用 这 种 算术 ， 哥 德尔 能 够 把 一 个 数 与 每 个 公式 和 
每 个 证 明 都 联系 起 来 。 他 还 为 “可 证 明 ” 构 造 了 一 个 名 为 Bew_[131 的 谓 
词 ， 并 把 这 个 谓词 应 用 到 其 否定 式 的 哥 德 尔 数 中 ， 得 到 断定 自身 不 可 证 
明 的 公式 。 

因此 ， 在 支持 基本 算术 的 逻辑 系统 中 ， 构 造 出 既 不 是 可 证 明 的 又 不 
是 不 可 证 明 的 命题 是 可 能 的 。 尽 管 这 一 理论 后 来 称 为 哥 德 尔 不 完备 性 定 
理 ， 但 那 篇 论文 的 题目 其 实 是 《 论 “ 数 学 原理 ”及 其 相关 系统 的 形式 不 可 
判定 命题 I》 上 141 。 标 题 指 的 不 是 完备 性 或 不 完备 性 ， 而 是 不 可 判定 命 











哥 德 尔 的 不 完备 性 理论 对 通用 判定 过 程 是 毁灭 性 的 打击 吗 ? 也 不 一 


定 ， 尽 管 与 1930 年 相 比 ， 在 1931 年 ， 这 个 通用 判定 过 程 确 实 看 上 去 更 加 
不 可 能 存在 了 。 哥 德尔 的 不 完备 性 定理 是 关于 不 可 判定 命题 的 ， 而 判定 
性 问题 天 心 的 是 ， 是 否 存 在 通用 过 程 来 判定 某 个 给 定 公式 的 可 证 明 性 。 
如 果 存 在 通用 判定 过 程 ， 那 么 它 可 以 把 一 个 不 可 判定 的 命题 归 为 不 可 证 
明 的 。 

证 明 《 数 学 原理 》 中 定理 的 早期 计算 机 程序 肯定 没有 采取 这 种 方 
法 ， 而 是 从 公理 出 太 ， 系 统 地 推导 出 所 有 可 证 明 的 公式 。 纽 尼 尔 一 西蒙 
一 肖 的 论文 将 这 种 方法 称 为 “大 英 博 物 馆 算法 ”， 如 此 称呼 是 因为 该 方法 
类 似 于 在 大 英 博 物 馆 中 检验 每 一 个 物品 ， 和 希望 发 现 你 确实 想 要 的 那 一 
件 。 在 这 种 暴力 方法 刚 一 提出 时 ， 这 些 早期 的 研究 学 者 们 就 反对 它 ， 正 
如 马丁 ' 戴 维 斯 所 说 的 : 


显然 ， 从 某 个 逻辑 系统 的 公理 出 发 ， 在 所 有 可 能 的 方向 上 
符 试 系统 地 应 用 推导 规则 来 证 明 茶 些 “ 非 平凡 事物， 肯定 会 带 
来 巨大 的 组 合 爆 炸 。 了 51 


只 有 一 位 编程 者 不 担心 组 合 爆炸 ， 他 就 是 阿兰 :图 录 。 图 灵 的 虚拟 计 
算 机 拥有 无 限 的 存储 空间 和 充裕 的 时 间 ， 因 此 他 可 以 尝试 其 他 更 多 担心 
受 机 絮 限 制 的 程序 员 们 所 不 敢 触 及 的 问题 。 

在 前 一 章 中 ， 我 在 第 9 节 “ 可 计算 数 的 范畴 ?的 中 间 部 分 停 了 下 来 。 图 
灵 在 第 9 节 开 始 就 要 我 们 相信 通过 他 的 机 器 进行 计算 的 数 包 括 了 “所 有 被 
自然 当做 可 以 计算 的 数字 ”《〈 图 灵 论 文 第 249 页 ， 本 书 第 176 页 ) 。 

然后 ， 图 录 以 罗马 数字 I 表示 儿 个 论点 中 的 第 一 个 ) 和 “类 型 
(a)”( 直 觉 的 引导 ) 为 标题 开始 了 第 一 小 节 。 下 一 小 闻 以 罗马 数字 II 
和 “类 型 (b)” 开 头 ， 这 是 图 灵 的 第 二 个 论点 。“ 类 型 (b)“ 是 指 ” 两 种 定义 等 
价 的 证 明 《〈 新 的 定义 有 更 多 的 直觉 成 分 ) ”。 

标题 后 的 一 句 话 有 三 个 脚注 。 第 一 个 只 是 阐明 他 要 论述 的 是 受 限 的 
谓词 演算 ， 也 就 是 我 们 所 说 的 一 阶 谓词 人 逻辑 。 暂 时 忽略 第 二 个 脚注 ， 我 
们 会 尽快 讨论 它 。 

Il. [Type (b)]. 

If the notation of the Hilbert functional calculust is modified so as 
to be systematic, and so as to involve only a finite number of 
symbols, it becomes possible to construct an automatic? machine, 
K, which will find all the provable formulae of the calculuss. 


























t The expression "the functional calculus” is used throughout to 


mean the restricted Hilbert functional calculus. 

t It is most natural to construct first a choice machine (S 2) to do 
this. But it is then easy to construct the required automatic machine. 
We can suppose that the choices are always choices between two 
possibilities O and 1. Each proof will then be determined by a 
sequence of choices i4, i5, ..., i, (4 = O or 1, i, = 00r 1, ..., |, = 0 or 
1), and hence the number 2^ + 427-1 + j,27-2 + ... + ij, completely 
determines the proof. The automatic machine carries out 
successively proof 1, proof 2, proof 3, ... 

3 The author has found a description of such a machine. 

II. [类 型 (b)] 

如 果 修 改 希 尔 伯 特 的 谓词 演算 1 中 的 记号 ， 使 它们 系统 化 并 且 只 涉 
及 有 限 的 符号 ， 那 么 就 有 可 能 构造 一 台 自 动机 器 多， 用 来 寻找 演算 
过 程 中 所 有 可 证 明 的 公式 5。 


t “谓词 演算 "表示 受 限 的 希 尔 伯 特 谓词 演算 。 

+ 最 自然 的 事情 就 是 首先 构造 一 台 选 择机 器 (82) 来 完成 这 个 工 
作 ， 然 后 就 可 以 很 容易 构造 想 要 的 自动 机 器 了 。 我 们 假设 总 是 在 两 个 
可 能 性 0 和 1 之 间 进 行 选择 。 这 样 ， 每 个 证 明 都 由 一 个 选择 序列 ij, b, 
(= 0 或 1, i=0 或 1,.…., i;=0 或 1) 决定 ， 因 此 ， 数 2n + ji2n-1 + 
i,2n2 + ... + 万 就 完全 决定 了 证 明 。 自 动机 器 依次 执行 证 明 1、 证 明 
2S 

8 作者 友 现 了 对 这 样 一 人 台 机 器 的 摘 述 。 

我 相信 ， 图 灵 把 机 器 称 作 从 是 用 来 代表 德语 单词 Kalkiii。 尽 管 这 一 
点 在 这 人 句 话 中 不 是 很 明显 ， 但 是 最 后 你 会 发 现 图 灵 描 述 的 是 一 个 大 喘 博 
物 馆 算法 。 机 器 义 可 以 从 已 经 编码 在 磁带 上 的 公理 开始 ， 也 可 以 一 开始 
就 在 磁带 上 写 下 公理 。 这 些 公理 包括 一 阶 逻 辑 中 的 基本 公理 以 及 谓词 需 
要 的 其 他 公理 。 机 器 逐步 地 执行 推导 规则 来 产生 演算 中 所 有 可 证 明 的 命 
题 。 

图 灵 要 求 修 改 一 阶 多 辑 的 记号 来 “使 它们 系统 化 "。 宇 无 疑问 ， 我 们 
不 想 困 扰 于 仅仅 是 变量 名 称 或 不 必要 的 括号 使 用 所 造成 的 不 同 命题 间 的 
等 价 性 。 例 如 ， 下 面 的 三 个 命题 是 完全 相同 的 : 
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使 记号 系统 化 的 一 个 方法 是 要 求 变量 总 是 以 xi 的 形式 出 现 ， 并 且 它 们 
在 某 个 特定 公式 中 出 现时 必须 遵循 下 标的 数字 顺序 。 另 外 ， 括 号 只 有 在 
需要 调整 运算 顺序 时 才能 使 用 。 另 一 种 方法 〈 它 与 实际 机 器 中 采用 的 方 
法 更 类 似 ) 是 把 公式 编码 成 前 缀 形式， 这 样 就 没有 必要 使 用 括号 ， 比 如 
户 卡 西 维 次 (1878 一 1956) 专门 为 命题 多 辑 发 明 的 所 谓 的 波兰 表示 法 。 


命题 








(A v B) & (C v D) 

就 可 以 编码 成 : 

&vABvCD 

这 里 重要 的 是 ， 这 人 台 机 器 要 产生 所 有 可 证 明 的 公式 。 从 哥 德 尔 的 完 
备 性 定理 中 ， 我 们 知道 这 些 所 有 可 证 明 的 公式 集合 和 所 有 永 真 的 公式 集 
合 是 相同 的 。 

我 相信 ， 图 灵 在 试图 吸引 那些 其 论文 的 早期 读者 ， 他 们 可 能 对 图 灵 
的 机 器 可 以 计算 任意 复杂 上 度 的 实数 的 能 力 表 示 怀 疑 。1936 年 ， 人 们 对 一 
阶 逻 辑 效力 的 信任 超过 了 计算 机 器 。 从 实施 的 角度 看 ， 机 器 久 看 上 去 很 
可 行 ， 它 确实 比 计算 实数 (如 10 的 7 次 方 根 〉 的 机 器 要 简单 很 多 。 机 器 
人 炙 仅 采用 字符 串 工作 ， 并 根据 奉 换 规则 以 各 种 方式 将 这 些 符 写 组 织 在 一 
起 。 对 于 很 多 字符 串 比 较 和 蔡 换 逻辑， 网 灵 在 其 通用 机 中 所 使 用 的 函数 
里 己 经 有 所 体现 了 。 

这 一 句 中 的 第 二 个 脚注 一 一 以 “最 自然 的 .…...” 开 头 的 脚注 ， 其 实 看 
上 去 是 要 摘 述 男 一 种 不 同 的 方法 ， 与 一 阶 逻 辑 相 比 ， 这 种 方法 更 适合 于 
命题 逻辑 。 给 出 固定 数目 的 n 个 命题 变量 ， 你 可 以 构造 一 个 系统 来 产生 
所 有 由 这 些 变 量 和 逻辑 连接 词 交 蔡 构 成 的 合式 公式 。 对 其 中 的 每 个 公 
式 ， 都 可 以 使 用 真 值 表 方 法 来 判断 其 是 否 是 一 个 重 言 式 。 

如 果 这 个 合式 公式 包含 n 个 命题 变量 ， 则 需要 2n 次 测试 来 决定 它 是 否 
是 正确 的 。 如 果 把 真 和 假 分 别 看 作 二 进 制 数字 0 和 1， 则 每 次 测试 都 与 一 
个 n 位 的 二 进 制 数 对 应 ， 该 二 进 制 数 中 的 每 一 位 都 表示 一 个 变量 的 真 
值 。 图 灵 脚 注 里 的 二 进 制 数 有 点 错误 ， 应 该 去 挥 开头 的 2 项 。 这 些 试验 
可 以 从 0 开始 编码 一 直到 n-1， 对 应 n 位 二 进 制 数 的 值 。 

尽管 图 灵 需 要 使 用 这 台 机 器 人 义 来 产生 一 阶 逻 辑 而 不 是 命题 逻辑 中 的 
































命题 ， 但 是 我 们 可 以 发 现 ， 无 论 何 时 需要 整数 ， 他 都 只 要 求 一 个 由 非 负 
整数 构成 的 有 限 的 域 。 他 从 来 不 要 求 一 个 无 限 的 域 ， 因 此 不 难 想象 ， 我 
们 可 以 把 他 的 一 阶 公 式 转换 成 命题 公式 ， 然 后 束 能 使 用 真 值 表 的 方法 


Ta 

把 目 然 数 引入 一 阶 逻 辑 系统 总 是 有 点 杂乱 ， 但 是 如 果 要 把 这 个 逻辑 
应 用 到 数值 概念 中 ， 那 束 非 党 有 必要 了 。 把 数字 合并 进 逻 辑 通 第 从 皮 亚 
诺 公 理 出 发 。 这 五 个 公理 来 自 1889 年 ， 朱 塞 佩 : 皮 亚 诺 在 他 的 一 本 小 册 
T (EARE: 一 种 新 的 方法 》-L5 中 提出 了 最 初 的 九条 公理 ， 皮 亚 
诡 公 理 就 是 从 这 些 公 理 中 提取 出 来 的 ， 它 的 提出 也 基于 了 理 碍 德 ; 戴 德 
金 1888 年 出 版 的 一 本 小 册子 《什么 是 数字 ， 什 么 应 该 是 数字 》- 二 6 。 

皮 亚 诺 公 理 是 围绕 后继” 概念 建立 的 .。“ 后 继 ? 就 是 直觉 上 一 个 数 后 
面 紧 跟 的 下 一 个 数 。 例 如 ，12 的 后 继 是 13。 皮 亚 诺 公 理 保证 每 一 个 数 都 
有 一 个 后 继 ， 并 且 该 后 继 是 唯一 的 。 在 皮 亚 诺 的 构造 中 ， 只 有 一 个 数 不 
古 其 他 任何 一 个 数 的 后 继 ， 这 个 数 是 1。 不 过 现在 ， 一 般 情 况 下 我 们 定 
义 目 然 数 是 从 0 开始 的 。 

下 面 是 皮 亚 诡 公 理 的 一 种 通俗 易 懂 的 版 本 : 

1. 零 是 一 个 数 ; 

2. 每 个 数 都 有 一 个 后 继 ， 它 也 是 数 ; 

. 零 不 是 任意 数 的 后 继 ; 

4. 后 继 数 相同 的 两 个 数 是 相等 的 ; 

5. 任意 关于 自然 数 的 命题 ， 如 果 它 对 零 为 真 ， 并 且 它 对 某 个 数 为 真 
就 意味 着 它 对 该 数 的 后 继 也 为 真 ， 则 该 命题 对 所 有 的 数 均 为 真 。 

第 5 条 公理 通常 称 为 数学 归纳 原理 ， 它 是 很 多 涉及 自然 数 的 数学 证 明 
的 基础 。〔 在 后 两 章 中 ， 图 灵 会 在 证 明 中 两 次 使 用 到 它 。〉 然 而 ， 用 一 
阶 逻 辑 语 言 表达 归纳 法 是 有 问题 的 。 归 纳 法 是 二 阶 逻 辑 固 有 的 概念 ， 因 
为 它 必 须 适用 于 所 有 包含 目 然 数 参 数 的 谓词 。 相 等 也 是 二 阶 迎 辑 的 概 
Z KEELATA RARER) 不 愿意 引入 在 两 个 参数 相等 
时 值 为 真 的 谓词 的 原因 。 

即使 在 一 阶 逻 辑 语 言 中 表达 前 四 条 皮 亚 话 公 理 也 不 是 一 件 容易 的 
事 ， 而 且 〈 正 如 你 将 看 到 的 ) 图 灵 的 表示 也 是 不 充分 的 。 这 个 问题 对 他 
的 证 明 或 结论 没有 什么 实际 影响 ， 不 过 它 确 实 令 人 不 安 。 

另 一 个 问题 涉及 目 然 数 本 身 的 表示 。 传 统 上 使 用 0, 1, 2, 3…. 的 奇特 
表示 方法 不 会 产生 这 个 问题 。 几 个 世纪 的 惯例 以 及 小 学 谍 程 的 强行 灌输 
告诉 我 们 ，12 的 后 继 就 是 13。 特 别 地 ， 如 果 我 们 构思 符号 操作 的 机 械 形 
式 ， 更 好 的 做 法 是 让 符号 本 身 传达 “后 继 关 系 ” 的 概念 。 

在 《数学 基础 》《〈1934) 的 第 一 卷 中 《图 灵 在 论文 中 引用 的 一 本 











UJ 














书 ) ， 保 罗 : 贝 条 斯 使 用 “” 来 表示 一 个 数 是 另 一 个 数 的 后 继 。 例 如 ， 如 
果 a 是 一 个 数 ， 则 a 表示 该 数 的 后 继 ，a" 表 示 下 一 个 后 继 。 贝 妹 斯 还 使 用 
符号 0 来 表示 零 ， 此 时 ，0' 是 0 的 后 继 ，0" 是 再 下 一 个 后 继 。-LL2J 它 完 竟 
是 哪个 数字 呢 ? 只 需要 数 一 下 0 上 “2” 的 个 数 就 可 以 知道 。 在 希 尔 伯 特 及 
其 退 随 者 的 著作 中 ， 我 最 早 看 到 这 种 标注 方式 的 是 大 卫 : 希 尔 伯 特 1927 
年 及 表 的 《数学 基础 》。-18] 

图 灵 没 有 完全 使 用 这 种 方式 。 显 然 ， 他 甚至 不 太 愿 意 使 用 符号 0， 而 
是 使 用 符号 u 表 示 第 一 个 自然 数 。( 他 并 没有 交代 u 究 竟 是 0 还 是 1， 即 使 
这 很 重要 。 在 我 的 例子 中 ， 我 都 假设 u 表 示 0。) u 的 后 继 则 为 u"、u"、u 
"等 。 在 表示 大 数 时 ， 这 种 记号 就 不 太 灵 活 了 ， 并 且 它 不 能 表示 如 m 或 x 
的 任意 数 。 受 到 《项 尔 伯 特 和 贝 妹 斯 》 的 局 发 ， 图 灵 使 用 u 中 表示 u 的 右 
上 方 有 r 个 “”。 例 如 ，u”" 可 以 表示 成 uS)， 我 们 知道 这 就 是 一 只 手 的 手 
指 个 数 。 

图 灵 定 义 了 一 个 命题 隶 数 N(x)， 当 x 为 非 负 整数 时 ， 该 函数 的 值 为 
真 。 如 果 我 们 总 是 把 自己 限制 在 非 负 整数 的 范围 内 ， 那 么 这 个 函数 对 我 
们 没有 任何 意义 ， 然 而 ， 图 灵 发 现 可 以 使 用 它 表 示 皮 亚 诺 公理 。 

图 灵 还 定义 了 一 个 命题 函数 F(x, y)， 当 y 是 x 的 后 继 ， 或 者 用 普通 算术 
描述 为 ?>=x+ 1 时 ， 该 函数 的 值 为 真 。 记 住 ，F 并 没有 提供 或 计算 出 这 个 
后 继 。 它 是 程序 员 们 所 谓 的 布尔 函数 ， 只 有 在 y 确 实 是 x 后 继 的 情况 下 ， 
才 为 真 。 

一 且 定 义 了 一 个 好 的 后 继 谓词 〈 例 如 命名 为 Succ， 这 样 命名 仅仅 是 
为 了 和 图 灵 定 义 的 谓词 区 分 开 来 ) ， 并 且 为 数学 归纳 法 的 使 用 建立 了 一 
个 公理 ， 那 么 就 可 以 定义 一 个 名 为 Sum(x, y, z) 的 谓词 ， 当 z 的 值 与 x + y 的 
值 相等 时 ， 这 个 谓词 的 值 为 真 。 这 个 谓词 sum 基于 以 下 三 条 公理 : 
(x)Sum(x, u, x) 
(x)Sum(u, x, x) 
(x)(y)(z)(r)(s)(Sum(x, y, z)&Succ(y, r)&Succ(z, s) 2 Sum(x, r, s)) 

前 两 条 公理 定义 了 零 和 任意 一 个 数 的 加 法 运算 。 第 三 条 的 含义 是 : 
如 果 x+y=z, r=y+1,，s=Zz+1， 那 么 x+r=s。 

类 似 地 ， 可 以 定义 谓词 Product(x, y, z) 如 下 : 

(x) Product (x, u, u) 
(x) Product (u, x, u) 
(x)(y)(z)(r)(s)( Product (x, y, zZ) & Succ(y, r) & Sum(z, x, s) —» Product (x, 




















r,s 
前 两 条 公理 定义 与 零 的 乘法 运算 ， 第 三 条 的 含义 是 : 如 果 x xy = 
z r-ytiztx-s HAxxr-s. 


我 们 再 做 进一步 的 分 析 。 定 义 如 下 的 谓词 IsEven(x): 
((Sy) Product(y,u", x) 
如 果 存 在 这 样 的 满足 x = y x 2， 那 么 IsEven(%) 为 真 。IsOdd00 与 - 
mde 我 们 已 经 有 了 足够 多 的 谓词 ， 因 此 这 里 不 再 继续 定义 


Now let a be a sequence, and let us denote by G,(x) the 
proposition "The x-th figure of a is 1", so that! — G(x) means "The 
x-th figure of a is O". 


ll The negation sign is written before an expression and not 
over it. 

令 q 是 一 个 序列 ， 我 们 用 Go(X%) 表 示 命 题 “q 的 第 x 个 数字 是 1”"， 于 
是 ，-Ga(X 1 表示 “Qq 的 第 x 个 数字 是 0”。 





1 否定 符号 写 在 表达 式 的 前 面 ， 而 不 是 上 面 。 

上 面 的 脚注 表明 ， 图 灵 采 用 的 否定 记号 和 希 尔 伯 特 的 不 同 。a 是 一 个 
序列 ， 这 个 序列 可 以 通过 设计 一 个 专用 机 器 按 币 规 计 算得 到 。 这 里 ， 图 
灵 建 议 我 们 根据 数字 1 或 0 来 对 应 建立 值 为 真 或 假 的 谓词 。 例 如 ， 第 6 节 
中 得 到 的 对 应 于 2 的 平方 根 的 序列 以 

1011011010... 

















开头 。 
如 果 从 0 开始 对 每 一 位 上 的 数 进行 编号 ， 那 么 Guw(0) 的 值 为 真 ，Ge() 
的 值 为 假 ，G,(2) 的 值 为 真 ，G,(3) 的 值 为 真 ，G,(4) 的 值 为 假 ， 等 等 。 这 
个 谓词 好 像 很 复杂 。 图 灵 例 I 中 机 器 对 应 的 序列 要 简单 得 多 : 
0101010101... 
你 可 以 回想 起 这 个 序列 正 是 /3 的 二 进 制 等 价 形式 。 如 果 将 G(x) 定 义 
为 IsOdd(x)， 则 描述 这 个 序列 的 命题 函数 是 很 们 单 的 。 

Suppose further that we can find a set of properties which define 
the sequence a and which can be expressed in terms of G,(x) and 
of the propositional functions N(x) meaning "x is a non-negative 
integer" and F(x, y) meaning "y = x + 1”. 

进一步 假设 我 们 可 以 找到 一 组 性 质 来 定义 序列 9g， 并 且 可 以 
用 Go(X) 和 命题 函数 N(x)、F(x, y) 来 表达 这 些 性 质 ， 其 中 ，N(%) 表 示 "X 


是 一 个 非 负 整数 "，F(x, 人 表示 y=X+1。 

图 灵 在 这 里 引入 的 两 个 谓词 将 在 论文 的 剩余 部 分 中 经 常用 到 。F 是 一 
个 后 继 函 数 ， 它 对 于 自然 数 的 定义 很 重要 。 如 果 定 义 域 明确 限制 为 自然 
数 ， 我 认为 不 需要 定义 函数 N。 

我 不 确定 图 灵 所 说 的 “一 组 性 质 ? 指 的 是 什么 。 我 们 这 里 需要 的 是 能 
为 构成 G(x) 的 命题 函数 提供 支持 的 公理 。 在 我 给 出 的 简单 例子 中 ， 这 
些 公理 包括 支持 谓词 Sum 和 Product 的 公理 。 

When we join all these formulae together conjunctively, we shall 

have a formula, 9| say, which defines a. 
用 合 取 符 号 把 这 些 公式 连接 起 来 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 定义 a 的 公 
式 ， 将 其 命名 为 9。 

公理 的 合 取 式 不 一 定 真正 地 定义 了 人 aq， 因为 它 无 法 为 定义 a 提供 基 
础 。 

The terms of 9| must include the necessary parts of the Peano 

axioms, viz., 
(Hu) N(u) & (x) (N(x) ^ (Hy) FO, y)) & (FG, y) ^ NY), 

which we will abbreviate to P. 

9 的 项 中 必须 包含 皮 亚 诺 公理 的 必要 条 件 ， 也 就 是 : 
(JuN(UECONOO ^ (CHy)Focy))&(F Gy) ^ NY) 

后 文中 我 们 将 其 简写 作 P。 

当然 ，P 指 的 是 皮 亚 话 ， 它 是 三 个 项 的 合 取 式 。 第 一 项 表示 u 存 在 ， 
第 二 项 的 含义 是 对 每 一 个 x 都 存在 一 个 y 是 它 的 后 继 ， 第 三 项 指 的 是 一 个 
数 的 后 继 也 是 一 个 自然 数 。 这 个 公式 不 能 说 明 零 和 后 继 的 唯一 性 ， 这 是 
个 问题 。《 和 硕 尔 伯 特 和 贝 夺 斯》 中 为 后 继 函 数 《〈 他 们 称 之 为 Sa91) 给 出 
Uae 








NAYS, y) 
(32907) - Sy, x) 
(x) ys) (S(x, r) & SY, r) & S(s, x) > S(s, y) 
第 一 条 公理 声明 每 个 数 都 有 一 个 后 继 ; 第 二 条 的 含义 是 存在 一 个 没 
有 后 继 的 数 ， 第 三 条 是 说 ， 如 果 r 是 x 和 y 的 后 继 ，x 是 s 的 后 继 ， 那 么 y 也 
是 s 的 后 继 。 第 三 条 公理 实质 上 确立 了 后 继 的 唯一 性 。 
When we say "9| defines a”, we mean that — 9?| is nota 
provable formula, and also that, for each n, one of the following 
formulae (A,) or 


(Bj) is provable. 
J & FY 一 G,(u™), 

(A5)fl 
9| & FD > (—G,(u”)), Br); 
where F(") stands for F(u, u^) & F(u', u") & ... F(u(n-D, un). 


{T A sequence of r primes is denoted by ^. 
当 我 们 说 “9[ 定 义 了 q* 时 ， 意 思 是 -9 不 是 一 个 可 证 明 的 公式 ， 并 且 
对 每 一 个 n， 下 面 公 式 (An) 或 (B)) 中 的 一 个 是 可 证 明 的 。 
J & FY ES G,(u™), 
(An) 11 
A&F —>(-G (u™)), (B,,) 
RrpEoORXF(u,u)&F(u'u")&...F(u(n-t),u()., 


ME WRIA. 

公式 (A) 上 的 脚注 是 指 ， 按 照 惯例 采用 括号 中 含 数 作为 上 标 ， 来 表 
示 包 含 相应 数目 的 “”。 图 灵 在 其 后 继 函 数 F 中 也 使 用 上 标 来 表示 后 继 函 
数 的 合 取 ， 后 继 函 数 实际 上 是 说 ，1 是 0 的 后 继 ，2 是 1 的 后 继 ， 等 等 。 

图 灵 采 用 的 后 继 函 数 的 合 取 是 不 充分 的 ， 因 为 它 不 能 保证 这 些 后 继 
的 唯一 性 。 例 如 ，F(u', u”" ) 的 真 值 是 多 少 ? 我 们 无 法 得 知 它 是 假 的 。 一 
种 简单 的 修正 方式 是 通过 包含 所 有 不 为 真 的 后 继 谓词 的 否定 式 ， 如 -F(u 
,U") 和 -F(u', u)， 并 在 um 处 停止 来 扩展 F(m) (尽管 仍 是 有 限 的 )。 

这 里 的 n 指 的 是 位 数 ， 它 从 0 开始 逐个 变 大 。 从 0 位 ，1 位 ，2 位 ，.………. 
逐 位 生成 序列 。 每 一 位 的 计算 都 只 需要 有 限 数目 的 非 负 整 数 ， 因 此 公 
式 Fm 是 有 限 个 项 的 合 取 。 然 而 ， 在 某 些 情况 下 ， 公 式 可 能 需要 更 多 的 
整数 。 例 如 ， 对 于 第 0 位 ， 公 式 只 需要 uv。 但 是 在 我 的 例子 中 ， 函 数 
IsOdd 的 定义 还 需要 u"， 因 此 事实 上 ，F 的 上 标 应 该 是 2 和 n 中 较 大 的 那个 
数 

















进行 这 个 小 小 的 修正 后 ， 下 面 的 公式 都 将 是 可 证 明 的 


B, :9 & FO — —IsOdd(u) 
A, :A& F” — IsOdd(w’) 
B,:A& FO 5-IsOdd(v^) 
A 

B 


N 


A&E — IsOdd(u”) 
Ak FO > - IsOdd(u ^) 


A, :A & F” > IsOdd(u ^) 
依次 类 推 。 回 想 一 下 ， 旭 包括 支持 ISOdd 函 数 所 需要 的 所 有 公理 。 这 
些 结果 对 应 了 序列 的 前 六 位 : 0，1，0，1，0，1。 注 意 ， 数 字 1 对 应 可 
证 明 的 A,，0 对 应 B, 的 可 证 明 性 。 

[253] 
| say that a is then a computable sequence: a machine “K , to 
compute a can be obtained by a fairly simple modification of K. 

我 认为 此 时 的 a 是 一 个 可 计算 序列 : FAG, TERE ay EA 
计算 aq 的 机 器 人 % qo 
大 家 会 想起 ， 机 器 多 可 以 从 公理 推导 产生 所 有 的 可 证 明 的 公式 。 
We divide the motion of ‘K into sections. The n-th section is 
devoted to finding the n-th figure of a. After the (n - 1)-th section is 
finished a double colon :: is printed after all the symbols, and the 
succeeding work is done wholly on the squares to the right of this 
double colon. The first step is to write the letter "A" followed by the 
formula (A,,) and then "B" followed by (B,). 
RAIEK o TE AR LI BA. En HB YA RA RP Fla sn 
位 数字 。 第 (n-1) 个 部 分 完成 以 后 ， 在 所 有 符号 的 末尾 打印 一 个 双 冒 
号 :， 后 续 的 工作 全 都 在 这 个 双 冒 号 右边 的 格 中 进行 。 第 一 步 是 写 入 
FEA", JS MRS AHA, 从 时 与 六 昌 HAIRS EB 
在 这 个 例子 中 ，n 的 值 为 5， 机 器 首先 写 “A” 和 “B”， 紧 跟着 分 别 写 入 
两 种 可 能 的 情况 ， 如 下 : 


AA& FÓ 5 IsOdd(u") BA & FË —-—IsOdd(u"") 








不 过 ， 上 面 的 写法 也 不 完全 正确 : 字母 “A” 和 “B” 不 应 该 为 粗 体 ， 项 
9[ 应 该 是 所 有 公理 的 显 式 合 取 式 ，FG) 是 更 多 个 公理 的 显 式 合 取 式 ， 
IsOdd 可 能 是 之 前 定义 的 Product 函 数 的 否定 式 ， 所 有 函数 的 名 字 可 能 变 
得 更 加 神秘 了 。 

然而 ， 真 正 的 意义 在 于 ， 这 两 个 命题 中 的 其 中 一 个 是 可 证 明 的 。 在 
这 两 个 打印 的 公式 右边 的 全 部 有 一 整 条 纸 带 可 以 供 机 器 工作 。 很 可 能 是 
机 器 首先 把 这 些 公 理 写 在 纸 带 上 ， 然 后 开始 推导 可 证 明 的 公式 。 

The machine ‘Ko then starts to do the work of K , but whenever 
a provable formula is found, this formula is compared with (Ap) and 
with (B,). If it is the same formula as (A,,), then the figure "1" is 
printed, and the n-th section is finished. If it is (Bj), then “0” is 
printed and the section is finished. If it is different from both, then 
the work of ‘K is continued from the point at which it had been 
abandoned. Sooner or later one of the formulae (A,) or (Bp) is 
reached; this follows from our hypotheses about a and 9|, and the 
known nature of ‘K. Hence the n-th section will eventually be 
finished. “K g is circle-free; a is computable. 

随后 ， 机 器 全 ce 开始 从 事 炎 的 工作 ， 但 是 无 论 何 时 找到 一 个 可 证 明 
的 公式 ， 这 个 公式 都 会 与 An 和 B, 进 行 比较 。 如 果 它 和 A 相同 ， 束 打 
印 数字 1， 这 样 第 mn 个 部 分 就 完成 了 。 如 果 它 和 Bn 相 同 ， 则 打印 0， 这 
个 部 分 也 就 结束 了 。 如 果 它 和 A,s、B 都 不 相同 ， 那 么 多 就 从 它 停止 
的 点 继续 工作 ， 迟 早 会 遇 到 A/ 或 B, 中 的 一 个 。 这 可 以 从 我 们 对 a 和 | 
所 作 的 假设 ， 以 及 伙 的 性 质 中 推 央 得 到 。 因 此 ， 第 n 个 部 分 最 终 会 结 
Ro Kg IAN, ae nite. 

AY LARA, WASK uRI VA ARAN ER BY EL DUR SS TULIT Li e 
CHUA CAS SEKRELE, DERE ES A 
— HBAS Te] B A RURU I AS RT FS ERG Las EE PSE BD RE XT] 
任意 序列 。 

It can also be shown that the numbers a definable in this way by 
the use of axioms include all the computable numbers. This is done 
by describing computing machines in terms of the function calculus. 

还 可 以 证 明 ， 通 过 这 种 使 用 公理 的 方式 得 到 的 可 定义 的 数字 oa 包含 
了 所 有 的 可 计算 数 ， 借 助 函 数 演 算 描 述 计算 机 响 就 可 以 做 到 。 














事实 上， 在 图 灵 论 文 的 最 后 一 节 ， 即 本 书 的 下 一 章 中 ， 图 灵 将 采用 
一 阶 逻 辑 描述 计算 机 器 。 现 在 ， 他 想 提醒 读者 ， 不 是 每 一 个 数字 都 可 以 
通过 机 器 计算 得 到 ， 特 别 是 那些 以 0 和 1 构成 的 序列 ， 它 们 可 以 告诉 我 们 
哪些 是 符合 要 求 的 机 器 的 摘 述 数 。 

It must be remembered that we have attached rather a special 
meaning to the phrase "9| defines a”. The computable numbers do 
not include all (in the ordinary sense) definable numbers. Let 6 be a 
sequence whose n-th figure is 1 or O according as n is or is not 
satisfactory. It is an immediate consequence of the theorem of 8 8 
that o is not computable. It is (so far as we know at present) 
possible that any assigned number of figures of o can be calculated, 
but not by a uniform process. When sufficiently many figures of o 
have been calculated, an essentially new method is necessary in 
order to obtain more figures. 

DARA, BATA" QE Xa X Ata SMR X. nt 
算数 不 包括 所 有 《一 般 意义 上 ) 的 可 定义 数 。 假 设 6 是 一 个 序列 ， 根 
据 n 是 否 可 接受 ， 它 的 第 n 位 数字 可 以 为 1 或 0。 由 88 中 的 定理 可 以 直 
接 得 到 6 是 不 可 计算 的 。〔 束 我 们 现在 所 知 〉 给 定数 目的 6 中 的 数字 
是 可 计算 的 ， 但 是 无 法 采用 统一 的 过 程 。 一 旦 已 经 计算 了 足够 多 的 6 
的 数字 后 ， 有 必要 采用 一 个 本 质 上 更 新 颖 的 方法 来 得 到 更 多 的 数字 。 

至 此 ， 图 灵 完 成 了 他 的 第 二 个 论证 ， 来 证 明 他 的 机 器 可 以 计算 通常 
所 谓 的 可 计算 数 。 接 下 来 将 要 讲述 的 是 他 的 第 三 个 论证 。 你 或 许 能 回忆 
起 图 灵 对 于 一 台 人 类 计算 者 的 “思维 状态 ”的 依赖 。 一 些 读 者 可 能 认为 ， 
人 类 “思维 状态 "是 太 过 虚幻 的 概念 而 不 能 封装 在 一 台 机 器 中 。 

图 灵 简 单 地 描述 了 如 何 将 思维 状态 这 一 概念 构造 成 为 机 器 结构 的 一 
部 分 ， 我 们 将 以 此 结束 本 间 。 

lll. This may be regarded as a modification of | or as a corollary 
of Il. 

We suppose, as in |, that the computation is carried out on a 
tape; but we avoid introducing the “state of mind” by considering a 
more physical and definite counterpart of it. It is always possible for 
the computer to break off from his work, to go away and forget all 
about it, and later to come back and go on with it. If he does this he 
must leave a note of instructions (written in some standard form) 
explaining how the work is to be continued. This note is the 




















counterpart of the "state of mind". We will suppose that the 
computer works in such a desultory manner that he never does 
more than one step at a sitting. The note of instructions must enable 
him to carry out one step and write the next note. Thus the state of 
progress of the computation at any stage is completely determined 
by the note of 
[254] 

instructions and the symbols on the tape. That is, the state of the 
system may be described by a single expression (sequence of 
symbols), consisting of the symbols on the tape followed by A 
(which we suppose not to appear elsewhere) and then by the note 
of instructions. This expression may be called the "state formula". 
We know that the state formula at any given stage is determined by 
the state formula before the last step was made, and we assume 
that the relation of these two formulae is expressible in the 
functional calculus. In other words, we assume that there is an 
axiom 9| which expresses the rules governing the behaviour of the 
computer, in terms of the relation of the state formula at any stage 
to the state formula at the preceding stage. If this is so, we can 
construct a machine to write down the successive state formulae, 
and hence to compute the required number. 

IHE. 这 一 部 分 可 以 看 成 是 对 ! 的 修正 或 !| 的 推论 。 

与 | 中 类 似 ， 我 们 假设 计算 在 一 个 纸 带 上 进行 ,但 是 通过 考虑 更 加 
机 械 而 确定 的 类 似 过 程 ， 我 们 可 以 避免 引入 “思维 状态 "这 一 概念 。 计 
算 机 总 是 能 在 某 个 时 刻 暂 集 ， 转 疝 其 他 的 操作 ， 然 后 过 一 段 时 间 后 还 
可 以 再 返回 到 之 前 停止 的 点 继续 运行 。 如 果 机 器 这 样 运行 ， 那 么 它 必 
须 记录 一 些 指令 (以 某 种 标准 形式 写 入 纸 带 ) ， 以 便 阐 明 如 何 继续 当 
前 已 经 停止 的 工作 。 这 个 记录 即 与 “思维 状态 ”类似 。 我 们 假设 计算 机 
将 以 这 种 不 连贯 的 方式 运行 ， 它 每 次 不 能 执行 超过 一 个 步 又。 记录 的 
旨 令 必须 使 得 计算 机 可 以 执行 一 个 步骤 ， 并 且 写 入 下 一 条 记录 。 因 
此 ， 计 算 过 程 中 任意 阶段 的 状态 都 是 由 记录 的 指令 和 纸 带 上 的 符号 完 
全 决定 的 。 也 就 是 说 ， 可 以 采用 蛙 一 的 表达 式 〔 符 号 序列 〉 来 描述 系 
统 的 状态 ， 这 个 表达 式 是 由 符号 、 之 后 的 A 假设 A 不 会 在 其 他 地 方 
出 现 ) 和 指令 记录 组 成 的 ， 可 以 称 这 个 表达 式 为 "状态 公式 ”"。 我 们 知 
道 ， 每 个 给 定 阶 段 的 状态 公式 都 是 由 上 一 个 步骤 进行 之 前 的 状态 公式 














决定 的 ， 我 们 假定 这 两 个 公式 之 间 的 关系 可 以 采用 函 项 演算 来 表示 。 
换 句 话说 ,假定 存在 一 个 公理 9[， 它 给 出 了 任意 阶段 的 状态 公式 和 前 
一 阶段 的 状态 公式 之 间 的 关系 ， 从 而 省 理 计 算 机 的 行为 。 如 果真 是 这 
样 ， 我 们 可 以 构造 一 台 机 器 记 下 连续 的 状态 公式 来 计算 得 到 所 需 的 
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你 上 一 次 使 用 个 人 计算 机 计算 无 理 数 的 无 穷 数位 是 在 什么 时 候 ? 除 
非 你 是 通过 运行 程序 计算 你 的 数 百 万 位 数字 来 消 遗 ， 否 则 你 采用 的 任何 
程序 计算 出 的 数位 都 不 可 外 超出 你 喜爱 的 计算 器 的 计算 范围。 

很 显然 ， 图 灵 在 他 的 论文 中 建立 了 很 多 计算 机 编程 的 原理 和 概念 ， 
但 是 无 论 是 在 以 前 、 现 在 或 是 将 来 ， 计 算 实 数 的 无 穷 数 位 都 必然 不 是 计 
算 机 的 典型 活动 。 

实际 上 ， mu Neer o I ix 
些 块 称 作 消 数 、 例 程 、 子 程序 或 方法 (称呼 取决 于 特定 的 编程 语言 〉。 
一 般 来 说 ， 这 些 函 数 在 有 限 的 时 间 段 内 执行 某 个 特定 的 任务 ， 它 们 从 接 
收 输入 开始 ， 然 后 对 这 些 输入 进行 数学 运算 以 产生 输出 ， 最 后 把 控制 转 
移 给 其 他 函数 。 

函数 的 概念 起 源 于 数学 。 概 括 地 说 ， 函 数 是 把 输入 转换 成 输出 的 数 
学 实体 。 输 入 称 作 函数 的 参数 或 自 变 量 ;， 输 出 称 作 函 数 的 值 或 因 变 量 。 
函数 通常 被 限制 在 特定 类 型 的 数字 或 其 他 对 象 上 。 合 法 的 输入 称 作 函数 
的 定义 域 ， 所 有 可 能 的 结果 输出 值 称 作 值 域 。 

图 灵 在 其 论文 的 第 一 段 提 到 了 “可 计算 函数 ”的 概念 ， 并 把 它 作 为 未 
来 探索 的 主题 : 


管 本 论文 的 主题 是 可 计算 数 ， 但 是 我 们 同样 可 以 容易 地 
RURAL LEBER 数 ， 其 变量 可 以 是 整数 、 实 数 、 可 计算 
数 、 可 计算 请 词 等 。...... 我 希望 可 以 很 快 就 给 出 可 计算 数 、 隙 
数 等 之 间 的 关系 ， 这 将 包括 对 用 可 计算 数 表示 的 实 变 函 数理 论 
的 研究 。 


图 灵 并 没有 严格 按 这 种 方法 深入 研究 这 些 主题 。 你 在 第 17 章 会 看 
到 ， 当 斯 蒂 芬 . 克 莱 尼 〈 在 他 于 1952 年 出 版 的 《数学 引 论 》 中 ) 和 马丁 . 
戴 维 斯 〈 在 他 于 1958 年 出 版 的 《可 计算 性 与 不 可 解 性 》 中 ) 重新 设计 了 
图 灵机 并 用 它们 来 计算 整数 函数 而 不 是 实数 时 ， 可 计算 函数 的 概念 就 变 
得 十 分 重要 了 。 

在 某 种 意义 上 ， 我 们 已 经 看 到 了 执行 函数 的 机 器 。 通 用 机 就 是 这 样 
的 ， 因 为 它 把 机 器 的 标准 插 述 作为 输入 ， 输 出 中 包括 该 机 器 的 完全 格局 
以 及 机 器 本 应 计算 的 序列 。 

更 传统 的 函数 呢 ? 它们 是 什么 样子 的 ? 想 想 三 角 正 弦 函 数 。 输 入 是 
一 个 表示 和 角度 的 数值 ， 通 常 以 度 或 弧度 为 单位 。 假 定 这 个 角 是 直角 三 角 
形 中 的 一 个 角 ， 则 正弦 函数 计算 该 角 的 对 边 与 斜 边 的 比 。 更 一 般 地 说 
(定义 大 于 90° 的 角 的 正弦 函数 ) ， 从 笛 卡 儿 坐 标 系 的 原点 出 发 到 任意 


























一 点 画 一 条 线 。 这 条 线 与 X 轴 的 夹 角 〈 按 逆 时 针 方 癌 测量 ) 的 正弦 函数 
值 ， 就 是 这 条 线 的 端点 到 X 轴 的 距离 与 该 直线 长 度 的 比值 。 

尽管 正 弱 函 数 是 以 360? 或 2r 个 踊 度 为 周期 循环 的 ， 但 是 该 函数 的 定 
义 域 由 所 有 实数 组 成 ， 它 的 值 域 〈 函 数 的 值 ) 由 从 -1 到 1 之 间 的 实数 
(包括 -1 和 1) 组 成 。 

实际 计算 正弦 函数 是 要 用 到 如 下 的 无 穷 级 数 ， 其 中 x 以 弧度 为 单位 : 

€ x x 
sin(X)-x——-4—-— 
ar S p 

这 就 是 如 今 的 计算 机 计算 正弦 函数 时 所 用 的 公式 ， 尽 管 一 般 情 况 
下 ， 这 种 计算 是 在 计算 机 的 处 理 芯 片 而 非 软件 中 进行 的 。 

因为 实数 拥有 无 穷 数 目的 十 进 制 位 ， 因 此 计算 机 不 能 存储 任意 的 实 
数 ， 而 是 用 有 理 数 来 近似 实数 。1985 年 ， 美 国电 气 和 电子 工程 师 协会 
(IEEE) 公布 了 二 进 制 浮 点 运算 的 IEEE 标 准 ， 很 多 计算 机 系统 都 使 用 
该 标准 ， 以 一 种 适合 于 科学 计数 法 表示 的 形式 存储 数字 。 例 如 ， 常 用 的 
双 精 度 格式 使 用 64 位 存储 一 个 数 : 1 位 用 来 存储 符号 〈 正 或 负 ) ，11 位 
用 来 存储 指数 ，52 位 用 来 存储 尾数 ， 提 供 大 致 相当 于 16 位 十 进 制 数 的 精 
度 。_LLL 实质 上 ， 我 们 是 用 两 个 整数 来 存储 实数 123.456 的 ， 它 们 分 别 是 
8 687 443 681 197 687 (尾数 ) 和 46 (指数 ) ， 因 为 8 687 443 681 197 
687 除 以 246 近 似 等 于 123.456。 这 个 比值 是 一 个 有 理 数 ， 而 不 是 实数 。 

当 计 算 机 计算 一 个 正弦 值 时 ， 这 一 近似 是 很 重要 的 ， 因 为 它 可 以 保 
证 函数 在 有 限时 间 内 完成 。 尽 管 正 弦 函 数 是 作为 一 个 无 穷 级 数 来 计算 
的 ， 但 是 这 个 级 数 项 的 绝对 值 越 来 越 小 。 当 项 对 结果 的 精度 不 再 产生 影 
WB, pe BORA IE T o 

然而 ， 图 灵机 追求 无 限 的 精度 。 计 算 实数 时 ， 它 会 一 直 不 停 地 运 
算 。 由 于 计算 正弦 函数 的 无 限 级 数 中 的 每 个 项 都 包含 无 限 的 位 数 ， 因 此 
在 计算 正弦 函数 时 ， 妃 求 无 限 的 精度 是 个 大 问题 。 例 如 ， 当 角度 是 1 弧 
度 时 ， 第 二 项 是 116， 无 论 表 示 成 十 进 制 还 是 二 进 制 ， 它 都 需要 无 限 位 
数 。 如 果 机 器 需要 计算 第 二 项 的 无 限 个 数位 ， 它 怎么 样 才 能 运行 到 对 第 
三 项 的 计算 呢 ? 

一 种 可 行 的 方法 是 ， 依 次 计算 每 一 项 的 第 一 位 ， 直 到 某 一 项 的 第 一 
位 数字 为 0， 然 后 ， 再 依次 计算 每 一 项 的 第 二 位 ， 直 到 某 一 项 的 前 两 位 
数字 均 为 0， 依 此 类 推 。 这 显然 是 一 个 很 复杂 的 过 程 ， 特 别 是 你 不 想 机 
器 在 计算 得 到 结果 后 再 擦 除 结果 的 任意 位 时 。 

执行 正弦 函数 只 是 一 个 问题 ， 输 入 从 哪里 来 呢 ? 


























或 许 我 们 的 直觉 是 让 机 器 的 使 用 者 以 某 种 方式 “键入 ”机 器 需 要 计算 
的 角 。 这 显然 是 受 现在 的 交互 式 计 算 机 和 屏幕 计算 器 的 启发， 但 是 为 了 
接受 这 种 形式 的 输入 ， 需 要 重新 设计 图 灵机 。 这 比 目 前 我 们 所 做 的 工作 
量 更 大 。 

第 二 种 观点 是 将 函数 的 输入 “ 硬 编码 ”在 机 器 内 部 。 例 如 ， 我 们 可 以 
设计 一 台 专 门 计算 37.85° 的 正弦 值 的 机 器 。 尽 管 这 样 会 把 机 器 限制 为 只 
能 求解 某 一 个 角度 的 正弦 值 ， 但 是 我 们 还 是 希望 设计 出 的 这 种 机 器 易于 
修改 ， 从 而 可 以 计算 其 他 角度 的 正弦 值 。 

第 三 种 方法 是 把 角度 编码 到 纸 带 上 上 。 机 器 读 取 这 个 输入 ， 计 算 正 弦 
值 ， 然 后 再 把 结果 打印 到 纸 带 上 。 (我 猜 你 喜欢 这 么 做 ! 我 也 是 。) 

第 四 种 方法 是 让 机 器 自己 产生 输入 。 例 如 ， 机 器 首先 计算 角度 为 0° 
的 正弦 值 ， 然 后 计算 角度 为 1° 的 正弦 值 ， 再 计算 角度 为 2* 的 正弦 值 ， 等 
等 ， 并 把 每 个 结果 都 打印 在 纸 带 上 ， 最 后 会 得 到 一 张 包 含 很 多 角度 正弦 
值 的 “ 表 ”。 这 种 方法 要 求 机 器 计算 得 到 的 每 个 结果 都 只 包含 有 限 个 数 
位 。 

第 五 种 方法 需要 两 台 不 同 的 机 器 。 第 一 台 机 器 计算 实数 ， 第 二 台 计 
算 该 数 的 正弦 值 。 我 说 两 台 机 器 的 时 候 ， 实 际 上 是 指 可 以 实现 两 台 机 器 
逻辑 的 一 台 机 器 。 我 们 已 经 遇 到 过 以 这 种 方式 结合 的 机 器 。 在 第 8 节 中 
(本 书 第 166 一 167 页 ) ， 图 灵 把 一 台 判 定 机 器 外 和 通用 机 结合 起 来 ， 
构造 成 机 器 久 来 分 析 标 准 描述 。 这 种 做 法 的 好 处 是 ， 我 们 可 以 “插入 ”不 
同 的 第 一 台 机 器 来 计算 不 同 角 度 的 正弦 值 。 

这 些 做 法 都 是 有 问题 的 。 一 个 大 问题 是 正弦 函数 的 输入 和 输出 都 是 
实数 (至 少 理论 上 是 这 样 的 ) ， 而 实数 包含 无 限 位 。 键 入 一 个 有 无 限 位 
的 数 或 将 这 样 的 数 编码 在 纸 带 上 都 是 不 可 能 的 。 

事实 上 ， 即 使 你 将 角度 限制 在 简单 的 、 可 以 表示 成 有 限 的 十 进 制 数 
的 范围 内 ， 正 弦 函 数 需要 的 也 是 弧度 制 的 角度 。180°? 对 应 对 nt 个 弧度 ， 
因此 看 上 去 很 简单 的 10° 其 实 是 其 m18 个 弧度 一 一 一 个 包含 无 限 个 十 进 制 
位 数 的 超越 数 。 

现在 我 们 面临 的 是 一 台 需 要 计算 现 r18 引 度 的 机 器 和 另 一 台 计 算 访 
弧度 的 正弦 值 的 机 器 ， 事 实 上 这 两 台 机 器 是 在 同一 个 “元 机 器 ”中 运行 
的 。 第 二 台 机 器 不 可 能 等 到 第 一 台 机 器 计算 完成 后 再 开始 计算 ! 这 两 台 
机 器 需要 以 串联 模式 工作 ， 也 就 是 有 时 称 作 “燕尾 连接 ”的 一 种 编程 技 
术 。 计 算 角 的 机 器 得 到 一 个 新 的 数位 时 ， 计 算 该 角度 正弦 值 的 机 器 必须 
接收 这 个 数位 ， 并 计算 出 结果 的 一 个 新 的 数位 。 这 两 台 机 器 间 会 永远 进 
行 这 一 相互 作用 的 来 回 。 
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机 只 能 计算 数论 函数 ， 也 就 是 域 和 值 域 都 限制 在 非 负 整数 的 函数 ， 感 到 
惊讶 了 。 他 们 都 把 函数 输入 编码 成 笔画 。 例 如 ， 在 8 个 连续 的 格 中 男 简 
单 的 竖 线 来 表示 数字 7《〈 数 字 0 只 需要 1 画 ) 。 

通 第 情况 下 ， 当 计算 一 个 函数 时 ， 你 不 会 想 让 这 个 计算 永久 进行 下 
去 。 你 希望 函数 会 结束 ， 这 样 便 可 以 检测 结果 。 因 此 ， 经 克 羔 尼 和 戴 维 
斯 改造 的 图 灵机 在 计算 结束 的 时 候 会 停止 运行 。 显 然 ， 用 于 计算 非 负 整 
数 的 加 法 和 乘法 的 机 器 不 需要 永久 地 运行 。 在 克 莱 尼 和 戴 维 斯 的 设计 
中 ， 不 能 停止 运行 的 机 器 被 看 作 是 故障 机 器 。 戴 维 斯 把 判定 一 台 图 灵机 
是 售 能 够 正确 地 完成 计算 并 停机 的 过 程 称 为 停机 问题 。 后 来 ， 停 机 问题 
被 等 同 于 图 灵机 ， 但 是 这 个 概念 与 图 灵 最 初 的 论文 无 关 。 

既然 我 们 已 经 考虑 了 构造 处 理 实数 函数 的 图 灵机 时 遇 到 的 一 些 与 生 
俱 来 的 问题 ， 接 下 来 我 们 准备 学 习 图 灵 在 他 论文 的 第 10 市 中 提出 的 解决 
An. 

第 10 贡 其实 是 第 9 节 的 延续 。 前 一 节 的 开头 ， 图 元 对 于 其 机 器 的 计算 
能 力 问 题 给 出 了 三 个 论据 。 第 三 个 是 第 10 节 的 主题 ， 即 “给 出 一 大 类 可 
计算 数 的 示例 ”。 同 时 ， 图 灵 讨 论 的 重点 稍 有 改变 ， 从 原来 的 可 计算 数 
转移 到 了 可 计算 函数 的 范围 。 

第 10 节 可 能 是 图 灵 论 文中 最 少 被 分 析 的 部 分 ， 通 常 也 是 最 难 理解 的 
一 节 。 他 写 得 很 简洁 ， 有 时 还 有 点 模糊 。 我 没有 信心 总 是 能 够 完全 准确 
地 揭示 他 的 论点 。 

也 许 这 并 不 令 人 惊讶 ， 图 灵 一 开始 就 讨论 了 “ 带 有 整数 变量 的 可 计算 
函数 ”"， 并 且 定 义 这 样 函数 的 “最 简单 的 ”方式 需要 非 负 整数 的 定义 域 和 
值 域 。 























10. Examples of large classes of numbers which are 
computable. 

It will be useful to begin with definitions of a computable function 
of an integral variable and of a computable variable, etc. There are 
many equivalent ways of defining a computable function of an 
integral variable. The simplest is, possibly, as follows. If y is a 
computable sequence in which 0 appears infinitely? often, and n is 
an integer, then let us define &(y,n) to be the number of figures 1 
between the n-th and the (n + 1)-th figure O in y. Then e(n) is 
computable if, for all n and come y, e(n) = é&(y,n). 

t If A computes y, then the problem whether A prints O infinitely 


often is of the same character as the problem whether ¿| is circle- 
free. 
10. 大 量 可 计算 数 的 示例 

以 定义 整数 变量 和 可 计算 变量 的 可 计算 函数 开始 ， 会 非常 有 用 。 
有 很 多 等 价 的 方法 用 来 定义 整数 变量 的 可 计算 函数 。 下 面 的 定义 可 能 
是 最 简单 的 。 如 果 y 是 一 个 可 计算 序列 ， 其 中 0 出 现 无 穷 次 1+，n 是 一 个 
整数 ， 我 们 定义 E(y, n) 为 y 中 第 n 个 0 和 第 (n+1) 个 0 之 间 数 字 1 的 个 数 。 
oe 存在 某 个 y， 使 得 g(n) = Ely, n)， 则 g(n) 是 可 计算 
J 

t 如 果 计 算 y， 则 WW 是否 无 限 打 印 0 的 问题 与 机 是 否 是 非 循环 的 
问题 是 同一 性 质 。 

我 需要 举例 子 说 明 。 假 设 函 数 g (希腊 字母 phi〉 简 单 定义 为 : 








g(n) 7 2n * 1, 
其 中 n 为 非 负 整数 。 则 ， 
g(0) =1 
ø(1)=3 
ø(2)=5 
ø(3)=7 


对 应 于 该 函数 的 序列 y〈 和 希腊 字母 gamma ) X: 
010111011111011111110... 

注意 ， 两 个 相 邻 的 0 之 间 分 别 是 一 个 1、 三 个 1、 五 个 1、 七 个 1 等 ，1 
的 数 日 与 每 个 连续 的 非 负 整数 n 的 函数 g(n) 的 值 相对 应 。 

y 是 可 计算 序列 吗 ? 对 我 而 言 ， 它 的 确 看 上 去 是 可 计算 的 。 这 意味 着 
A 计算 y 的 机 器 永远 不 停 地 运行 ， 计 算出 函数 所 有 
^ MEL e 

图 灵 从 与 我 的 例子 完全 相反 的 角度 处 理 这 个 可 计算 函数 的 问题 : 他 
假定 y 序 列 总 是 包含 无 穷 个 0， 函 数 Ey, n) (希腊 字母 xi) 表示 每 对 相 邻 
的 0 之 间 数 字 1 的 个 数 ， 并 且 e(n)-&y, n). 

从 这 点 看 ， 计 算 包 含 无 穷 个 0 的 序列 的 任何 机 器 也 是 在 计算 一 个 正 整 
数值 的 函数 ， 尽 管 一 般 情 况 下 ， 我 们 不 能 判定 机 器 是 否 确实 满足 这 个 标 
准 。 

现在 ， 图 灵 假 定 一 个 与 函数 g 相 对 应 的 谓词 ， 使 得 该 函数 的 计算 类 似 
于 数字 的 基于 逻辑 的 演算 ， 也 就 是 图 灵 在 论文 第 9 节 、 本 书 前 一 章 中 论 
述 的 内 容 。 

















An equivalent definition is this. Let H(x, y) mean @(x)=y. 

如 此 ， 我 们 得 到 一 种 等 价 的 定义 。 定 义 H(x y)， 其 中 g(x) = yo 

我 们 使 用 相同 的 例子 。 改 变 函 数 的 和 目 变量 ， 现 在 的 定义 如 下 : 

p(x) 22x41 
使 用 前 一 章 中 描述 的 谓词 I 来 定义 H(x, y): 
(3z (Product(u", x, z) & Sum(z.u', y)) 
如 果 存 在 某 个 z， 使 得 2 乘 以 x 等 于 z， 且 z 加 1 等 于 y 均 为 真 ， 则 该 公式 
EM | T rI 
Then, if we can find a contradiction-free axio ® such that 
YIP P, 

然后 ， 如 果 我 们 能 找到 一 个 非 了 矛盾 的 公理 Og, EE OP, 

则 9le 一 定 是 定义 五 所 需 谓 词 的 公理 〈 这 个 例子 中 的 Product 和 Sum ) 
PIA HSK, AXA AR SR AE GT. o 

and if for each integer n there exists an integer N, such that 
9l; & r^ — H(u(?, u(*)), 
并 且 如 果 对 每 个 整数 n 都 存在 一 个 整数 N， 使 得 
ol & F^ _, H(u™ u(@™)), 

你 会 想起 ，FO 是 后 继 函 数 的 合 取 式 的 缩写 形式 。N 必 须 至 少 等 于 n 和 
g(n) 中 较 大 的 一 个 。 在 我 们 的 例子 中 ， 当 n = 10Bf, e(n)-21. eH ib 
需要 数字 1 和 2， 并 且 z 的 值 为 20。 因 此 ，N 必 须 至 少 等 于 21 才 能 定义 足够 
多 的 数字 ， 而 在 某 些 情况 下 ， 它 可 以 比 n 和 g(n) 的 值 都 大 。 

and such that, if mze(n), then, for some N', 

Ily & F^? = (—H(u», y), 
且 使 得 如 果 mzg(n)， 则 对 某 个 NN”， 
Wy & FX) > (Hu, u™), 

公式 末尾 漏 掉 了 右 半 括 号 。 总 之 ， 当 第 一 个 参数 为 n， 第 二 个 参数 为 
g(n) 时 ， 谓 词 太 为 真 ， 否 则 为 假 。 对 于 第 二 个 公式 ，N’ 的 值 也 至 少 要 等 
于 m， 但 是 稍 后 你 将 看 到 ， 我 们 在 演示 中 不 会 涉及 比 n 大 的 m 值 。 


then 2 may be said to be a computable function. 




















则 可 以 说 g 是 一 个 可 计算 函数 。 

到 这 儿 ， 图 灵 结 束 了 他 的 讨论 ， 但 并 没有 真正 描述 它 应 该 如 何 发 挥 
作用 。 机 器 系 的 妃 一 种 修正 ， 是 枚 举 出 所 有 可 证 明 的 公式 。 图 元 在 第 9 
节 描 述 的 机 器 针对 nm 的 连续 取 值 依次 枚 举 出 这 些 可 证 明 的 公式 ， 根 据 谓 
词 G 的 真 值 ， 为 n 的 每 个 值 打印 一 个 0 或 1。 

这 里 的 新 问题 需要 一 台 机 需 筷 ,来 计算 前 面 描述 的 序列 y: 

010111011111011111110... 

其 中 ， 每 个 1 串 中 数字 “1” 的 数目 为 对 应 于 n 的 连续 值 的 函数 g(n) 的 
值 。 最 大 的 不 同 是 ， 这 台 机 器 不 仅 对 连续 的 n 值 ， 还 对 变化 的 n 和 m 的 
值 ， 枚 举 出 所 有 可 证 明 的 公式 。 

对 于 n 和 m 的 每 个 新 值 ， 机 器 首先 打印 公式 A 和 B 仍 使 用 为 之 前 的 机 
器 设置 的 术语 ) : 


A9, & ^ Huu) B&F? 一 (Cpu, um) 
然后 通过 产生 所 有 的 可 证 明 的 公式 ， 尝 试 与 二 者 中 的 一 个 进行 匹 











配 。 
机 器 从 n 等 于 0 开始 计算 。n 是 函数 g(n) 的 参数 ， 也 是 谓词 H(n, m) 的 第 
一 个 参数 。 对 n 的 每 个 新 的 值 ， 机 妖 打 印 一 个 0， 然 后 把 m 设 置 为 0。m 可 
能 是 函数 g(n) 的 结果 ， 它 是 谓词 H(n, m) 的 第 二 个 参数 。 

对 m 的 每 个 新 的 取 值 ， 机 器 开始 产生 所 有 可 证 明 的 公式 。 如 果 与 公 
式 B 匹 配 ， 则 机 器 打印 一 个 1， 因 为 mm 的 值 不 是 函数 e(m 的 结果 。 机 器 增 
大 m， 打 印 新 的 A 和 B， 然 后 再 次 开始 产生 可 证 明 的 公式 。 如 果 与 公式 A 
歼 配 ， 则 该 m 值 是 函数 g(n) 的 结果 ， 机 器 继续 对 n 的 下 一 个 值 进行 处 理 。 
对 于 n 的 下 一 个 值 ， 机 器 开始 打印 一 个 0， 并 且 将 m 设 置 回 0。 

以 这 种 方式 ， 机 器 打印 出 序列 y， 其 中 的 每 个 1 串 中 数字 1 的 数目 都 表 
示 依 次 增 大 的 整数 参数 对 应 的 函数 值 。 

We cannot define general computable functions of a real 
variable, since there is no general method of describing a real 
number, 

由 于 没有 描述 实数 的 一 般 方 法 ， 因 而 我 们 无 法 定义 一 般 的 实数 变 
量 的 可 计算 函数 。 

这 就 是 我 之 前 考虑 将 实数 编码 在 纸 带 上 供 函 数 处 理 时 遇 到 的 问题 。 

but we can define a computable function of a computable 
variable. 


但 是 ， 我 们 可 以 定义 一 个 以 可 计算 数 为 变量 的 可 计算 函数 。 








这 需要 可 计算 数 的 计算 和 可 计算 函数 的 计算 串联 工作 。 在 或 许 是 最 
简单 的 情况 下 ， 每 次 计算 得 到 变量 的 一 个 新 数位 后 ， 可 计算 函数 就 会 接 
收 它 ， 并 打印 出 结果 的 新 的 数位 。 可 计算 变量 和 可 计算 函数 始终 保持 相 
同 的 有 效 数位 ， 从 而 保持 相同 的 精度 。 


图 灵 所 采用 的 例子 是 三 角 正切 函数 。 他 想 对 各 种 各 样 的 ， 其 实 是 所 
有 的 可 计算 数 计算 它们 的 正切 值 ， 但 是 他 没有 为 一 个 计算 的 终止 和 男 一 
个 计算 的 启动 指定 任何 标准 。 


If n is satisfactory, let y, be the number computed by Æ (n), and 


Gs = tan (x (Yn 一 i) : 


unless y, = 0 or y, = 1, in either of which cases an = 0. 
nien] RAH, BEY, AILAN (n) 计 算得 到 的 数字 ， 并 且 
An = tan (T (y, — 1/2 ) ) 








let 


[255] 


in 

URdEy,— 0: y,—1. ERMA TAL, a4—0. 

后 面 的 脚注 表明 这 不 是 唯一 可 能 的 函数 ， 不 过 图 灵 特 地 挑选 了 一 个 
简单 的 例子 。 因 为 图 灵机 计算 0 和 1 之 间 的 实数 ， 所 以 无 论 机 器 如 何 定 
义 ， 多 的 值 都 介 于 0 和 1 之 间 。 正 切 函数 的 参数 范围 介 于 之 1/2r 和 1/2T 之 
则 ， 这 是 用 弧度 制 表示 的 角 ， 等 价 的 角度 范围 是 之 -90° 到 90°。 

Then, as n runs through the satisfactory numbers, a, runs 
through the computable numbers'. 

t A function a,, may be defined in many other ways so as to run 
through the computable numbers. 

BOB. MASEL, a, AA EG. 
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数 。 

-90° 到 90° 之 间 和 角度 的 正切 值 的 变化 范围 是 (-%, 00) , AE ER 
整个 实数 集 。〔 严 格 地 说 ，〉-90°* 和 90° 角 的 正切 值 没 有 定义 ， 这 也 正 是 
为 什么 图 灵 单 独处 理 这 两 种 情况 的 原因 。)〉 除 去 极 少数 例外 ， 正 切 函 数 
的 结果 都 是 超越 数 。 

图 未 后 来 才 建议 ， 我 们 事实 上 可 以 定义 计算 一 个 角 的 正切 值 的 图 灵 
机 。 跟 正弦 函数 相似 ， 正 切 函 数 也 可 以 通过 一 个 无 祁 级 数 来 计算 : 
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x 的 变化 范围 从 围 1/2r 到 1/2r。 

Now let a(n) be a computable function which can be shown to 
be such that for any satisfactory argument its value is satisfactory*. 
Then the function f, defined by f(a;)-a5(,, is a computable function 
and all computable functions of a computable variable are 
expressible in this form. 

t Although it is not possible to find a general process for 
determining whether a given number is satisfactory, it is often 
possible to show that certain classes of numbers are satisfactory. 

令 G(m) 为 一 个 可 计算 函数 ， 对 任意 的 可 接受 参数 ， 它 的 值 都 是 可 
接受 的 +。 则 定义 为 fan)=qg(n) 的 函数 是 一 个 可 计算 函数 ， 并 且 所 有 
可 计算 变量 的 可 计算 函数 都 可 以 表示 成 这 种 形式 。 

+ 尽管 不 可 能 找到 可 以 判定 某 个 给 定 的 数字 是 否 是 可 接受 的 通用 
过 程 ， 但 是 通常 情况 下 ， 表 明 菜 一 特定 类 的 数字 是 可 接受 的 还 是 有 可 
能 的 。 

函数 g(n) 的 定义 域 和 值 域 都 是 符合 要 求 的 机 右 的 描述 数 。 或 许 我 们 只 
考虑 某 种 特定 格式 的 机 器 ， 很 容易 束 可 以 将 其 构造 成 是 符合 要 求 的 。 函 
数 g(n) 修 改 搬 述 数 ， 其 实 是 重新 编程 机 器 ， 使 得 它 可 以 计算 出 其 他 东 
西 。 例 如 ，e(m 可 以 重新 编程 机 器 ， 使 它 不 再 求解 x， 而 是 x 的 两 倍 再 加 
1， 即 执行 函数 2x + 1. 

Similar definitions may be given of computable functions of 
several variables, computable-valued functions of an integral 
variable, etc. 

| shall enunciate a number of theorems about computability, but 
| shall prove only (ii) and a theorem similar to (iii). 

类 似 地 ， 也 可 以 定义 包含 几 个 变量 的 可 计算 函数 、 包 含 整 数 变量 
且 值 为 可 计算 数 的 函数 ， 等 等 。 

我 将 给 出 一 些 关 于 可 计算 性 的 定理 ， 但 是 只 证 明 ( 让 及 与 ( 亲 相 似 的 
XE. 

随后 的 十 个 定理 用 小 写 罗 马 数 字 编 号 。 图 灵 论 文 第 10 节 的 最 后 两 页 
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(i) A computable function of a computable function of an integral 
or computable variable is computable. 


(i) 以 整数 或 可 计算 数 为 变量 的 可 计算 函数 的 可 计算 函数 是 可 计算 
的 。 


换 句 话说 ， 我 们 可 以 把 这 些 东 西 堆积 起 来 。 从 计算 一 个 数 的 机 器 出 
发 ， 使 用 另 一 台 机 需 执 行 这 个 数 的 函数 ， 然 后 再 使 用 一 台 机 需 执 行 第 一 
个 函数 的 结果 的 函数 。 与 之 前 基于 三 角 正 切 函 数 的 机 器 类 似 ， 这 些 机 器 
不 会 等 待 前 一 阶段 完成 以 后 再 运行 。 它 们 必须 以 串联 方式 工作 ， 或 许 是 
随 着 每 一 个 数位 的 计算 ， 从 一 个 阶段 向 男 一 个 阶段 传递 信息 。 

(il) Any function of an integral variable defined recursively in 
terms of computable functions is cpmputable. /.e. if e(m,n) is 
computable, and r is some integer, then n(n) is computable, where 


i(0) =r, 





n(n) = $ (n, n(n — 1)). 
(站 以 可 计算 函数 递归 定义 的 任何 包含 整数 变量 的 函数 是 可 计算 
的 。 例 如 ， 如 果 g(m, n) 是 可 计算 的 ，/ 是 整数 ， 则 n(n) 是 可 计算 的 ， 
Ru, 
(0) = r. 


n(n) = $ (n.n(n -1)) 
Hx WHEE OGXJete) 与 斜体 的 mA 有 点 相像 。“ 包 含 整数 变量 的 
函数 ?是 思 “可 计算 函数 ” 指 的 是 g(m, n)。 作 为 例子 ， 我 们 假设 r = 1， 函 
数 g(m, n) 简 单 定义 为 ; 














ó(m.n)-m:n 
我 确定 g(m, 门 是 可 计算 的 。 我 们 计算 7 的 几 个 值 : 
n(0)=r=1 
n(1) = ø(1, n(0)) -e(1, 1) - 1:1- 1 
n(2) = 22, n(1)) -e(2, 1) = 221-2 
n(3) = (3, n(2)) =o(3, 2) = 332-6 
n(4) = e(4, n(3)) =0(4, 6) = 4:6 = 24 
n(5) = e(5, n(4)) =0(5, 24) = 5-24 = 120 


函数 n(n) 是 阶乘 函数 的 递归 定义 。 到 本 节 最 后 ， 图 灵 将 证 明 使 用 可 计 
算 函 数 g(m, n) 定 义 的 整数 函数 (如 n(n) 本 吴 也 是 可 计算 的 。 

(iii) If ø(m, n) is a computable function of two integral variables, 
then g(n, n) is a computable function of n. 

(ii) 如 果 e(m, n) 是 一 个 包含 两 个 整数 变量 的 可 计算 函数 ， 则 g(n， 
n) 是 关于 的 可 计算 函数 。 

这 个 定理 听 起 来 很 平凡 ， 但 图 灵 利 用 这 个 机 会 做 了 一 些 有 趣 的 事 。 
本 章 以 对 它 的 证 明 结 束 。 

(iv) If g(n) is a computable function whose value is always 0 or 
1, then the sequence whose n-th figure is a(n) is computable. 

(iv) 如 果 g(n) 是 一 个 其 值 总 为 0 或 1 的 可 计算 函数 ， 那 么 第 0 位 数字 
为 g(n) 的 序列 是 可 计算 的 。 

例如 ， 假 设 函 数 IsSPrime( 门 当 n 是 素数 时 返回 1， 人 否则 返回 0。 图 灵 断 
定 下 面 的 序列 是 可 计算 的 : 

0011010100010100010100010000010... 

我 只 展示 了 mn 从 0 开始 的 前 31 位 数字 。 与 素数 2、3、5、7、11、13、 
17、19、23 和 29 对 应 的 数位 都 设置 成 1。 

图 灵 接 着 引用 了 戴 德 金 定理 。 这 里 给 出 了 G. H. 哈代 的 《 纯 数学 教 
程 》 第 1 章 中 对 该 定理 的 陈述 。1931 年 ， 图 灵 为 准备 剑桥 大 学 的 秋季 入 
学 考试 开始 阅读 这 本 书 ， 那 也 可 能 是 他 第 一 次 过 到 这 个 定理 。 


戴 德 金 定理 如 果 按 照 以 下 的 方法 把 实数 集合 分 割 成 两 类 L 
TIR: 

(i) 每 个 数 只 属于 两 个 类 中 的 一 类 ; 

(ii) 每 个 类 至 少 包含 一 个 数 ; 

(让) 工 中 的 任意 一 个 数 都 小 于 R 中 的 任意 一 个 数 。 

则 存在 一 个 数 ag， 满 足 小 于 它 的 所 有 数 都 属于 L 类 ， 大 于 它 
人 
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之 间 最 基本 的 区 别 ， 特 别 是 ， 实 数 是 如 何 组 成 了 连续 统 ， 而 有 理 数 不 
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想象 从 左边 的 负 无 穷 到 右边 的 正 无 穷 有 一 条 数 轴 ， 也 可 以 只 考虑 这 
个 数 轴 的 一 段 。 把 它 分 割 成 两 个 部 分 〈 这 称 为 戴 德 金 分 割 ) 。- 些 数 在 


左边 的 线 上 《定理 中 的 L) ， 另 一 些 数 在 右边 的 线 上 ORO. 

例如 ， 你 可 以 在 1.5 处 分 割 这 条 直线 ， 因 此 工 中 的 所 有 数 都 小 于 1.5， 
R 中 的 所 有 数 都 大 于 1.5。 那 1.5 自 身 呢 ? 你 可 以 把 它 放 在 L 中 ， 也 可 以 放 
在 R 中 。 把 1.5 放 在 L 中 ， 它 是 L 中 的 最 大 数 ，R 中 没有 最 小 数 。 换 句 话 
说 ，R 中 没有 一 个 比 其 余 的 数字 都 小 的 数 。 男 一 方面 ， 把 1.5 放 在 R 中 ， 
它 是 R 中 的 最 小 数 ， 工 中 没有 最 大 数 。 

在 2 的 平方 根 处 分 割 这 条 直线 。 如 果 这 条 数 轴 仅 由 有 理 数 组 成 ， 那 么 
EL 中 的 所 有 数 都 小 于 2 的 平方 根 ，R 中 的 所 有 数 都 大 于 2 的 平方 根 。 因 为 2 
的 平方 根 不 是 有 理 数 ， 它 既 不 属于 L， 也 不 属于 R。 此 外 , LPRA RK 
数 ，R 中 也 没有 最 小 数 。 这 条 直线 在 2 的 平方 根 处 出 现 间断 。 

然而 ， 如 果 这 条 数 轴 是 由 实数 组 成 的 ， 则 2 的 平方 根 必 须 属于 或 者 
R。 你 无 法 定义 一 个 实数 的 分 割 ， 使 得 这 个 分 割 点 既 不 属于 LL 也 不 属于 
R。 这 就 是 为 什么 实数 可 以 组 成 连续 统 ， 而 有 理 数 不 能 的 原因 。 

Dedekind's theorem does not hold in the ordinary form if we 
replace "real" throughout by "computable". 

如 果 我 们 用 "可 计算 数 " 蔡 换 “实数 "， 那 么 一 般 形 式 表示 的 戴 德 金 定 
TELA BOIL. Y 

可 计算 数 不 能 组 成 连续 统 ， 因 为 你 可 以 在 一 个 非 可 计算 数 处 做 戴 德 
金 分 制 。 这 个 数 也 许 太 复杂 (也 就是 太 随 机 〉 而 难以 用 算法 定义 ， 或 者 
你 也 可 以 定义 这 个 数 ， 例 如 ， 由 每 个 可 计算 数 中 的 一 个 数位 构成 的 数 ， 
但 无 法 计算 它 。 这 个 分 割 把 可 计算 数 分 成 两 个 部 分 ， 使 得 L 中 没有 最 大 
数 ，R 中 也 没有 最 小 数 。 

But it holds in the following form: 

但 是 用 下 面 的 形式 表示 ， 戴 德 金 定理 仍然 成 立 : 

注意 下 面 的 罗马 数字 ， 这 是 在 图 灵 定 理 (v) 提 出 的 。 当 参数 (一 个 可 
计算 数 ) 小 于 (或 者 小 于 等 于 ) 某 个 固定 数 E (希腊 字母 xi〉 Bp. ÉD 
在 这 里 引入 的 命题 函数 G(a) 为 真 。 

函数 G(a) 把 可 计算 数 分 成 两 类 : L， 使 G(a) 返 回 真 的 可 计算 数 ，R， 
使 G(a) 返 回 假 的 可 计算 数 。 哈 代 关 于 戴 德 金 定理 的 描述 满足 条 件 (i)， 因 
为 对 于 每 个 可 计算 数 ，G(a) 的 值 或 为 真 或 为 假 。 


(v) If G(a) is a propositional function of the computable numbers 


and 
(a) (Aa) GFG) & (—G(p))}, 
(v) 如 果 G(a) 是 可 计算 数 的 命题 函数 ， 并 且 



































(a) (3o) 30[G(o) & (—G(B))}, 
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(b) Gla) & (—G(f)) > (a < B), 


(b) Ga) & (—G(f)) > (a < P), 


图 灵 的 公式 (pb) 与 哈代 的 条 件 ( 闲 等 价 。 如 果 G(m 为 真 ， 那 么 aq 在 L 
中 ; 如 果 G(B) 为 假 ， 则 B 在 R 中 ， 且 a 小 于 B。 
and there is a geral process for determining the truth value of 
G(a), then [256] there is a computable number € such that 
[256] 
there is a computable number & such that 


Glia) > a x £, 


—G(a) — a > &. 
并 且 存 在 判定 G(m 真 值 的 通用 过 程 ， 那 么 存在 一 个 可 计算 数 E 
满足 : 
Glia) > a <é, 


—Gla)> a > E. 
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数 ， 一 般 情 况 下 ， 它 不 能 显 式 地 存储 在 G(m 的 定义 中 。 然 而 ， 通 过 不 
斯 缩小 这 个 值 的 范围 ， 机 器 是 有 可 能 计算 得 到 该 数 的 。 事 实 上 ， 可 以 
不 断 地 检测 G(a) 的 更 加 准确 的 值 ， 计 算 5 的 机 器 就 是 这 么 做 的 。 

In other words, the theorem holds for any section of the 
computables such that there is a general process for determining 
to which class a given number belongs. 

换 句 话说 ， 对 于 任意 的 可 计算 数 ， 只 要 存在 判定 某 个 给 定 的 数 
属于 哪 一 类 的 通用 过 程 ， 戴 德 金 定理 都 是 成 并 的 。 

在 下 一 句 话 中 ,“ 可 计算 数 序 列 " 这 个 表达 可 能 有 点 模糊 ， 因 为 几 
乎 从 论文 的 开始 ， 图 灵 都 是 使 用 “可 计算 序列 ?来 指 代 机 器 产生 的 数 
位 。 他 这 里 所 说 的 "序列 " 指 的 是 可 计算 数 的 有 序 集合 。 





Owing to this restriction of Dedekind's theorem, we cannot 
say that a computable bounded increasing sequence of 
computable numbers has a computable limit. This may possibly 
be understood by considering a sequence such as 

- ded i4 
, 9 , 4 , 8 》 16 》 * e 

由 于 戴 德 金 定理 的 这 个 局 限 性 ， 我 们 不 能 声称 一 个 可 计算 的 有 
界 递增 可 计算 数 序列 是 有 可 计算 的 极限 的 。 看 看 下 面 的 序列 或 许 有 
助理 解 : 
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几 年 前 ，sci.logic 新 闻 组 的 讨论 主题 就 是 这 一 小 段 文字 ， 
http://sci.techarchive. net/Archive/sci.logic/2004-08/2244.html 上 记录 
了 这 一 进程 。 一 种 见解 是 ， 最 后 的 1/2 是 错误 的 ， 事 实 上 应 该 是 是 
1/32。 修 正 后 ， 这 个 序列 好 看 多 了 ， 但 是 它 不 可 能 是 图 灵 所 想 的 ， 因 
为 如 果 是 这 样 ， 这 个 序列 显然 越 来 越 接近 于 0， 而 0 当然 是 一 个 可 计 
算 的 极限 。 

一 种 貌似 更 加 合理 的 推测 是 ， 图 灵 正 在 展示 的 序列 看 上 去 是 趋同 
一 个 可 计算 的 极限 ， 但 事实 上 并 非 如 此 。 这 个 序列 或 许 约束 在 一 1 和 
1 之 间 ， 但 是 它 并 没有 告诉 我 们 这 个 极限 是 否 真 的 可 计算 。 

On the other hand, (v)enables us to prove 




















(vi) If a and B are computable and a < p and g(a) < 0 < e(p), 
where g(a) is a computable increasing continuous function, then 
there is a unique computable number y, satisfying a « y « B and 
g(y) = O. 

男 一 方面 ，(V) 使 得 我 们 可 以 证 明 : 


(vi) 如 果 a 和 B 是 可 计算 的 ， 且 a<B6，g(a)<0<g(B)， 其 中 ，gg(q) 
是 一 个 可 计算 的 递增 连续 函数 ， 那 么 存在 唯一 的 可 计算 数 y 满 足 
a<y<B, Hø(y)=0. 
图 灵 暗 指 一 个 可 计算 函数 ， 它 可 能 是 一 个 多 项 式 : 
p(x)=5x -3x 一 7 
众所周知 ， 任 何 奇 数 次 (最 大 的 指数 ) 的 实 多 项 式 都 至 少 有 一 





实 根 ， 也 就 是 说 ， 有 一 个 值 X 使 得 这 个 多 项 式 的 值 为 0。 

对 于 多 项 式 g(x)， 通 过 观察 g(1)=-5， g(2)=21， 可 以 缩小 根 的 范 
围 。 这 个 根 必 须 介 于 1 和 2 之 间 。 

数字 1 和 2 就 是 图 灵 描 述 中 的 gg 和 B， 你 可 以 发 现 a < B 且 g(a) 
<0<(B)。 因 为 这 个 函数 是 连续 的 ( 即 没有 中 断 ) ， 所 以 存在 一 个 值 
y， 它 介 于 a 和 Bp 之 间 ， 旦 g(y) 的 值 为 0。 我 们 目标 就 是 计算 这 个 y。 我 
们 可 以 在 qa 和 BB 的 中 间 选 择 一 个 数 ， 如 1.5， 计 算 g(1.5)， 结 果 为 
3.125。 因 为 3.125 大 于 0， 所 以 可 以 把 1.5 作 为 新 的 B 值 。 现 在 我 们 知 
道 根 是 1 和 1.5 之 则 的 某 个 数 。 再 尝试 1.25。g(1.25) = (1.921875， 结 
果 小 于 0， 因 此 把 1.25 作 为 新 的 a 值 。 现 在 我 们 知道 这 个 根 介 于 1.25 和 
1.5 之 间 。 每 一 步 都 可 以 把 这 个 根 约 束 在 一 个 更 小 的 范围 内 ， 事 实 上 
WE TE VT FIX PAR o 

粗略 地 说 ， 如 果 一 个 数列 中 两 个 连续 数 的 差 的 绝对 值 越 来 越 小 ， 
那么 我 们 称 这 个 数列 是 收敛 的 。 (我 说 “粗略 地 ?是 因为 在 序列 的 前 面 
部 分 ， 这 些 差 值 的 绝对 值 可 能 不 会 变 小 。) 任何 实数 都 可 以 表示 成 一 
个 有 理 数 的 收敛 序列 。 最 简单 地 ， 可 以 使 用 如 下 的 有 理 数 序列 来 描述 
E 实数 : 

ao=3 

a,=3.1 

Ay = 3.14 

qs = 3,141 

@a = 3.1415 

a, = 3/14159 





这 些 全 是 有 理 数 ， 它 们 都 越 来 越 接近 于 无 理 数 这。 这 个 序列 是 收 
全 的 ， 因 为 连续 的 两 个 数 的 差 值 越 来 越 小 ， 如 a 和 a 的 差 为 0.0005， 
而 a4 和 as 的 差 为 0.00009。 

数学 上 ， 常 把 这 个 差 用 一 个 小 写 的 = 〈 读 为 epsilon) 表示 。 你 可 
以 选择 任意 小 的 a 值 ， 如 0.0001。 对 于 这 个 e 值 ， 如 果 存 在 某 个 数 N， 
使 得 对 所 有 的 n > N 和 m > N， 对 应 项 an 和 am 的 差 的 绝对 值 都 小 于 我 
们 所 选 的 任意 小 的 数 ， 即 |a, —a, | < E ， 则 该 序列 是 收敛 的 。 在 


上 面 的 例子 中 ，e 的 值 为 0.0001，N 为 3， 因 为 |a, 一 aj| < 0.0001 





， 当 n 和 mm 大 于 3 时 ，an 和 am 的 差 也 同样 会 小 于 0.0001.。 
图 灵 以 类 似 的 方式 定义 了 可 计算 收敛 。 


Computable convergence. 





We shall say that a sequence £,, of computable numbers 


converges computably if there is a computable integral valued 
function N(r]) of the computable variable n, such that we can 
show that, if n > O and n > N(r) and m > N(n), then 


IB — m| < €. 

可 计算 收敛 

如 果 对 于 可 计算 变量 存在 一 个 可 计算 整数 函数 Ne)， 使 得 对 于 
任意 e>0, n>Ne), m» N(e), M|B, — B,|« e , 34 
我 们 称 这 个 由 可 计算 数组 成 的 序列 B, 为 可 计算 收敛 的 。 

在 这 里 ， 序 列 中 的 数 必须 是 可 计算 的 ， 图 灵 还 要 求 e 是 可 计算 的 ， 
且 N(e) 是 可 计算 函数 。 


We can then show that 
(vii) A power series whose coefficients form a computable 


sequence of computable numbers is computably convergent at 
all computable points in the interior of its interval of convergence. 


我 们 可 以 证 明 : 
(vii) 如 果 一 个 肾 级 数 的 系数 构成 了 一 个 可 计算 数 的 可 计算 序 
列 ， 那 么 这 个 寡 级 数 在 其 收敛 域内 的 可 计算 点 处 是 可 计算 收敛 的 。 
一 个 里 级 数 是 形 如 : | 
à, ba xax Fa X Fa X T... 
的 无 限 和 。 正 如 我 之 前 介绍 的 ， 你 可 以 把 三 角 正 弦 函 数 用 暴 级 数 
形式 表示 出 来 : 





; x x x 
Ssm(x)—-x——4——— + 
3! dL R 
这 些 系数 〈 即 ai 的 值 ) 是 1、0、-1/3!、0、41/5!、0、1/7!， 等 等 。 
这 些 系 数 当然 是 一 个 可 计算 序列 。 某 些 寡 级 数 只 有 在 x 等 于 0 时 才 收 
化 。 男 一 些 则 在 x 的 某 个 值 域 范 围 收 化 ， 这 个 范围 称 为 收敛 域 。 众 所 


周知 ， 正 弦 函 数 对 于 任何 x 都 是 收敛 的 。 因 为 这 些 系 数 都 是 可 计算 
的 ， 所 以 用 机 器 来 判定 它们 是 否 收 敛 是 可 能 的 。 

(viii) The limit of a computably convergent sequencee is 
computable. 

(viii) 可 计算 收敛 序列 的 极限 是 可 计算 的 。 

也 可 能 存在 一 组 函数 ， 收 化 到 菏 个 特定 的 函数 。 如 果 这 个 收敛 是 
在 函数 的 某 个 特定 值 处 出 现 的 ， 称 作 逐 点 收 人 钱 。 更 强 的 函数 收敛 又 称 
为 一 致 收敛 ， 这 种 收敛 并 不 依赖 于 函数 的 取 值 。 

And with the obvious definition of "uniformly computably 
convergent": 

(ix) The limit of a uniformly computably convergent 
computable sequence of computable functions is a computable 
function. Hence 

(x) The sum of a power series whose coefficients form a 
computable sequence is a computable function in the interior of 
its interval of convergence. 

根据 "一致 可 计算 收敛 "的 定义 ， 显 然 有 : 

(ix) 由 可 计算 函数 组 成 的 一 致 可 计算 收敛 的 可 计算 序列 的 极限 
是 一 个 可 计算 函数 ， 因 此 

(x) 一 个 其 系数 形成 可 计算 序列 的 震级 数 的 和 是 在 其 收敛 域内 的 
可 计算 函数 。 

根据 这 些 定理 ， 图 灵 总 结 出 所 有 的 代数 数 和 一 些 利 见 的 超越 数 都 
是 可 计算 的 。 

From (vii) and 元 — 4(1 — i i i — ...) we deduce that 
Tt iscomputable. 





Fome=1+1+— +204... We deduce that e is 


computable. 

[257] 

From (vi) we deduce that all real algebraic numbers are 
computable. 


Avis = 4-2 +2), nsnm sri 
3 5 


的 。 
从 . 人 ‘co l "n … 可 以 推出 e 是 可 计算 的 。 


eventum up Kc 

回想 一 下 ， 代 数 数 是 多 项 式 方程 的 根 。 

From (vi) and (x) we deduce that the real zeros of the Bessel 
functions are computable. 

从 (Vi) 和 和 (x) 中， 我 们 推断 出 贝 塞 尔 函 数 的 实 和 零点 是 可 计算 的 。 

贝 塞 尔 函 数 是 微分 方程 的 一 种 常见 形式 的 解 。 零 点 就 是 这 些 函 数 
取 0 值 的 点 。 最 后 的 结论 也 包括 了 三 角 函 数 、 对 数 函 数 、 指 数 函 数 和 
一 些 不 太 知 名 的 函数 。 

图 灵 之 前 说 要 证 明定 理 (i， 该 定理 断言 任何 整数 变量 的 以 可 计算 
印 数 递归 定义 的 函数 是 可 计算 的 。 

Proof of (ii). 

(iD 的 证 明 。 

在 第 10 节 的 开始 ， 图 灵 定 义 了 一 个 谓词 H(x, y)» Wo =y, 
WH, YAA. MHNA T m zxg(n) 时 ， 机 器 如 何 证 明 包含 


H (u? uu YVR- H (uu?) As. ABE E SE T ER 


数 g(x) 的 可 计算 性 。 
当前 的 证 明基 于 早先 的 证 明 ， 但 是 这 里 他 用 m0) 葵 换 了 g(xX)， 其 
中 


n(0)-r 
n(n) = ó(n.n(n —1)) 
Let H(x, y) mean “n(x)=y’, and let K(x, y, Z) mean “a(x, y)=z”. 
Son Y)#ARN(X) =e Fila RANG y z) 表 示 g(X， y) — Zo 
对 于 阶乘 的 例子 : 
Dix,.y)—2x*1 
因此 K(x, y, z) 就 是 Product(x, y, Z)» 
9(g is the axiom for g(x, y). 
ol5 是 g(X, y) 的 公理 。 


这 个 lo 公理 需要 提供 对 谓词 K(x y, z) 的 支持 。 对 于 阶乘 的 例子 ， 
这 个 公理 包括 对 后 继 、 谓 词 Sum 与 Product 的 公理 。 下 面 n(%) 的 公理 
更 加 详尽 。 
We that YI, to be 
Ily & P &(Fix, y) > GG, y)) & (Ga, y) & Gly,z) > Gs 2) 
& (F^ > Hiu, u”) & (Fio, w) & Hiv, x) & K(w,x,2) > H(w,2)) 


& [Hw,z) & Gle, t) v Gt, 2) > (—Htw,t))]. 
我 们 将 9 定义 为 : 
31, & P &(Fix,y) > Glx,y)) & (Gla,y) & Goy 2) > Gx,2)) 
& (F" + Hlu,w”)) & (Fu, w) & H(v,x) & K(w,x,z) > H(w,z)) 


& Hw, z) & Glz,t) v Glt,z) ^ (-Hüu, ,t))]. 


这 是 图 灵 第 三 次 使 用 名 为 G 的 谓词 ， 它 们 有 着 不 同 的 定义 。 然 
而 ， 这 一 次 的 含义 最 基础 : 它 就 是 “大 于 "函数 。 奇 怪 的 是 ， 图 灵 并 没 
有 浴 清 这 个 函数 的 功能 ， 直 到 《伦敦 数学 学 会 集刊 》 (Proceedings 
of the London Mathematical Society) 发 表 了 图 灵 这 篇 论文 的 修订 稿 
二 3 时 才 了 予以 说 明 。 (这 篇 修订 稿 在 本 书 的 第 16 音 ) 。 在 修订 的 论文 
中 ， 图 灵 声 称 G(x, 内 可 以 阐述 为 "x 在 y 之 前 "或 y > x. (RET PE, F 
谓词 就 是 后 继 函 数 。 

9 是 7 个 表达 式 的 合 取 ， 以 Qo 和 P 开 始 。 Ba PRAT, on 
果 y 是 x 的 后 继 ， 那 么 y 大 于 x。 第 一 行 的 最 后 一 个 表达 式 阐 述 了 G 函 数 
的 传递 性 (如 果 y 大 于 XX， LX. PAZA. 

第 二 行 的 第 一 个 表达 式 表 明 H(u, uD) 为 真 ， 这 意味 着 n(0) = +r。 第 
= AES 


(F(v,w)& H(v, x) & K(w,x,z) 5 H(w,z)) 
翻译 为 非 谓 语 的 函数 就 是 ， 如 果 w =v+ 1， 且 1(V = X，g(w, x)= 
Z, WA n(w)-z, 或 者 : 
jv * = POF MD) 














这 是 另 一 种 阐述 n 大 于 0 时 mn) 的 一 般 公 式 的 方法 。 
9 的 最 后 一 个 表达 式 是 : 


[H(w,z) & G(z.t) v G(t,z) > (-H(w,t))] 


注意 这 里 的 一 对 G 谓 词 ， 它 们 的 参数 互 换 了。 这 是 将 G 函 数 并 入 到 
此 公理 的 唯一 原因 。 当 z 不 等 于 {时 ，G 会 有 一 个 表达 式 为 真 。 整 个 表 
达 式 断言 ， 如 果 H(w, z) 为 真 ， 那 么 对 所 有 不 等 于 z 的 t，H(w, b 为 假 ， 
换言之 ，n(w) zt。 

GOR 9 的 公式 中 能 够 包含 许多 全 称 量词 ， 而 不 是 暗示 它们 的 不 存 
在 ， 那 么 读 起 来 会 更 加 舒服 。 

| shall not give the proof of consistenc of Vip. Such a proof 
may be constructed by the methods used in Hilbert and Bernays, 
Grundlagen der Mathematik (Berlin, 1934), p. 209 et seq. The 
consistency is also clear from the meaning. 

我 不 会 给 出 9 一致 性 的 证 明 。 这 些 证 明 可 以 由 希 尔 伯 特 和 贝 奈 
斯 所 著 《 数 学 基础 》 (Berlin, 1934) 一 书 第 209 页 中 所 用 的 方法 
构造 。 从 这 个 含义 来 看 ， 一 致 性 也 非常 清楚 。 

这 是 指 大 部 分 内 容 由 瑞士 数学 家 保罗 . 贝 共 斯 撰写 的 第 1 卷 ， 他 在 
哥 廷 根 时 开始 写 这 本 书 。 因 为 是 犹太 人 ， 贝 花期 在 1933 年 失去 了 教 
授 的 职称 ， 并 于 1934 年 移居 到 苏黎世 。《 数 学 基础 》 的 第 2 卷 在 1939 
年 出 版 。 这 本 书 当时 备 受 推 水 ， 但 从 未 翻译 为 英文 版 。 贝 奈 斯 在 图 灵 
的 论文 中 发 挥 了 另 一 个 重要 作用 。 在 图 灵 发 表 的 论文 修订 稿 中 ， 图 灵 
指出 他 “感激 贝 花 斯 先生 指出 这 些 错误 "。 阿 隆 佐 : 艺 奇 关于 判定 性 问题 
Jof LA 1 的 短 论文 也 受到 相同 待遇 ， 他 同样 附 上 了 修订 版 了 31 ， 并 在 
脚注 上 说 明 " 作 者 感激 保罗 . 贝 妹 斯 先生 指出 了 这 个 错误 ”。 

尽管 贝 奈 斯 从 1935~1936 年 都 在 高 等 研究 院 ， 但 他 在 图 灵 抵 达 普 
林 斯 顿 前 束 回 到 了 苏黎世 ， 很 显然 他 们 从 没 见 过 面 。 

图 灵 所 引用 的 页 数 是 在 数论 那 一 市 的 开始 处 。 就 是 在 那 一 页 ， 贝 
奈 斯 引入 了 R 谓 词 ， 这 与 图 灵 的 G 谓 词 相 同 。 贝 奈 斯 为 他 的 大 于 谓词 

(这 里 我 将 其 转换 为 图 灵 的 记号 ) 列举 出 了 公理 ， 可 以 看 出 图 灵 在 多 
大 程度 上 忽略 了 这 些 细节 : 














| 
x)))(RG.») & R(.2) 9 R(x.2)) 
(x) (Ay) R(x.y) 


第 三 个 公理 提醒 我 们 ， 存 在 一 个 不 大 于 任何 数 的 数 。 这 个 数 通常 
征 0 或 1， 依 赖 于 人 们 对 于 目 然 数 的 定义 。 在 《数学 基础 》 的 同一 页 
列 出 了 贝 条 斯 后 继 函数 〈 称 为 S) 的 公理 : 


(x)(3v)S (x. y) 
(3x)(»)-S(x.9) 
(x)(y)(r)(s)(S(x.r)&S(y.r)&S(s.x) > S(s.y)) 


这 非常 奇怪 ， 因 为 图 灵 所 引用 页 定义 的 谓词 正 是 他 在 论文 中 使 用 
的 ， 而 他 却 忽略 了 这 一 页 上 的 公理 。 

图 灵 在 这 里 用 到 了 归纳 法 证 明 ， 这 种 证 明 方 法 特别 适合 数论 和 其 
他 一 些 只 涉及 自然 数 运算 的 应 用 。 在 归纳 法 证 明 中 ， 一 个 公式 (或 其 
他 的 东西 ) 首 先 补 证 明 在 0 时 满足 。 这 通 第 很 简单 。 然 后 ， 可 以 假设 
当 数 为 n 时 公式 为 真 。 再 基于 此 假设 ， 证 明 在 n + 1 时 公式 也 为 真 。 没 
必要 对 每 一 个 n 证 明 公式 ， 只 要 对 n 为 真 束 能 够 缠 涵 对 n + 1 也 为 真 。 
因为 公式 一 开始 证 明 对 于 0 为 真 ， 那 么 对 于 0 + 1〈 即 1) 也 为 真 ， 而 
又 因为 对 于 1 为 真 ， 所 以 对 于 1+1( 即 2〉 也 同样 成 立 ， 依 此 类 推 。 

图 灵 的 归纳 证 明 有 点 不 同 ， 他 把 在 0 点 的 证 明 放 在 了 后 面 ， 而 以 归 
纳 的 过 程 作为 开始 ， 并 指明 如 果 公 式 对 于 n-1 为 真 ， 那 么 对 于 n 也 为 
真 。 他 先 做 了 假设 。 


Suppose that, for some n, N, we have shown 
9(, & FP Au), yl), 
假设 对 于 某 个 np 和 N， 我 们 有 : 
A &R™) _, H (ui? diis! 
77 : a ? 


下 面 这 个 公式 就 是 9ls 公 理 的 直接 结果 ， 这 个 公理 支持 命题 函 








BLK 


then, for some M, 
fy & FA > K(u?, u (0-9), Q0), 


则 对 于 某 个 M， 
A, & pot Kil qi Bm ). 
同样 ， 因 为 OL, — 9L, REA 


x. & p? -5 (u | ue) i N )) | 


如 果 将 我 们 已 知 为 真 的 表达 式 在 右 侧 形成 合 取 式 ， 则 上 式 仍 为 
真 。 一 个 是 用 乒 W) 表 示 的 平凡 的 后 继 函 数 ， 为 一 个 则 是 原始 的 放 谓 词 


假设 : 


9L, & FM > Fu"), u™) & H(u^-9, u(0-0)) 
& K (u^, u-d) ul)), 
A, & FO) SF (uw) & H (ut, ul) 


&K (uu n) a Me )) u” ua, 
这 里 开始 采取 9 公理 中 的 形式 ， 图 元 将 其 抽取 了 出 来 : 


and 


9t, & FM» > [Flu ín- D u™) & Hu (n—1) iil 1))) 


& Klu”? un). em) -~ H(u "uo. 
并 且 ， 


9 FY rr (n=l) ， a") Hu [n-1) a 


&K a, uU ym — Hu nu q 00 J. 
FET BIT BAG MU Xe ou S FEN BIBER — ThA, FH ut), 
uo-D、uomy 和 umo-D) 的 值 分 别 苦 换 WwW、 ，z 和 x。 将 这 两 个 公式 合并 


Hence 9t, & pon = H(u(?, uG)), 


mk. A, & FOO — H (u u) 

这 就 完成 了 证 明 的 归纳 部 分 。 图 灵 还 未 证 明 公 式 在 0 处 为 真 ， 下 面 
就 开始 证 明 。 

Also Ol, & FO > Hu, u 9), 

HH. A, & FO > H (uu) 

这 仅仅 是 将 公理 的 项 h(0) 普 换 成 了 r。 现 在 我 们 知道 ， 对 于 任何 n 


人 
Hence for each n some formula of the form 
MW, & FA — Hu, ue) 
is provable. 
AS Oe dtm 人 


o mp s uuu 


是 可 证 明 的 。 
现在 有 必要 证 明 ， 对 于 不 是 图 灵 在 下 一 句 话 中 说 的 n(u)〉， 公 
理 纺 涵 着 的 否定 
Also, if M' 2 m and M' > m and m 2 n(u), then 


Ay & FM? > GU) u™) y Gu™, , Q0) 
同样 ， 如 果 M, BBA 








A, & F >G (uO e) | v au. uim) 


也 就 是 说 ， 如 果 mzn(n)， 那 么 m 或 者 大 于 或 者 小 于 n(n)。 
[258] 
and 


9t, & FM) -~ [(G(u ™, uw”) vu, wl) 
& Hu!” ul) En (—Htu”’,u'™)). 





JF H. 
A, & F M^ + {6 aA a ly Gu" um | 


&H [un e) icu unam 


第 一 个 强 涵 符 的 右边 是 对 9 ZS BERE AREA ECTS 
Reema tit SUE, Luo), umo») SHURE Tw. tz. HAA 
BAGH 

Hence Qt, & FCO — (-H (uu). 

The conditions of our second definition of a computable 

function are therefore satisfied. 


因此 Of, & PF!) — (—H(u?, u™)). 


对 于 可 计算 函数 的 第 二 个 定义 的 条 件 也 满足 了 。 
这 里 的 "第 二 个 定义 "是 指 本 书 第 220 页 以 "一 种 等 价 的 定义 是 这 样 
的 "开始 的 等 价 定 义 。 他 已 经 表明 ， 可 以 创建 以 下 形式 的 两 个 命题 : 


A, ,&F*9 > AW n) ir ý 











2, & F^? 5 (-H (uu) 
对 于 每 一 个 和 m， 其 中 一 个 是 可 证 明 的 。 


Consequently n is a computable function. 
因此 ，n 是 一 个 可 计算 函数 。 

R-MEH EE SUX RAB) PRIA RAL a AB 
表 。 这 台 机 器 将 用 来 证 明 图 灵 的 定理 (i 间 。 该 定理 声称 ， 如 果 g(m, n) 
是 一 个 两 个 整数 变量 的 可 计算 函数 ， 那 么 g(n, n) 是 n 的 可 计算 函数 。 

这 个 证 明 展 示 了 计算 一 个 定义 域 为 自然 数 而 值 域 为 实数 的 函数 的 
技巧 。 对 相继 的 参数 (n 等 于 0、1、2 等 ) 开始 计算 这 个 函数 ， 而 当 
计算 完 n 个 数位 后 ， 这 个 函数 的 计算 就 停止 了 。 

Proof of a modified form of (iii). 

Suppose that we are given a machine A, which, starting with 
a tape bearing on it aa followed by a sequence of any number of 
letters “F” on F-squares and in the m-configuration b, will 
compute a sequence yn depending on the number n of letters 
TES, 

XT T (iil) 45 C HE BA 

假设 给 定 一 个 机 器 jy ， 该 机 器 初始 时 的 m- 格 局 为 b， 配 备 一 
以 8a 开始 且 在 后 面 的 F- 格 中 有 任意 个 字母 *F" 的 纸 涡 ， 将 会 根 
据 “F” 的 个 数 n 来 计算 序列 y,。 

RN 














各 机 器 最 有 趣 的 地 方 在 于 ， 它 是 图 灵 在 这 篇 文章 中 提 到 的 与 克 
羔 尼 和 戴 维 斯 摘 述 的 重 构图 灵机 的 工作 方式 最 接近 的 一 次 。 这 人 台 机 器 
读 入 纸 带 上 以 一 类 字母 "F" 编 码 的 非 负 整数 ， 然 后 计算 此 整数 的 函 





数 。 元 羔 尼 和 戴 维 斯 的 机 器 执行 的 是 数论 函数 ， 图 灵 永 远 运行 机 
a Fh) Aa His FB, Mea PHBE Yin FP 列 更 加 复杂 能 是 n 的 立方 根 。 
如 果 机 器 以 读 取 5 个 "F” 字 符 开 始 uu aes UE 
会 计算 5 的 立方 根 。 

If gn(n) is the m-th figure of yn then the sequence B whose n- 
th figure is en(n) is computable. 

如 果 gn(m) 是 yn 第 mm 个 数字 ， 那 么 第 n 个 数字 为 gr 的 B 序 列 是 可 计 
算 的 。 

人 例如， 函数 g5 返 回 5 的 立方 根 的 第 12 个 二 进 制 数字 。 图 灵 给 出 了 
一 个 新 的 可 计算 序列 B， 对 每 一 个 n 包 含 了 的 一 个 数字 。 在 我 举 的 











例子 中 ，p 序 列 的 第 一 个 数字 是 1 的 立方 根 的 第 一 个 数字 ， 第 二 个 数 
字 是 2 的 立方 根 的 第 二 个 数字 ， 以 此 类 推 。 

图 灵 一 开始 已 经 假设 了 这 人 台 机 器 〈 无 论 是 一 个 立方 根 机 还 是 其 他 
不 同 的 东西 ) 是 存在 的 。 接 下 来 他 将 改造 这 合 机 器 ， 通 过 改变 一 些 现 
有 的 指令 并 增加 一 些 新 的 指令 ， 来 创造 一 人 台 稍 微 不 同 的 机 器 。 

新 的 机 器 必须 能 够 以 可 变数 目的 F 字 符 运 作 : 一 开始 没有 字符 ， 
然后 是 一 个 F， 两 个 F 字 符 ， 等 等 。 在 计算 了 n 个 (n 是 字符 F 的 个 数 加 
D 数位 后 ， 它 必须 俘 止 计算 ， 然 后 以 一 个 额外 的 管理 其 行为 的 F 字 
符 重 新 开始 。 新 的 机 器 不 会 在 连续 的 F- 格 中 打印 数字 0 和 1。 虽 然 它 们 
将 从 左 至 右 按 顺序 打印 ， 但 会 淹没 在 机 器 的 其 他 输出 中 。 

图 灵 和 希望 他 的 原始 机 器 是 一 个 标准 形式 ， 这 样 修 改 起 来 就 容易 




















We suppose that the table fir y has been written out in such 
a way that in each line only one operation appears in the 
operations column. 

同样 假设 w 的 格局 表 写 成 了 如 下 的 形式 : 每 一 行 的 操作 列 中 只 
有 一 个 操作 。 

对 于 这 些 改动 ， 图 灵 需 要 引入 一 些 新 的 字符 ， 包 括 希 腊 大 写字 母 
三 〈 读 为 Xi) FIO “〈 读 为 theta) 。 他 同时 需要 蔡 换 表 中 出 现 的 三 个 字 

We also suppose that =, O, Q, and 1 do not occur in the 
table, and we replace e throughout by ©, 0 by 9, and 1 by 1. 

HEREZ. O9. OM IMZA EMEK, JEReSHRO,. 0 
BRID 18H87 1. 

当 图 灵 说 "将 9 蔡 换 为 @"， 并 不 是 指 在 纸 之 上 蔡 换 。 纸 市 上 仍然 需 
o oe oe 他 意 指 在 格局 表 中 ， 读 到 9 时 就 将 其 改 
NO. 

图 灵 在 这 里 并 没有 交代 ， 但 机 器 的 修改 还 要 求 在 机 器 中 并 没有 用 
Ue UL u,, u5, u, 9, 3. 3,5. DU 











的 定义 是 适用 的 。 
Further substitutions are then made. Any line of form 
9l ot PO W 


we replace by 


9l o PO re(W, u, h, k) 
然后 ， 做 进一步 的 替换 。 对 于 以 下 形式 的 任何 一 行 


A a PO H 
我 们 将 其 替换 为 
A a PO ve(55, u, h, k) 


被 蔡 换 的 行 原 来 打印 0， 而 不 是 0。 格 局 of 和 和， 以 及 扫描 符 a 在 
此 处 仅仅 是 占 位 符 。 你 可 能 想到 mw 是 一 个 “ 蔡 换 "函数 ， 这 里 只 用 K 蔡 
换 了 纸 市 上 的 第 一 个 np， 然后 转 同 格局 半 。 如 果 它 不 能 找到 一 个 h， 
ARA FERE U o 

正如 第 4 节 的 定义 ， 函数 使 用 了 依赖 于 中 央 元 首 哨兵 的 『 函 数 。 
这 个 函数 不 能 调整 为 用 来 寻找 哨兵 的 函数 。 

这 就 是 新 机 器 对 原始 机 器 打印 每 一 个 数位 时 的 操作 方式 。 当 新 机 
器 以 新 数目 的 F 字 符 开始 运作 时 ， 纸 带 上 h 字 符 的 个 数 会 比 F 字 符 的 个 
数 多 一 。 因 此 ， 机 器 在 转 入 格局 u 前 会 打印 h 次 的 OG， 而 不 是 0。 

and any line of the form 


9 a P1 35 
by 9I a P1 ee (95, v, h, k) 
并 将 以 下 形式 的 任何 一 生 
9l q PI $5 
E OS E 
YI a P1 ve (35, v, h, k) 


UM o m ETT EC ERRKEREKOMIFI, AENT 
数目 的 F 字 符 准 备 纸 带 ， 并 重启 机 占 。 图 灵 将 提示 格局 和 ww 其实 是 
非常 相似 的 。 


and we add to the table the following lines: 








u pe(u1, 0) 
ul R, Pk, R, PO, R, PO ug 
ug re(ug, ua, k, h) 


ug pe(ug, F) 


FF BAT) EE HP P LAT: 


u pe (u1, 0) 
ul R, Pk, R, PO, R, PO ug 

ug re(ug, ug, k, h) 
ug pe(ug, F) 


E UTED SAREKO, U {FTE TKIP TO, FAL 
器 来 说 这 是 一 个 新 的 哨兵 。 格 局 Us 和 Us 用 h 蔡 换 每 个 k。〔 在 前 一 轮 
的 调整 中 ，h 字 符 被 蔡 换 为 K。) 对 于 每 一 个 转换 为 h 的 k， 在 其 末尾 
同样 会 打印 一 个 F。 在 图 灵 的 表 中 ， 存 在 一 个 无 限 的 循环 ， 因 为 U2 总 
FELLA U3, MUCH ERA U5. BRB De: 

re (u3, b, k, h) 

WRA Jn] EMPHROSRI SEAT. Hari m ZENA p 重新 开 

始 ， 格 局 6 是 原 机 器 TDS Ja o 格局 6 与 之 非常 相似 ， 除 了 














打 印 的 是 1 而 不 是 0。 


and similar lines with % for u and 1 for 0 together with the 
following line 


C R, PE, R, Ph b. 
HFH YERU, 10, PLE PI íT: 
c R, Pe, R, Ph b. 


遗憾 的 是 ， 这 里 还 存在 另 一 个 错误 。 不 应 该 打印 h， 应 该 打印 新 式 
的 哨兵 符 : 
c R, PE, R, PO, R, PO 

We then have the table for the machine _\’ which computes p. 
The initial m-configuration is c, and the initial scanned symbol is 
the second a. 

Er m HUN e es 初始 的 m- 格 局 是 
c， 初 始 扫描 符 是 第 二 个 


我 们 来 看 看 它 是 人 否 能 运作 。 机 器 NW' 是 的 修改 版 ，W' 主 要 计算 它 
从 纸 囊 上 读 到 的 F 字 符 数 目的 立方 根 。 机 器 妓 ' 以 有 两 个 中 央 元 音 开头 
的 纸 带 ， 从 格局 < 开始 : 





= 并 没有 在 任何 地 方 用 到 。 现 在 机 器 跳 到 格局 6。 上， 两 个 9 代替 
之 前 的 中 央 元 音 作为 哨兵 。 这 里 没有 读 到 F 字 符 ， 因 此 计算 的 是 0 的 
WHR. Sem BT AAT OW, CHa ~The RAK. 
因为 没有 h 字 符 ， 所 以 机 器 转 到 格局 u。 这 个 格局 在 纸 带 上 打印 一 个 
真正 的 0， 后 跟 一 个 k 和 两 个 9@: 


jzlelel | 0lklelel | | | | ttt ty tt i 


格局 nz 和 Us 组 成 了 一 个 小 循环 来 将 每 个 K 蔡 换 为 p， 并 打印 一 个 


F: 
alez jelol.. | jolnjojoj | Ti tT tt ty | | 











这 里 没有 可 转换 为 hp 的 K 了 ， 因 此 机 器 转向 格局 6 ， 并 且 彻 底 重 新 
开始 计算 1 的 立方 根 。 第 一 个 数字 是 1， 因 此 机 器 打印 一 个 二 ， 并 且 
把 h 变 为 k， 就 这 样 持 续 下 去 。 下 一 个 数字 是 0， 因 此 它 打印 一 个 0。 
这 时 没有 hn 字符 了 ， 因 此 机 器 又 一 次 转向 格局 由 打 印 真 正 的 0 及 一 个 K 
和 两 个 日 。 


s jejsjejoi-., | jojkjejeri-| | Jokejel | ||| 





现在 对 于 每 一 个 k，k 痢 转换 为 了 h， 并 且 紧 接着 打印 一 个 F: 


19|zlelel.l | JOjhjejojF|.. | |OjhjejO|F]F| | | + 

这 里 还 有 一 个 错误 ， 但 我 之 前 并 没有 修改 。F 字 符 需 要 位 于 F- 格 
中 ， 因 此 它们 之 间 需 要 有 空格 。 不 管 怎样 ， 已 经 没有 可 以 转换 为 的 k 
字符 了 ， 因 此 机 器 将 会 转 到 格局 6 计算 2 的 立方 根 ， 

有 了 第 10 节 的 总 结 ， 图 灵 很 满意 于 他 所 定义 的 计算 模型 ， 这 个 模 
型 形式 化 地 包含 了 所 有 算法 可 能 需要 的 东西 。 现 在 他 已 经 准备 好 ， 要 
疗 述 判定 性 问题 无 解 了 。 
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ASW ELLE 23, AEN TS SE AA SAIN UA. JE — hh 
当然 包含 了 归 诬 法 ， 先 假设 所 要 证 明 结 论 的 有 反 论 题 成立 ， 然 后 证 明 依 据 
初始 假设 推导 会 导致 矛盾 。 

还 有 一 些 方法 既 不 从 正面 证 明 ， 也 不 从 反面 证 明 ， 它 构建 出 显得 有 
些 神秘 而 放任 的 详尽 结构 ， 看 起 来 似乎 完全 回避 了 证 明 的 对 象 。 正 当 推 
导 的 整个 中 心 变 得 完全 模糊 ， 你 准备 放弃 看 到 结果 的 希望 时 ， 突 然 灵 光 
浮现 ， 聪 明 的 数学 家 就 完成 了 证 明 。 

在 茶 种 意义 上 ， 图 元 论文 的 最 后 一 节 最 重要 ， 因 为 图 灵 正 古 在 这 里 
阐述 了 “判定 性 问题 不 可 解 "。 这 在 当时 是 一 个 非常 重要 的 结论 ， 图 灵 构 
建 的 结构 支撑 了 这 一 结论 (现在 称 为 图 灵机 的 虚构 设备 ) ， 最 终 比 现在 
吸引 我 们 注意 力 的 实际 证 明 更 显得 有 趣 ， 也 更 贷 果 累累。 

图 灵 在 论文 的 第 8 市 为 这 个 证 明 做 了 铺垫 。 昌 然 这 在 当时 还 显得 并 不 
重要 ， 但 他 还 是 很 仔细 地 证 明了 ， 不 能 设计 一 人 台 执 行 通 用 有 限 过 程 的 图 
灵机 来 判定 另 一 台 图 灵机 是 否 打印 了 数字 0。 中 间 两 节 〈9 和 10) 表明 
了 ， 图 灵 关 于 机 器 可 计算 性 的 概念 与 我 们 习惯 的 人 的 可 计算 性 的 概念 是 
等 价 的 。 

在 第 11 节 ， 图 灵 介 绍 了 计算 机 咒 的 功能 是 如 何 使 用 一 阶 谓 词 逻 辑 语 
言 表示 的 。 然 后 他 以 这 种 逻辑 构造 了 一 个 公式 ， 当 且 仅 当 机 各 打印 了 数 
字 0 时 公式 才 是 可 证 明 的 。 如 果 公 式 是 可 判定 的 ， 也 束 是 说 ， 如 果 可 以 
判定 它 是 否 是 可 证 明 的 ， 那 么 我 们 可 以 构造 一 个 通用 过 程 来 判定 机 器 是 
人 否 打 印 了 0， 我 们 已 经 知道 这 是 不 可 能 的 。 
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11. Application to the Entscheidungsproblem. 

The results of 88 have some important applications. In 
particular, they can be used to show that the Hilbert 
Entscheidungsproblem can have no solution. For the present I shall 
confine myself to proving this particular theorem. For the 
formulation of this problm 1 must refer the reader to Hilbert and 
Ackermann's Grundzüge der Theoretischen Logik (Berlin, 1931), 
chapter 3. 

11. 在 判定 性 问题 中 的 应 用 

88 中 得 到 的 结论 有 一 些 重要 的 应 用 ， 特 别 是 可 以 用 来 证 明和 希 尔 伯 
特 的 判定 性 问题 无 解 。 现 在 ， 我 就 来 证 明 这 个 定理 。 人 至 于 这 个 问题 的 
构造 ， 我 强烈 建议 读者 阅读 希 尔 伯 特 和 阿 殉 曼 所 著 的 《数理 逻辑 原 
理 》 (Grundzüge der Theoretischen Logik, Berlin, 1931) 的 第 3 


Ex 


草 





那 本 书 实际 上 是 1928 年 出 版 的 ， 共 四 章 120 页 ， 第 3 章 大 概 位 于 该 书 
的 三 分 之 一 处 ， 章 名 是 Der engere Funktionenkalkiil， 即 “ 受 限 函数 演 
算 ”， 也 就 是 我 们 今天 熟知 的 一 阶 谓词 逻辑 。 作 者 写 道 : 


Das Entscheidungsproblem ist gelóst, wenn man ein Verfahren 
kennt, das bei einem vorgelegten logischen Ausdruck durch endlich 
viele Operationen die Entscheidung über die Allgemeingültigkeit 
bzw. Erfüllbarkeit erlaubt.... [Das] Entscheidungsproblem mu fs 
als das Hauptproblem der mathematischen Logik bezeichnet 
werden. 

当 我 们 知道 一 个 有 限 操 作 的 过 程 可 以 确定 任何 给 定 表 达 式 
的 正确 性 和 可 满足 性 时 ， 这 个 判定 性 问题 就 是 可 解 的 .…... 判 定 
性 问题 理应 看 作 数理 逻辑 的 主要 问题 。 


这 里 ， 和 希 尔 伯 特 和 阿 克 曼 使 用 正确 性 Cvalidity) 和 可 满足 性 
(satisfiability) 来 表明 判定 性 问题 的 语义 形式 。25 年 后 ， 威 廉 : 阿 殉 曼 
在 他 的 小 书 《判定 性 问题 的 可 解 情况 》 (North-Holland 出 版 公司 ， 
1954) 中 从 语义 角度 继续 研究 了 判定 性 问题 。 

图 灵 使 用 了 一 些 稍微 不 同 的 词语 来 描述 判定 性 问题 。 他 用 开 《〈 可 能 
代表 Kalkil) 来 表示 布尔 伯 特 的 受 限 函数 泪 算 。 

| propose, therefore, to show that there can be no general 
process for determining whether a given formula 9( of the functional 
calculus K is provable, i.e. that there can be no machine which, 
supplied with any one 9 of these formulae, will eventually say 
whether 9 is provable. 

因此 我 认为 ， 不 存在 一 个 通用 过 程 来 判定 一 个 给 定 的 函数 演算 K 
的 公式 9 是 可 证 的 ， 也 就 是 说 ， 不 存在 这 样 的 机 器 :为 它 提供 这 些 公 
式 中 的 任意 一 个 9 ， 而 最 终 能 说 明 9| 是 否 可 证 明 。 

通过 使 用 词 “ 可 证 明 ”， 而 不 是 “正确 性 ”或 “可 满足 性 ”"， 图 灵 表 明 他 
正在 从 句法 的 角度 接近 判定 性 问题 。 逻 辑 的 句法 方法 与 公理 和 推理 规则 
系统 相关 。 一 个 公式 被 认为 是 可 证 明 的 (也 就 是 说 ， 该 公式 是 定理 ) ， 
只 有 当 它 是 公理 或 者 可 以 使 用 推理 规则 从 公理 中 推导 出 来 时 才 成 也 。 一 
阶 逻 辑 的 语义 和 人 句法 方法 等 价 于 哥 德 尔 在 1930 年 提出 的 完备 性 定理 。 

根据 第 9 节 和 第 10 节 的 讨论 ， 图 灵 现 在 可 以 声明 ， 如 果 没 有 机 器 可 以 





实现 通用 判定 过 程 ， 那 么 也 不 存在 人 可 以 进行 的 通用 判定 过 程 。 

在 1936 年 ， 阅 读 图 灵 论 文 的 读者 并 不 精通 完备 性 、 不 完备 性 和 可 判 
定性 之 间 的 细微 区 别 ， 可 能 会 困惑 于 哥 德 尔 的 不 完备 性 证 明 《〈 出 现在 一 
篇 标题 中 含有 unentscheidbare Siitze 即 “不 可 判定 命题 ”的 论文 中 ) 和 图 灵 
的 证 明之 间 的 关系 。 事 实 上 ， 图 灵 在 论文 的 第 一 页 已 经 说 了 “可 以 得 到 
与 哥 德 尔 的 结论 大 致 相似 的 结论 ”〈 本 书 第 57 页 ) 。 他 需要 在 这 个 主题 
上 更 详尽 地 阐述 一 下 。 

It should perhaps be remarked that what | shall prove is quite 
different from the well-known results of Göt. Gödel has shown that 
(in the formalism of Principia Mathematica) there are propositions 
9( such that neither 9| nor — 9( is provable. As a consequence of 
this, it is shown that no proof of consistency of Principia 
Mathematica (or of K) can be given within that formalism. On the 
other hand, I shall show that there is no general method which tells 
whether a given formula 9( is provable in K, or, what comes to the 
same, whether the system consisting of K with — 9 adjoined as an 
extra axiom is consistent. 








t Loc. cit. 

这 里 需要 注意 的 是 ， 我 将 要 证 明 的 结论 与 著名 的 哥 德 尔 的 结论 1 非 
常 不 同 。 哥 德尔 已 经 表明 (在 数学 原理 的 形式 主义 中 ) 存在 命题 QL. 
使 得 内 和 -3 不 可 证 明 。 这 个 结论 的 结果 表明 ， 在 该 形式 范围 内 不 能 
给 出 数学 原理 〈 或 者 K) 的 一 致 性 的 证 明 。 另 一 方面 ， 我 将 展示 的 是 
不 存在 一 个 通用 方法 来 判定 一 个 给 定 的 公式 在 K 中 是 否 可 证 明 ， 或 者 
换 一 种 表达 方式 ， 由 K 和 一 条 额外 公理 公 - 9 组 成 的 系统 是 否 一 致 。 











t Loc. cit. 

哥 德 尔 的 定理 和 图 灵 的 定理 从 相反 的 方 问 来 处 理 可 判定 性 。 哥 德尔 
的 定理 表明 ， 存 在 既 不 能 被 证 明 又 不 能 被 反驳 的 命题 。 这 些 命题 称 为 不 
可 判定 的 。 

图 灵 提 及 的 “一 般 方 法 "是 一 个 判定 过 程 : 对 任何 公式 进行 分 析 并 判 
定 其 可 证 明 还 是 不 可 证 明 的 算法 。 图 灵 将 证 明 不 存在 这 样 的 通用 判定 过 
程 。 

即使 存在 不 可 判定 命题 ， 我 们 也 能 想象 存在 一 个 判定 过 程 。 在 分 析 
哥 德 尔 的 不 可 判定 命题 时 ， 需 要 意识 到 命题 及 其 反 命 题 都 是 不 可 证 明 


的 。 

If the negation of what Gödel has shown had been proved, i.e. if, 
for each 9, either 9 or — Y is provable, the we should have an 
immediate solution of the Entscheidungsproblem. For we can invent 
a machine “K which will prove consecutively all provable formulae. 
Sooner or later K will reach either 9| or — 9. If it reaches 9, then 
we know that 9| is provable. If it reaches — 9), then, since K is 
consistent (Hilbert and Ackermann, p. 65), we know that 9 is not 
provable. 

如 果 哥 德尔 所 宣称 命题 的 反 命 题 已 经 被 证 明 ， 即 如 果 对 于 每 一 个 
A- AER- 3 都 可 证 明 ， 那 么 我 们 应 该 能 够 立即 得 到 判定 性 问题 的 
解 。 因 为 我 们 可 以 发 明 一 合 机 噩 屎 ， 它 可 以 相继 证 明 所 有 可 证 明 的 公 
式 ， 这 台 机 器 早晚 会 证 明 2 或 - 包 。 如 果 证 明了 由 ， 那 么 我 们 就 知道 
9 可 证 明 。 如 果 证 明了 - 中， 那么 因为 K 是 一 致 的 《项 尔 伯 特 和 阿 克 
曼 》， 第 65 页 )， 所 以 我 们 知道 是 不 可 证 明 的 。 

但 是 图 灵 令 人 捉摸 不 透 的 机 器 鲜 《〈 这 是 论文 最 后 一 次 提 到 ) 显然 不 
是 希 尔 伯 特 在 将 判定 性 问题 形式 化 时 所 想 的 。 不 管 任何 假想 的 判定 过 程 
是 如 何 的 “机 械 ? 或 者 “ 像 机 器 ”， 它 仍然 被 看 成 是 人 可 管理 的 ， 而 不 是 一 
台 需 要 上 千年 的 处 理 时 间 和 世界 上 所 有 内 存 资源 的 计算 机 。 

哥 德 尔 的 结论 并 没有 珊 定 一 个 通用 判定 过 程 的 基础 ， 图 灵 的 证 明 仍 
然 是 必须 的 。 

Owing to the alsence of integers in K the proofs appear 
somewhat lengthy. The underlying ideas are quite straightforward. 

Corresponding to each computing machine J( we construct a 
formula Un (J) and we show that, if there is a general method for 
determining whether Un (//() is provable, then there is a general 
method for determining whether .J ever prints O. 

由 于 K 中 不 存在 整数 ， 因 而 证 明 会 显得 有 点 见长 ， 但 根本 的 思想 
还 是 相当 直接 的 。 

对 应 于 每 个 计算 机 器 由， 我 们 都 构造 一 个 公式 Un()， 并 且 表 
明 ， 如 果 存 在 一 个 通用 的 方法 可 以 判定 Un(d) 是 否 可 证 明 ， 则 存在 一 
个 通用 的 方法 来 判定 A 是 否 打 印 了 0。 

图 灵 是 不 是 在 这 里 过 早 地 拌 了 包容 ， 用 “不 可 判定 ”(Undecidable) 
来 命名 公式 Un 呢 ?” 这 个 Un(AN) 公 式 起 到 了 反例 的 作用 一 一 没有 可 以 成 功 




















进行 分 析 的 通用 判定 过 程 。 

你 可 能 会 想起 ， 机 器 包含 了 一 系列 与 操作 相关 的 格局 。 在 图 灵 介 绍 
通用 机 的 最 初 几 页 ， 他 使 用 “指令 ”一 词 来 表示 这 些 组 成 机 器 的 基本 元 
素 。 

图 元 需要 用 一 阶 罗 辑 语言 来 表示 这 人 台 计 算 机 器 。 每 一 个 指令 将 会 转 
换 为 一 个 公式 ， 这 个 公式 表明 了 指令 是 如 何 影响 机 器 的 完全 格局 的 。 你 
可 能 还 记得 ， 完 全 格局 是 在 机 器 进行 每 一 次 移动 后 纸 市 的 快照 。 完 全 格 
局 也 包括 机 器 的 下 一 个 m- 格 局 和 下 一 个 扫描 符 。 

图 灵 首 先 给 出 几 个 命题 函数 用 现代 的 术语 说 就 是 谓词 ) 。 和 所 有 
的 命题 函数 一 样 ， 它 们 存在 真 值 ， 或 真 或 假 。 在 所 有 情况 下 ， 这 些 函 数 
的 参数 都 是 非 负 整数 ， 用 来 标注 纸 带 上 的 方 格 及 完全 格局 。 我 们 假定 ， 
纸 带 上 的 方 格 是 以 0 开始 编号 的 ， 这 表明 纸 带 是 有 起 始 的 ， 并 且 只 在 一 
个 方向 上 无 限 延 伸 。 

完全 格局 也 假设 为 是 依次 标号 的 。 数 字 对 (x, y) 表 示 完 全 格局 x 中 的 特 
定格 y。 尺 管 我 会 在 例子 中 使 用 实际 的 数 ， 但 在 图 灵 的 讨论 中 没有 出 现 
任何 数字 或 例子 。 

我 们 回想 一 下 图 灵 的 样机 I， 它 每 阳 一 格 交 蔡 打 印 0 和 1。 下 面 是 前 10 
个 完全 格局 。 我 已 经 在 最 左 列 用 数字 标识 了 这 些 完全 格局 (标题 CCx 意 
思 是 “完全 格局 x*”) ， 并 在 顶部 用 数字 标识 了 纸 带 上 的 方 格 。 同 时 ， 我 
用 融 下 标的 q 代 答 了 图 灵 原 来 用 于 表示 格局 的 字母 。 
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台 机 器 只 是 每 隔 一 格 打印 ， 因 此 只 有 偶数 编号 的 方 格 才 包含 数 





字 。 出 现在 方 格 中 的 m- 格 局 表明 ， 这 个 方 格 会 在 这 个 完全 格局 中 被 扫 


描 。 

图 灵 的 许多 命题 冰 数 都 包含 了 作为 函数 名 一 部 分 的 下 标 。 这 些 命题 
函数 是 被 独立 定义 的 ， 很 快 你 会 看 到 图 灵 是 如 何 使 用 它们 来 描述 整 台 机 
a HY] o 


The interpretations of the propositional functions involved are as 


follows: 
Rs(%X,y) is to be interpreted as “in the complete configuration x 


(of 4() the symbol on the square y is S". 


所 涉及 的 命题 函数 的 解释 如 下 : 

Rs(x, y) 可 以 解释 为 “在 (的 ) 完全 格局 x 中 ，y 格 中 的 符号 
是 S 

结尾 引号 前 的 S 漏 了 下 标 !。 回 想 一 下 ，5S0 是 一 个 空格 ，S1 是 0，5, 是 
1。 在 样机 I 中 ，Rs,(5, 2) 为 真 ， 因 为 数字 1 出 现在 完全 格局 5 的 第 2 格 中 : 
Rs,(5, 6) 为 假 ， 因 为 数字 1 没有 出 现在 完全 格局 5 的 第 6 格 中 。 








[206] 
I(x, y) is to be interpreted as "in the complete configuration x the 
square y is scanned". 
I(x, 切 可 以 解释 为 “在 完全 格局 x 中 ，y 格 会 被 扫描 "。 

EDUR, KAG, 6) 为 真 ， 因 为 在 完全 格局 6 中 下 一 个 扫描 格 是 
6. 1HI(6, y) 对 于 其 他 任何 y 格 都 为 假 。 

Ko X) is to be interpreted as "in the complete configuration x the 
m-configuration is qm. 
Ko CO 可 以 解释 为 "在 完全 格局 x 中 的 m- 格 局 为 gm。 

TREDEN T. HFH KAK AR, MK 
Ky (AK. 

F(x, y) is to be interpreted as “y is the immediate successor of 
x’. 
F(x, y) nI Uf Fe AJ 2 A SIX EY 28e 

用 特殊 算术 记号 表示 就 是 yz=x+ 1。 使 用 图 灵 早 先 引入 的 自然 数 记 
写 ， 谓 词 F(u",u"") 为 真 ， 但 是 经 过 适当 的 公理 化 后 ，F(u",u"") 应 该 为 
假 。 

到 目前 为 止 ， 图 灵 仅 仅 讲 述 了 用 来 描述 运行 中 机 器 的 完全 格局 的 命 
题 阔 数 。 他 还 未 将 它们 与 描述 真实 机 惕 的 格局 表 中 的 项 对 应 起 来 。 一 台 
机 器 的 标准 形式 是 每 行 只 包括 一 条 打印 指令 和 一 条 移动 指令 。 格 局 表 的 
每 一 行 包含 一 个 m- 格 局 q;、 一 个 扫描 符 S}、 一 个 打印 符 Sk〈 可 以 与 S 相 
同 ) ， 读 写 头 的 移动 方向 〈 辐 左 、 回 右 或 根本 不 移动 ) ， 以 及 新 的 m- 格 
局 qj。 

图 灵 接 下 来 给 出 了 他 称 为 Inst《〈 人 代表“ 指令 ?) 的 概念 。 这 并 不 是 一 个 
命题 函数 ， 而 是 从 刚才 给 出 的 命题 函数 得 出 的 表达 式 的 缩写 。 每 一 个 指 
令 表 达 式 都 会 与 格局 表 中 的 一 行 天 联 。 这 个 表达 式 描述 了 这 些 m- 格 局 、 
































符号 和 读 写 头 移动 的 特定 组 合 对 完全 格局 的 影响 。 
Inst {q; Sj Sk L q} is to be an abbreviation for 


(x,y,x y) (Rs (x,y) & Ix, y) & Kj.) & Fir, x) & F(y' y) 


" (re. y) & Rs ^, & Ke) 


& W| Fo, av (Rs (x,z) > Rs, oa 
指令 {q; S; Sk L 叫 是 以 下 表达 式 的 缩写 : 


| 
Xy, x,y 4 (Rs, y) & Ix, y) & Kj (x) & Fx, x) & FCy', y) 


— (raa) & Rs, (x ,y) & Ky, (x) 


& (2)|Fly’,2)v (Rs,(x,2) 一 Rs,,2)}) t 


eH Pa RNS AAS, GATES AR Area Te 
况 ， 指 令 参数 中 的 了 表达 了 这 个 合 > 

首 字母 KK，y，x'“，y) 是 四 个 全 称 量词 oO (y) (0) (y) 的 缩写 。 约 束 变量 
x 和 x' 是 两 个 连续 的 完全 格局 。 在 第 一 行 的 最 后 你 会 看 到 谓词 F (两 个 请 
词 中 的 第 一 个 ) ， 表 示 x' 是 x 的 后 继 。 约 束 变 量 y 和 y' 是 两 个 邻接 的 方 
格 。 对 于 问 左 移动 读 写 头 的 指令 ，y' 等 于 y 减 去 1， 即 y 是 y' 的 后 继 ， 正 如 
第 一 行 的 第 二 个 谓词 F 所 表明 的 。 

第 一 行 中 的 其 他 三 个 谓词 给 出 了 当前 指令 的 条 件 。 完 全 格局 为 x， 扫 
描 格 为 y， 扫 描 符 为 ， 格 局 为 qi。 

第 二 行 以 一 个 强 涵 符 开始 ， 作 用 于 表达 式 余下 的 所 有 部 分 。 这 些 是 
描述 由 这 条 指令 得 到 的 完全 格局 的 谓词 。 在 下 一 个 完全 格局 x 中 ， 将 扫 














摘 y 格 ，y 格 中 的 当前 符号 为 $k:， 新 的 m- 格 局 为 qj。 

令 在 第 三 行 以 一 个 表达 式 结束 ， 该 表达 式 表明 除了 y 格 外 的 所 有 其 
他 格 都 必须 保持 不 变 。 这 些 格 用 约束 变量 z 表 示 。z 要 么 是 y' 的 后 继 〈 此 
时 z 等 于 y 并 将 被 打印 ) 或 者 ..……... 但 是 图 灵 余 下 的 公式 是 错 的 。 他 说 在 其 
他 所 有 的 格 中 ，Sj 丛 换 为 Sk， 而 这 没有 意义 。 

对 指令 表达 式 更 好 的 阐述 是 在 原 论 文 发 表 大 约 一 年 后 ， 图 灵 发 表 在 
《伦敦 数学 学 会 集刊 》 上 的 论文 修订 版 。 修 订 版 〈 本 书 第 295 页 ) 也 不 
是 完全 正确 的 ， 最 后 一 行 应 该 是 : 

KDF O ZVIR, (.z) > Ry, (x. z)] &[R, (x, 2) Rs (Xx,2)| 
& &[R, (x,2) > Ry, DD 

RAI RAS , Sy,..., Sm 都 是 A 可 以 打印 的 符号。 也 就 是 说 ， 对 于 
所 有 的 z 格 ， 要 么 z 是 y' 后 继 〈( 也 是 说 ，z 就 是 y 一 一 调整 过 的 方 格 )， 要 
么 在 从 完全 格局 x 转 到 完全 格局 x' 时 方 格 中 的 符号 保持 不 变 。 

图 灵 刚 刚 展示 的 指令 表达 式 针对 读 写 头 回 左 移动 的 情况 。 

Inst (q; S; Sk R q} and Inst {9; Sj Sk N q} 

are to be abbreviations for other similarly constructed 
expressions. 

指令 {qj S; Sk R qfll(q; S; Sk N 叫 是 其 他 相似 构造 表达 式 的 简 
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为 了 多 展示 点 〈 也 为 了 更 方便 地 参考 》 ， 下 面 的 框 中 展示 了 读 写 头 
向 右 移动 时 指令 的 正确 表达 式 。 
指令 {qj S; S, Rqj} 是 以 下 表达 式 的 缩写 


(x, v, X , y) {(Rs, (x, y) & (x, y) & Ka (x) & F(x, x) & F(y, y) 
— (Ix, y) &Rs GC, y) A Ky) 
& (z)[F(z, y) v (IRs (x, 2 一 Rs (x, 21 & 
[Rs (x, 2) 一 Rs, (x, 21 & 


[Rs, (x, 2) > Rs, (5, 20D] 
Xx 4 de NU LFR SAEK, ER I FO y) 变 为 了 FQy,y 
)， 表 明 新 的 扫描 格 是 在 同样 ， 表 达 式 后 面部 分 的 
Fy, z) 变 为 了 F(z,y”)， 用 来 表示 z 等 于 
对 于 样机 I，Rs 范 数 的 下 标 m 的 最 大 值 为 2 因为 机 器 只 打印 符号 
5 人 0 和 51 
Let us put the description of A into the first standard form of 86. 
This description consists of a number of expressions such as “q; S; 
Sx L qr (or with R or N substituted for L). 
让 我 们 把 坟 的 描述 变 成 86 中 的 第 一 个 标准 形式 。 这 个 摘 述 包含 了 
很 多 表达 式 ， 例 如 {9q; Si SkL 9 让 《〈 或 者 用 R 或 N 代 蔡 L) 。 
实际 上 ， 图 灵 是 在 第 5 节 设 计 这 个 标准 形式 的 。 在 其 论文 第 241 页 
《本 书 第 126 页 ) 的 样机 I 是 这 样 的 : 
BSS Rq,:4,5,5, Rq,:q,5,5, Rq:q,5,5, RQ: 
四 个 五 元 组 中 的 每 一 个 为 一 个 指令 表达 式 。 
Let us form all the corresponding expressions such as Inst 
(qjS;S4-qj) and take their logical sum. This we call Des (|). 
我 们 来 构造 出 所 有 对 应 的 表达 式 ， 例 如 指令 {q; S; SkL 叫 ， 并 计 
算 它 们 的 逻辑 和 。 我 们 称 之 为 Des(-/()。 
这 是 机 器 的 描述 。 术 语 “ 远 辑 和 ”有 些 模糊 ， 因 此 在 修订 版 (本 书 
第 297 页 〉 中 图 灵 使 用 “ 合 取 ” 代 人 蔡 了 这 个 词 。 换 句 话说 ， 所 有 指令 术语 


都 可 以 用 && 连 接 ， 以 一 阶 逻 辑 语言 表示 整个 机 器 

样机 I 的 Des(-N) 是 下 列表 达 式 的 缩写 : 

Inst{q1S0S1Rqg;} & Inst(q»SoSi Rq3] SG 
Inst{q3SoS2Rq4} & Inst{qaSoSoRqi} 

现在 ， 图 灵 将 把 Des(J40) 公 式 代 入 更 大 的 公式 Un(o 如 中 ， 即 不 可 判定 

公式 。 这 个 公式 是 形 如 下 式 的 绚 涵 关系 : 
某 个 机 器 ”打印 0 

公式 同时 使 用 了 后 继 函 数 F 及 命题 函 数 N， 其 中 如 果 参 数 为 自然 

数 ，N 为 真 。 


The formula Un(,j() is to be 
MNU & 0) (NG) > GPa 
&(y,z)(Fly,z) ^ NGY&N(2)) & (y)Rs luy) 
Iu, u) & Ky (u) & Des/ 0] 


= (38)(3#)[N(s) & Nt) & Rs,(s,t)]. 
— 


(30) [Nw (x)(N(x) > (FG, x’) 
&(y,2)(Fly,z) > Ny) &N(G)) & ()Rs,u,y) 
& Iu, u) & K, (u) & Dest) 


> (IENNE & NUE ) & fis, (s, 0 


TR UUTTJT AR B Ba ZN ADS BAT. BET BAT HJ XS SUAS 
方 括号 括 了 起 来 ， 方 括号 前 有 一 个 或 两 个 存在 量词 。 

最 后 一 行 是 最 容易 的 部 分 : 它 只 是 简单 地 声称 存在 两 个 数 s 和 t， 使 得 
FAS, (0) 出 现在 纸 带 t 格 上 的 完全 格局 中。 图 灵 在 第 8 节 证 明了 ， 没 











有 任何 算法 可 以 告诉 我 们 一 台 机 器 是 人 否 打印 过 0， 所 以 我 相信 你 将 要 看 
到 图 灵 从 天 而 降 的 灵感 了 。 

公式 Un(J(0 一 开始 断言 存在 数 w CÉCEOD ， 它 既 表 示 第 一 个 完全 格 
局 的 数字 ， 也 表示 第 一 个 扫描 格 。 第 一 行 的 其 余部 分 仅仅 表明 对 于 每 一 
个 x， 都 有 一 个 x 的 后 继 x'。 

第 二 行 有 点 长 ， 但 仅 简单 断言 了 完全 格局 《0) 和 纸 带 上 的 每 个 
格 y，y 格 中 符号 为 So 或 空 ， 这 是 纸 融 的 初始 条 件 。 第 三 行 包含 一 个 范 
数 ， 用 来 说 明 在 完全 格局 0 中 扫描 格 为 0， 还 有 一 个 KK 函数 ， 用 来 将 初始 
m- 格 局 设置 为 qg1。 紧 跟 其 后 的 是 描述 机 器 本 里 的 Des() 表 达 式 。 

从 前 面 的 公式 中 ， 图 灵 抽 取出 方 括号 中 的 部 分 内 容 ， 并 给 出 另 一 个 
缩写 。 

[N(u)&...& Des(.J()] many be abbreviated to A(./(). 

[N(u)&...& Des(.J()]u] Wai 5 AAA). 

命题 A(J4() 包 括 了 机 器 的 局 动 条 件 及 对 机 器 的 描述 ， 还 有 一 个 自由 变 
Euo 

在 发 表 的 论文 修订 版 中 ， 图 灵 注 意 到 了 隐 含 在 这 一 证 明 下 的 问题 ， 
我 在 第 12 章 也 讨论 了 这 个 问题 。 他 并 没有 证 明 后 继 是 唯一 的 。 因 此 ， 他 
定义 了 命题 函数 G(x, y)， 它 在 y 大 于 x 时 为 真 ， 以 及 表达 式 @， 用 来 代替 
皮 亚 诺 公理 的 P。 

Q 是 下 列表 达 式 的 缩写 : 





(x)(Aw)(y, ore w) & (F(x, y) > G(x, y)) 


& (F(x, 2) & G(z, y) > G(x, y)) 


& GG, v (Gx, y) & FU, 2)) v 


(F(x, y) &F(,y)) 一 (一 F.2)] 


这 个 定义 中 采用 了 目 然 数 ， 这 使 得 简写 A(A) 变 得 更 加 人 简单。 这 是 Q 
、 机 器 启动 条 件 和 机 器 描述 的 合 取 。 


A(J() 是 下 式 的 缩写 : 

Q & (y)Rs(u y) & l(u,u) & Ky, (uw) & Dest M) 

在 A(AM) 中 ，u 是 个 自由 变量 ， 这 个 变量 在 Un(AM) 公 式 中 就 有 约束 了 : 

Un(A) 是 下 式 的 缩写 : 

(3WA(M) — (3sS)(URs, (s, t) 

我 去 除了 谓词 Wo， 因为 所 有 这 些 命题 函数 的 定义 域 都 隐 含 假定 为 
目 然 数 。 根 据 谓 词 R、I、K 和 F 的 定义 以 及 公式 Inst 和 Des， 图 灵 说 : 

When we substitute the meanings suggested on p. 259-60 we 
find that Un (M) has the interpretation "in some complete 
configuration of M, S4 (i.e. 0) appears on the tape". 

当 我 们 采用 第 259 一 260 页 上 暗示 的 含义 时 ， 会 发 现 Un(.4() 可 以 解释 
为 “在 A 的 某 个 完全 格局 中 ，S1 (也 就 是 0〉 出 现在 纸 带 上 ”。 

因为 在 Un(AM) 中 ， 强 涵 符 左 侧 的 表达 式 包 括 了 对 机 器 的 描述 和 局 动 
条 件 ， 我 们 假设 它 为 真 ， 它 们 就 是 公理 。 缠 涵 符 右 侧 是 一 个 表达 式 ， 妆 
机 器 在 运行 期 间 打 印 了 0 时 为 真 。 因 此 ， 如 果 公 式 Un(J() 右 侧 为 真 ， 也 
束 是 说 机 器 打印 了 0， 那 么 其 本 映 也 为 真 ， 如 果 机 器 从 未 打印 0 则 为 假 。 
是 否 存在 一 个 算法 可 以 确定 Un(AM) 是 否 可 证 明 ? 如 果 存 在 ， 那 么 同样 也 
存在 一 个 算法 告诉 我 们 任意 一 台 机 器 是 否 打印 了 0。 

注意 ， 图 灵 使 用 了 “暗示 的 ”命题 函数 的 含义 。 接 下 来 的 大 部 分 证 明 
将 基于 对 公式 的 纯粹 句法 解释 ， 而 不 需要 我 们 考虑 这 些 函 数 的 准确 含 
a 

















SUE, Ala RUE UNA) EA WER, HAS BUE aE. 
他 将 证 明 分 为 两 部 分 ， 每 一 部 分 使 用 两 个 引 理 〈 辅 助 的 证 明 ) ， 他 称 之 
为 引 理 1 和 引 理 2， 但 一 开始 引 理 以 (a) 和 (b) 命 名 。 
Corresponding to this | prove that 
(a) If S4 appears on the tape in some complete configuration of 
M, then Un(A() is provable. 
(b) If Un(.X() is provable, then S4 appears on the tape in some 
complete configuration of M. 
When this has been done, the remainder of the theorem is 
trivial. 


与 之 对 应 ， 我 将 证 明 


(a) 如 果 S1 出 现在 AX( 的 某 个 完全 格局 下 的 纸 带 上 ， 那 么 Un(AM) 是 可 
证 明 的 。 
(b) 如 果 Un(ANN) 是 可 证 明 的 ， 那 么 Si 出 现在 A 的 某 个 完全 格局 下 的 
A 
完成 这 些 证 明之 后 ， 定 理 的 其 余部 分 就 很 简单 了 。 
比较 难 的 是 引 理 1， 图 灵 又 逐 字 重复 了 一 人 吉 。 
[261] 
LEMMA 1. If S4 appears on the tape in some complete 
configuration of M, then Un(.() is provable. 
We have to show how to prove Un(-4(). 
7| 381 如 果 Si 出 现在 A 的 某 个 完全 格局 下 的 纸 带 上 ， 那 么 Un(A) 
是 可 证 明 的 。 
我 们 必须 说 明 如 何 证 明 Un()。 
和 之 前 一 样 ，u 是 我 们 通常 所 知 的 0，uw' 是 1，u" 是 2，u 四 的 意思 是 u 的 
右上 角 有 n 个 撤 ， 表 示 数 字 n。 
另外， 图 灵 在 论文 的 下 一 句 中 引入 了 一 些 新 的 记号 ， 包 括 3 个 新 函 
数 r(n, m)、imD 和 Km。 这 些 函 数 不 是 命题 函数 ， 因 为 它们 返回 整数 。 参 
数 n 是 一 个 完全 格局 ， 参 数 m 代 表 纸 带 上 的 方 格 。 
函数 r(n, mm 返回 在 完全 格局 n 中 出 现在 m 格 上 的 字符 的 索引 。 索 引 为 0 
代表 空格 ，1 代 表 0，2 代 表 1， 等 等 ， 因 此 Sm 代表 在 完全 格局 n 中 出 现 
Ce ie 图 灵 将 把 这 个 以 r 函 数 为 下 标的 5 与 命题 函数 R 相 结 


R; (n, m) 


这 个 谓词 永远 为 真 ， 图 灵 将 使 用 含 上 标的 u 来 表示 R 的 参数 ， 
( ie ) 7 ) ) 


bu 但 是 R 谓 词 中 必须 包含 uD 和 u(m)。 
图 灵 引 入 的 第 二 个 新 函数 是 i(n)， 它 返回 在 完全 格局 n 下 扫描 格 的 数 
目 ， 因 此 谓词 : 
Iu? 4999) 
总 为 真 ， 因 为 它 指 的 是 完全 格局 n 和 扫描 格 i(n)。 第 三 个 新 函数 k(n) 返 
回 完 全 格局 mn 中 四- 格局 的 索引 ， 因 此 qkm 融 是 完全 格局 n 中 的 囊 -格局 。 谓 
词 : 





本 (2 ) 

总 为 真 ， 因 为 它 表 明 在 完全 格局 n 中 ， m- 格 局 为 qkm。 

Let us suppose that in the n-th complete configuration the 
sequence of symbols on the tape is S, o, Syn, 4)... S, ny 
followed by nothing but blanks, and that the scanned symbol is the 
i(n)-th, that the m-configuration is qk) 

我 们 假设 在 第 n 个 完全 格局 中 ， 纸 带 上 的 符号 序列 为 Srm oj 
Srna) + Say 后 面 都 是 空格 ， 并 且 扫 描 符 是 第 j(n) 个 ，m- 格 局 
为 qkm)。 

在 完全 格局 0 中 ， 纸 市 是 完全 空白 的 。 完 全 格局 1 中 ， 可 能 有 一 个 非 
空 的 符号 出 现在 纸 带 上 。 总 体 而 言 ， 对 于 完全 格局 mn， 最 多 有 n 个 符号 出 
现在 纸 带 上 《很 可 能 更 少 ) 。 图 灵 将 这 个 从 第 0 格 开 始 的 符号 序列 表示 
为 Sm 0). Syn, EE Orn, n)? 如 果 他 实际 列 出 的 是 n+t1 个 字符 而 不 是 n 个 ， 这 
也 没有 问题 ， 因 为 茶 些 r 函 数 无 疑 会 返回 0， 从 而 指示 的 是 空格 。 

Then we may form the proposition 


Rs, u, u) & Rig. uue.. .& Rs 








(u in) u^) 


rin, 0) Pin, n) „ll 


&I (w, i & Ky, (u") 


& (IF (uv Flu,y) v Euy) v .vy Flu? y)v Rs u^) y)), 
which we may abbreviate to CC,,. 
那么 sl are aan e SE 
Rs VwWeRs Uuk.. AR (um um) 


rin, | L Fit, n) 


we in) 0) e &K, | ni) 


kin) 


Fin, oM 


& Q)F ((y,u!) v Fuy) v Fwy) vv Fal P y)v His u". y), 
Sodio 缩写 为 CCn。 
其 实 就 是 < 完全 格局 m。 第 一 行 包括 了 对 应 于 前 n+1 个 方 格 中 符号 





PRA, BAE TKH NMM- q (n) 的 函数 。 

第 三 行 开始 ， 紧 跟 在 全 称 量词 后 面 的 F 应 该 在 大 括号 里 面 。 正 如 第 一 
行 表 明了 出 现在 纸 带 上 编号 从 0 至 第 n 格 的 符号 ， 最 后 一 行 表 明了 编号 大 
于 n 的 格 只 包含 空格 。R 谓 词 出 现在 最 后 。 全 称 量词 y 针 对 纸 带 上 的 所 有 
方 格 。 要 么 u' 是 y 格 的 后 继 〈 即 y 为 0; ， 要 么 y 格 是 u 的 后 继 ( 即 y 是 1) ， 
或 者 y 是 w 的 后 继 〈 即 y 为 2) ， 等 等 一直 推 导 到 y 是 n-1 的 后 继 ( 即 y 
是 n) 。 如 果 y 不 是 上 面 几 种 情况 中 的 一 种 ， 那 么 y 格 包含 的 是 空格 。 

下 面 是 修正 后 的 版 本 。 

CC, FMA EANA S: 

了 


Ji 
^ nnl 


& Ku? NO & Ku 
& (y(Fy, u) v Fu, y) v Fu y) v .. . v Fu" y) v Rs, (u^. y)), 


当 n 等 于 0 时 ， 第 一 行 及 第 三 行 的 大 部 分 就 会 消失 。CC0 是 下 面 表达 
式 的 缩写 : 

I(u, y) & K, (u) & (y) Rs, (u. y) 

As before, F(u, u^) & F(u', u") &...& F(u(r-9, u() is abbreviated to 
Fr), 

| shall show that all formulae of the form A(.() & F( = CC, 
(abbrevated to CF,,) are provable. 

同 前 一 样 ， Flu, u)&F(u', u")&...&F(u(r-2,u() 缩写 为 Fn。 

我 会 说 明 所 有 形 如 A(-A() & FO) 5 CC, (缩写 成 CF,) 的 公式 都 是 
可 证 明 的 。 

对 于 A(AN) 公 式 ， 你 可 能 会 想起 ， 它 结合 了 机 器 的 启动 条 件 ( 一 条 空 
日 的 纸 帝 ，m- 格 局 为 qg1/， 编 号 为 0 的 扫 揪 格 〉 及 Des(A) 表 达 式 ， 后 者 是 
机 器 的 说 明 。Des(A) 表 达 式 包括 了 多 个 指令 表达 式 ， 每 个 指令 表达 式 
都 说 明了 指令 如 何 改变 了 扫描 格 上 的 符号 ， 改 变 了 m- 格 局 ， 改 变 了 将 要 
扫描 的 方 格 。 

图 灵 为 每 个 完全 格局 n 定 义 了 一 个 称 为 CF 的 公式 。 

CF 为 下 面 公式 的 缩写 : 


A(A0 & F? — CC, 
下 面 是 CF ,的 前 几 个 公式 : 
CFo: A(M) — CCo 
CF: A(M) & F(u, u^) — CC, 
CF5: A( M) & F(u, u') & F(u', u") — CC, 
CF3: AAM) & F(u, u^) & F(u', u") & F(u", u) — CC; 


The meaning of CF, is “The n-th complete configuration of M is 
so and so” where “so and so” stands for the actual n-th complete 
configuration of M. That CF, should be probable is therefore to be 
expected. 

CF ARAE ARI ER n s AR EE, PRR” 指 的 是 
实际 的 第 n 个 完全 格局 。 因 此 ， 我 们 可 以 期 竺 CF 是 可 证 明 的 。 

图 灵 用 归纳 法 来 说 明 CF, 公 式 是 可 证 明 的 。 他 首先 证 明了 CF0 是 可 证 
明 的 ， 接 着 说 明 如 有 果 CF, 是 可 以 证 明 的 ， 则 CF,,; 也 是 可 证 明 的 。 

CPFo is certainly provable, for in the complete configuration the 
symbols are all blanks the m-configuration is q,, and the scanned 
square is u, i.e. CCo is 


(y) Rs, (u, y) & I(u,u) & Kg, (u). 
CFo 当 然 是 可 证 明 的 ， 因 为 在 完全 格局 中 ， 所 有 符号 都 是 空格 ， 
m- 格 局 为 91， 扫 描 格 为 v， 即 CCo 是 
(y) Rs, (u, y) & I(u,u) & Kg, (u). 
这 是 公式 CCo 的 一 个 重新 排列 后 的 版 本 ， 我 之 前 也 展示 过 。A(J() 的 
表达 式 为 : 
Q & Q)Rs,(u, y) & Ku,u) & Kg, (u) & Des(M) 
A(A) 包 含 了 与 CCo 完 全 相同 的 谓词 R、I 和 K。 
AAM) ^ CCois then trivial. 





We next show that CF, > CF,,4 is provable for each n. 
RI ARAM) > CCo。 
下 面 我 们 证 明 对 于 任何 np， CF, > CF ,1 是 可 证 明 的 。 
看 一 下 CF, 的 表达 式 ， 可 以 发 现 
CF, = CF it 
是 下 面 公式 的 缩写 : 


[AM & F" ^ cc,] > [ACAD & F"* 一 CCn+l] 


这 里 是 归纳 证 明 比 较 难 的 部 分 ， 但 是 如 果 证 明了 这 个 强 涵 关系 ,我 
们 就 可 以 说 CFo。 > CFI 是 可 证 明 的 ，CF > CF, 是 可 证 明 的 ， 以 此 推理 
可 知 ， 所 有 的 CF 表达 式 都 是 可 证 明 的 。 

There are three cases to consider, according as in the move 
from the n-th to the (n + 1)-th configruation the machine moves to 
left or to right or remains stationary. We suppose that the first case 
applies, /.e. the machine moves to the left. A similar argument 
applies in the other cases. 

在 从 第 n 个 格局 转换 至 第 n+1 个 格局 时 需要 考虑 三 种 情形 : 机 器 是 
IA PEZ]. qn] 右 移动 还 是 你 持 毅 止 。 我 们 假设 是 第 一 种 情形 ， 即 机 器 
问 左 移动 。 对 其 他 情形 ， 类 似 的 论据 也 成 立 。 

下 句 话 的 前 一 部 分 ， 图 灵 基 于 之 前 定义 的 函数 六 MEX 6S 
Bla, by child. (Axe, WHE UA LTE T o 

If r(n, i(n)) = a, r(n + 1, i(n*1)) = c, k(i(n)) = b, and k(i(n + 1)) + d, 

如 果 

r(n, in))=a, r(n+1, i(n+1))=c; k(i(n))=b} Hk(i(n+1))=d, 

在 图 灵 发 表 的 论文 修订 版 中 ， 他 解释 了 这 些 定 义 ， 这 些 都 跟 完 全 格 
局 n 有 关 : 

a =k(n)，m- 格 局 的 索引 

b = r(n, imD)， 扫 描 格 im 中 符号 的 索引 

c=k(n+1)， 下 一 个 m- 格 局 的 索引 

d= r(n+1, i(n))， 扫 描 格 i(n) 中 新 符号 的 索引 

a 和 c 是 q 的 下 标 ; b 和 qd 则 是 5 的 下 标 ， 这 些 缩写 仪 仪 是 为 了 简化 剩余 
的 表达 式 和 接 下 来 的 一 些 条 目 。 


then Des J( must include Inst {qa Sp Sg L qe} as one of its terms, 

















i.e. 
Des M) 2 Inst(q4 Sp Sa L qe}. 
那么 Des(Jf) 一 定 包 含 指令 {qaSbSuLqe} 作 为 其 中 一 项 ， 即 
Des(J() > Inst(qa Sp Sa L qc} 
因为 Des 由 所 有 Inst 指令 的 合 取 组 成 ， 因 此 如 果 Des 为 真 ， 那 么 所 有 单 
独 的 Inst 指 令 也 为 真 ， 上 述 纺 涵 关 系 也 就 成 立 。A(W) 是 Des 和 其 他 表达 
式 的 合 取 ， 因 而 
A(A) ^ Des(A() 
Zi IX PAS AAR, RATE NE]: 
A(A() > Inst{qaSpSaLqe} 
表达 式 Fm+D) 是 F 谓 词 合 取 的 缩写 ， 这 些 F 谓 词 同 样 也 假设 为 公理 。 
为 Fm+D) 为 真 ， 所 以 我 们 可 以 把 它 以 合 取 形式 加 到 公式 的 两 边 。 
Hence 
A(M) & F+) — Inst(q; Sp SaLac) & FO., 
But 
Inst(qu Sp SaL q.) & pon), (CC, > CCn+1) 
is provable, 
因此 


A(A() & F+) > Ingt {qa Sb SqLq,) & Rn+ 
而 Inst(q; Sp Su Lq.) & pui (CC, 一 CC5,.1) 
是 可 证 明 的 ， 
这 里 需要 修正 一 下 : 左 侧 的 合 取 必 须 包 括 人 ， 用 来 保证 后 继 的 唯一 
TE: 
Inst (qaSpSaLq.] &Q&r"t e (CC, — Cu 


如 果 把 mst 表 达 式 中 的 下 标 o、b、c 和 qd 替换 掉 ， 将 得 到 一 个 特别 的 
Inst 指 令 ， 它 使 得 完全 格局 n 前 进 至 完全 格局 (n+1)。 


Inst {qunS C, a) SHa Lia koe) OEE 一 (Co > Cua) 


n4- liin), 
这 不 人 起 等 俐 于 


(GG SN Inst CONN (n+l itn Edin nl a " M FE Fl j — CLr | 
直观 上 看 这 很 明显 : 特别 的 Inst 指 令 使 CC, 前 进 到 CC,,;， 而 CC,,1 可 
以 由 CC; 与 这 一 指令 的 合 取 得 到 。 但 是 ， 要 通过 对 相关 的 命题 函数 进行 
操作 来 说 明 这 是 可 证 明 的 ， 将 是 非常 繁琐 的 ， 因 为 Inst 和 CC, 纵 写 都 非 
Hc. 
图 灵 刚 刚 提出 的 两 个 命题 是 可 证 明 的 ， 
and so therefore is 


AM & EF" S (CO C0.) 





因此 
这 是 X = (Y = 2) 形式 的 命题 ， 很 容易 说 明 这 与 X > (Y = 2) 等 
fr. BU: 
(ACAO & F"* > CC) > (AGO @E"F? 一 CC) 
回想 一 下 ， 市 上 标的 F 是 F 谓 词 合 取 的 缩写 ， 因此 F(n+1) > Fo 月。 
(ACAD & FD) 一 (AAD & F9), 
[262] 
and | 
(AAO & F™ — CC,) > (A(40 & F*? ^ CCn41), 
JF B. 
(ACAD & Fu ., CC,) > (ACA) & Ferry 一 CCn+1). 
这 两 个 括号 中 的 表达 式 都 能 表示 成 CF 缩写 形式 。 


i.e. 

CE] Ce. 
CF, is probable for each n. 
Bg 


对 于 每 个 np，CF 都 是 可 证 明 的 。 
至 此 ， 给 出 了 说 明 CF ,是 可 证 明 的 归纳 证 明 ， 但 我 们 还 没有 完成 
引 理 的 证 明 ， 因 为 我 们 真正 需要 证 明 的 是 Un(Jf)。 


Now it is the assumption of this lemma that S4 appears 
somewhere, in some complete configuration, in the sequence of 
symbols printed by J(; that is, for some integers N, K, 

现在 根据 引 理 假设 ，S1 在 茶 些 完全 格局 中 出 现在 所 打印 的 符 
写 序 列 的 某 处 ， 也 就 是 说 ， 对 茶 些 整数 N、K， 

这 里 NN 是 完全 格局 的 序号 ，K 是 纸 带 上 的 方 格 ， 

CCN has Rs, (u(N), u(K)) as one of its terms, and therefore 
CCN > Rs, (u(N), u(9 is provable. 

Rs, (u(M, UK) 是 CCN 中 的 一 项 ， 因 此 CCN > Rs, (UM, u() 
是 可 证 明 的 。 

这 个 成 立 是 因为 合 取 式 中 任意 一 项 都 能 推出 该 项 成 立 。 

We have then 





CO > Rs (uu 
and A(M) & FA 一 CCN. 
那么 我 们 可 以 得 到 l | 
CC, HR ae) 
并 且 A(A0 & FX) — CCN 


CC 的 上 标 应 该 是 下 标 ， 这 是 CFN 的 定义 ， 图 灵 刚 刚 证 明了 CFN 对 


于 所 有 的 N 都 可 证 明 〈 尽 管 之 前 他 用 的 是 小 写 的 np， 而 不 是 大 写 的 
N) 





到 目前 为 止 ， 图 灵 一 直 在 处 理 包含 自由 变量 u 的 公式 。 
We also have 
(3u)ACAO > (Bu)(au’)... GUMAN) & FM), 
where N' = max (N, K). 
我 们 同样 有 
(GUAM) 一 (Gu)Gu^...(3u^ (AM & FM), 
Kp N'2max(N. K). 

实际 上 ，K ( 指 纸 带 上 出 现 0 的 方 格 ) 永远 不 可 能 比 N《〈 完 全 格 

Ja) 大 ， 因 此 N' 总 是 等 于 N。 右 侧 的 表达 式 A(-AN) & FM 只 是 为 了 推导 





出 CCN， 我 们 刚刚 证 明了 CCN 可 以 推导 出 Rs, (UM, uo). 
And so 
(30A CA() 一 (4u)(3u’)... uN Rs (UM, u9)), 
因此 
(GWAM) 一 (Gu)(3u/). . . ud Rs, UM, u®), 


R 函 数 并 不 要 求 从 u 至 U(w) 的 所 有 整数 都 存在 ， 仅 仅 需要 LU 和 ul 
存在 即 可 。 因 此 大 部 分 存在 量词 都 可 以 去 除 ， 剩 下 的 就 是 : 


(IWAN) > (Iu NI tN)Rs, (u™ u (K)) 


(qu)A(A) 一 (Guau Rs, (Uu, u™), 
如 果 我 们 用 s 代 替 U，t 代 蔡 UUO， 就 得 到 
(AWA(A) 一 (3s)(30Rs,(s, t), 


(AWA(A) > (sYGDRs, (s, t, 

这 恰好 就 是 Un(J0) 的 定义 ， 你 可 以 在 第 254 页 的 框 中 看 到 。 但 
是 ， 它 并 不 是 图 灵 在 其 原始 论文 中 对 Un(AU) 的 定义 。 他 之 前 把 N(s) 和 
N() 写 在 了 强 涵 符 右 侧 的 表达 式 中 ， 但 那些 谓词 仅仅 表明 s 和 t 是 目 然 
数 ， 而 我 们 已 经 推导 出 这 一 事实 了 。 

以 “如 果 Si 出 现在 A 的 某 个 完全 格局 下 的 纸 融 上 "作为 前 提 ， 我 们 
刚刚 证 明了 公式 Un(A()。 

i.e. Un(.() is provable. 

This completes the proof of Lemma 1. 
即 Un(w0) 是 可 证 明 的 。 

至 此 ， 完 成 了 引 理 1 的 证 明 。 

第 二 个 引 理 的 证 明 更 简短 ， 只 需要 使 用 之 前 定义 的 命题 函数 来 解 

REIS TATA 
LEMMA 2. If Un( A is provable, then S, appears on the tape in 
some complete configuration of M. 
If we substitute any propositional functions for function 
variables in a provable formula, we obtain a true proposition. In 
particular, if we substitute the meanings tabulated on pp. 257-260 











in Un (J(), we obtain a true proposition with the meaning "S, 
appears somewhere on the tape in some complete configuration 
of M". 

3| 82 如 果 Un(Jf) 是 可 证 明 的 ， 那 么 Si 出 现在 M 的 某 个 完全 格 
局 下 的 纸 带 上 。 

如 果 我 们 在 可 证 明 的 公式 中 用 任意 命题 函数 来 代 蔡 函数 变量 ， 
那么 就 会 得 到 一 个 真 命题 。 特 别 地 ， 如 果 我 们 采用 含义 “Si 出 现在 
才 的 茶 个 完全 格局 下 的 纸 带 上 "而 非 第 259~260 页 的 Un(Jf) 中 的 盒 
义 ， 融 能 得 到 一 个 真 命题 。 

现在 ， 图 灵 已 经 证 明 ，Un(-AM) 可 证 明 当 且 仪 当 Si 出 现在 机 器 的 
某 个 完全 格局 下 的 纸 带 上 。 

We are now in a position to show that the 
Entscheidungsproblem cannot be solved. Let us suppose the 
contrary. Then there is a general (mechanical) process for 
determining whether Un(-M) is provable. By Lemmas 1 and 2, this 
implies that there is a process for determining whether M ever 
prints O, and this is impossible, by 8 8. Hence the 
Entscheidungsproblem cannot be solved. 

我 们 现在 来 证 明 判 定性 问题 不 可 解 。 先 假设 其 否定 命题 成 世 ， 
那么 就 存在 一 个 通用 《机 械 ) 过 程 可 以 判定 Un(Jf) 是 否 可 证 明 。 根 
据 引 理 1 和 引 理 2， 这 表明 存在 一 个 过 程 可 以 确定 机 器 (是否 打 印 
了 0， 但 这 在 88 中 已 经 提 及 是 不 可 能 的 。 因 此 判定 性 问题 不 可 解 。 

回想 一 下 ， 这 很 简单 ， 你 同意 吧 ? 

Un(.4() 是 个 相当 复杂 的 公式 ， 这 一 点 也 不 奇怪 。 如 果 它 比较 简 
单 ， 那 么 它 束 可 能 会 被 判 定 过 程 分 析 。 相 反 ，Un(AH) 中 包含 了 A(A 
)，A(J0 中 包含 了 @ 和 Des(4)，Des(240) 还 是 组 成 机 器 的 所 有 Inst 项 的 
合 取 。 每 个 Inst 项 有 五 个 全 称 量 词 ，@ 包 售 三 个 全 称 量 词 和 一 个 存在 
量词 ，A(J() 包 含 另 一 个 全 称 量词 ，Un(J() 含 有 三 个 存在 量词 。 

如 果 这 个 复杂 的 量词 嵌 套 中 仅 包含 一 元 谓词 ， 也 就 是 说 ， 谓 词 中 
仅 含 一 个 参数 ， 那 么 它 不 会 影响 命题 的 可 解 性 。1915 年 ， 利 奥 波 德 , 
勒 文海 姆 “(1878 一 1957) 证 明了 仅 包 含 一 元 谓词 的 命题 是 可 判定 
Hg e 

到 图 灵 写 这 篇 论文 时 ， 人 们 在 为 特殊 情形 的 公式 寻找 判定 过 程 方 
面 已 经 取得 了 许多 进展 。 通 常 ， 应 用 判定 过 程 时 ， 公 式 一 般 首 先 转换 

















为 前 束 范 式 ， 也 就 是 ， 通 过 改变 公式 让 所 有 CGE ER) 的 量词 都 
可 以 移 到 公式 的 开始 处 ， 位 于 一 个 称 为 "矩阵 ?的 不 含 任何 量词 的 表达 
A [Mh 

在 那些 年 里 ， 许 多 数学 家 已 经 发 现 了 前 束 范 式 形 式 的 很 多 类 公式 
的 判定 过 程 ， 它 们 都 是 以 一 个 特殊 形式 的 量词 开头 。 在 有 关 判 定性 问 
题 的 文献 中 [31 ， 都 是 使 用 V 和 了 翌 符 号 表示 全 称 量 词 和 存在 量词 。 上 
标的 数字 代表 了 一 个 特定 量词 的 数目 ， 星 号 可 以 是 任何 数字 。 

1928 年 ， 保 罗 . 贝 条 斯 和 摩西 . 施 隆 分 克 尔 〈1889 一 1942) 发 表 了 
以 Jj*w* 〈 任 意 数量 的 存在 量词 ， 后 跟 任意 数量 的 全 称 量词 ) JT 
头 的 命题 的 判定 过 程 。 同 样 在 1928 年 ， 威 廉 . 阿 克 曼 给 出 了 
刁 六 岁 刁 的 判定 过 程 〈 任 意 数量 存在 量词 后 跟 一 个 全 称 量词 ， 再 接 
任意 数量 的 存在 量词 ) 。1932 年 ， 哥 德尔 给 出 了 任意 数量 的 存在 量 
词 间 包含 两 个 全 称 量词 的 判定 过 程 : *Ww^3*. 

人 们 还 探索 了 与 判定 性 问题 相 联系 的 一 类 问题 : 化 简 类 。 化 简 类 
由 所 有 以 特定 量词 模式 开头 的 命题 组 成 ， 仅 当 所 有 命题 都 存在 判定 过 
程 ， 各 种 化 简 类 中 的 命题 存在 判定 过 程 。1920 年 ， 斯 科 莱 姆 证 明 
V *A* EXT MEA. 193342, AARNE Ai) Bye * 




































































TEES ae AGB At AUER, HOT SSE f ETE FE EE AR, 
仅仅 知道 如 果 存 在 一 个 化 简 类 的 判定 过 程 ， 那 么 也 会 存在 一 个 通用 判 
定 过 程 。 图 灵 和 肛 奇 的 论文 的 结果 表明 ， 这 些 化 简 类 是 不 可 判定 的 。 
1932 年 ， 哥 德尔 给 出 了 一 个 以 习 * V^3* 为 前 绥 的 命题 的 判定 程 
序 ， 并 将 其 推广 到 y?2 刁 *。 在 图 灵 的 证 明 出 现 之 后 ， 我 们 可 知 任何 
以 Y 习 * 为 前 缀 的 命题 是 不 可 判定 的 。 通 过 增加 一 个 全 称 量词 ， 形 
7d V IŽK Ap dis BUE T 7673 Yg 的 不 可 判定 命题 。 

在 下 面 的 段落 中 ， 图 灵 使 用 quantor 代 表 量 词 。 

In view of the large number of particular cases of solutions of 
the Entscheidungsproblem for formulae with restricted systems of 
quantors, it 

[263] 
is interesting to express Un( M) in a form in which all quantors 


are at the beginning. Un(J() is, in fact, expressible in the form 
(uX3x)(w)(3u1)... (Sun), 
(1) 

where % contains no quantors, and n = 6. 

对 于 带 受 限量 词 (quanto? 的 公式 的 判定 性 问题 的 一 大 类 特殊 
情形 的 解 ， 把 Un(Jf) 表 示 成 所 有 的 量词 都 出 现在 开始 处 ， 这 会 比较 
有 趣 。 事 实 上 ，Un(J) 可 以 表示 成 

(u)(3x)(w)(3u1) és (Jun), 
(I) 

其 中 多 不 包含 任何 量词 ， 并 且 n = 6。 

图 灵 已 经 证 明 以 y 习 yV 习 ”〈 使 用 约定 俗 成 的 定义 〉 为 前 级 的 命题 
构成 了 一 个 化 简 类 。 带 有 此 类 前 缀 的 命题 不 存在 判定 过 程 。 

By unimportant modifications we can obtain a formula, with all 
essential properties of Un(.J(), which is of form (I) with n = 5. 

通过 改变 一 些 不 重要 的 地 方 ， 我 们 可 以 得 到 一 个 包含 所 有 Un( 
A) 必 要 性 质 的 公式 ， 形 式 与 (1) 相同 ， 但 n = 5. 

在 图 灵 论 文 的 修订 版 中 ， 图 灵 标 注 出 这 个 数字 应 该 是 4， 因 此 化 简 
类 被 进一步 限制 到 YY +。 

1962 年 ， 瑞 士 逻 辑 学 家 朱利叶 斯 . 理 查 德 . 步 琪 “(1924 一 1984) F 
用 图 灵机 从 另 一 方面 着 手 研究 判定 性 问题 ， 并 且 成 功 地 使 证 明 简 化 了 
— ro 141 他 的 研究 表明 ， 刁 & WAV 形式 的 命题 形成 的 是 化 简 
类 。 《这 类 命题 是 两 个 项 的 合 取 ， 每 一 项 都 将 自 喘 的 量词 置 于 最 前 
面 。) 步 琪 的 论文 同时 为 证 明 V A WV 命题 形成 化 简 类 葛 定 了 基础 ， 
这 意味 着 即使 对 于 以 v a V 为 前 缀 的 简单 命题 都 不 存在 通用 判定 过 
RE. 

数学 家 们 发 明 解 决 问题 的 方法 惠及 了 整个 世界 ， 当 他 们 证 明了 茶 
个 问题 无 解 时 也 能 起 到 同样 的 效果 。 就 如 无 法 仅 用 尺 和 圆规 三 等 分 一 
个 角 ， 无 法 求 与 已 知 圆 面 积 相等 的 正方 形 ， 无 法 证 明 能 从 欧 几 里 得 的 
前 四 个 公设 推导 出 第 五 个 。 对 于 mm 大 于 2 的 情况 ， 方 程 M + yn = zn ix 
有 整数 解 ， 无 法 在 系统 中 建立 算术 的 一 致 性 ， 以 及 一 阶 逻 辑 没 有 通用 
判定 过 程 。 

我 们 可 以 不 再 把 时 间 滔 费 在 一 个 无 法 做 到 事情 上 。 知 道 什 么 不 可 

















能 与 知道 什么 可 能 同样 重要 。 


LLL 4§ 75 (A Fe Abe] GE S, Grundzüge der Theoretischen 
Logik (Springer, 1928) , 73, 77. 

12] 利 奥 波 德 : 勒 文海 姆 ，“Uber Möglichkeiten im 
Relativekalkül", Mathematische Annalen, Vol.76 (1915) , 447-470. 
被 译 为 “On Possibilities in the Calculus of Relatives”， 参 见 Jean van 
Heijenoort, ed., From Frege to Gódel: A Source Book in Mathematical 
Logic, 1879-1931 (Harvard University Press, 1967) , 228-251. 

13) 更 为 出 名 的 是 Egon Borger. Erich Gridel 和 Yuri Gurevich) The 
Classical Decision Problem (Springer, 1997) 。 这 本 书 是 撰写 判定 问题 
和 其 部 分 解决 方法 论文 时 应 该 参考 的 好 书 。 

141 J, Richard Büchi, “Turing-Machines and the 
Entscheidungsproblem", Mathematische Annalen, Vol.148, No.3 (June 
1962) , 201-213. 





在 1983 年 或 是 1984 年 ， 阿 隆 佐 : 印 奇 大 概 80 岁 时 ， 他 被 邀请 到 斯 坦 福 
大 学 的 语言 和 信息 研究 中 心 做 报告 ， 并 参观 了 中 心 的 Xerox Dandelion 计 
算 机 。 计 算 机 运行 的 是 LISP 语 言 ， 这 是 由 约翰 .麦卡锡 (1927—2011) 
发 明 的 一 种 编程 语言 。 邢 奇 被 告知 ，LISP 是 基于 他 50 多 年 前 发 明 的 人 演 
算 发 展 而 来 的 。 

印 奇 坦言 他 对 计算 机 一 无 所 知 ， 但 他 的 一 个 学 生 了 解 计 算 机 。J1] 
当然 ， 那 时 所 有 人 都 已 经 知道 阿兰 .图 灵 是 谁 了 。 

AA Ze B] BE CE - BS AF (E 2018: 2830 4E 4X1 BH 7 uE HH — Br i8 ee 48 15H 
通用 判定 过 程 而 发 明 的 。 图 灵 在 发 表 关 于 可 计算 数 和 判定 性 问题 的 论文 
之 前 就 对 此 有 所 了 解 了 。 为 此 ， 他 在 论文 中 增加 了 一 个 附录 ， 用 来 说 明 
他 的 方法 与 抒 奇 的 方法 在 本 质 上 是 等 价 的 ， 这 一 附录 就 是 本 章 的 主题 。 

如 果 说 对 A 演算 的 理念 觉得 很 熟悉 ， 那 是 因为 它们 对 编程 语言 的 发 展 
影响 深远 。 相 当 早 的 时 候 ， 人 们 就 发 现 演 算 与 划分 为 过 程式 或 命令 式 
的 编程 语言 之 间 存 在 着 结构 关系 ， 例 如 早期 的 编程 语言 ALGOL_[2J ， 
基于 这 个 语言 发 展 出 了 Pascal 和 C， 同 样 在 C 基 础 上 人 发展 出 了 C++. Java 
和 C#。 用 过 程式 语言 编写 的 程序 ， 其 结构 围绕 着 将 数据 传递 给 过 程 (也 
称 为 子 程序 或 方法 ) 的 理念 来 组 织 ， 过 程 以 各 种 各 样 的 方式 对 数据 进行 
处 理 。 

人 演算 对 LISP、APL、Haskell、Scheme 和 Et# 等 函 数 式 编程 语言 有 着 
更 直接 的 影响 。 在 函数 式 语言 中 ， 函 数 的 排列 方式 更 像 是 链条 ， 后 一 个 
函数 从 前 一 个 函数 获得 输出 。 函 数 式 语言 通 稼 允许 像 过 程式 语言 操作 数 
据 那 样 来 操作 函数 。 尽 管 函 数 式 语言 没有 像 过 程式 语言 那样 受到 主流 群 
体 的 欢迎 ， 但 是 最 近 它 们 也 展露 了 一 些 复 兴 的 气 居 。 

阿 隆 佐 : 邢 奇 1903 年 出 生 于 华盛顿 ， 他 职业 生涯 的 大 部 分 时 间 是 在 普 
林 斯 顿 大 学 度 过 的 。 他 本 科 就 读 于 普林斯顿 ，24 岁 时 获得 数学 博士 学 
位 。 在 作为 国家 研究 院 院士 工作 两 年 后 ， 他 回 到 普林斯顿 教学 ， 从 1929 
年 一 直到 1967 年 退休 。 印 奇 后 来 又 在 UCLA 工 作 了 一 段 时 间 ， 直 到 1990 


as 

艺 奇 是 一 个 勤奋 且 一 丝 不 苟 的 人 ， 说 话 严谨 ， 经 常 工 作 到 深夜 。 他 
的 课程 经 常 开始 于 精心 设计 的 仪式 般 的 擦 黑板 ， 有 了 时候 还 会 借助 一 桶 
水 。 在 处 理 数学 问题 时 ， 他 通常 会 用 不 同 颜色 的 墨水 。 当 需要 更 多 颜色 
的 时 候 ， 他 就 会 按照 不 同比 例 混 合 那 些 标准 颜色 的 墨水 ， 当 完成 了 一 页 
并 要 保存 起 来 时 ， 他 会 用 Duco 涂 满 表 面 。Duco 是 一 种 漆 ， 印 奇 发现 它 
非常 适合 保护 纸张 ， 因 为 它 不 会 把 纸 弄 争 。[31 

印 奇 指导 过 31 篇 博士 论文 ， 论 文 来 自 于 斯 带 芬 : 克 莱 尼 (1931) . A 
ng. EC] EM (1934) . See ES (1947) 、 马 丁 : 戴 维 斯 









































(1950) 、 哈 特 利 .罗杰斯 (1952) 、 雷 蒙 德 :斯 穆 里 安 (1959) 以 及 阿 
= Alm (1938) . 4L 

通常 认为 ， 印 奇 建立 了 符号 逻辑 协会 ， 因 为 他 是 《符号 逻辑 杂志 》 
的 第 一 位 编辑 。 实 际 上 ， 他 并 没有 建立 这 个 组 织 ， 而 是 指导 杂志 取得 了 
辉煌 的 成 功 ， 最 突出 的 是 他 编 自 了 重要 的 逻辑 文献 书目 。 

印 奇 是 在 1927 年 至 1929 年 作为 国家 研究 院 院 士 时 开始 演算 的 工作 
的 。 在 那 时 ， 数 学 家 们 希望 理解 有 效 可 计算 性 这 个 模糊 的 概念 。 为 了 知 
道 数值 计算 的 局 限 及 能 力 ， 有 必要 用 形式 系统 化 的 方式 来 定义 函数 ， 也 
就 是 说 用 符号 、 字 符 串 和 确定 性 规则 来 定义 。 最 好 的 方法 是 什么 昵 ? 这 
种 方法 能 否 表 明 这 些 函 数 能 够 充分 概括 有 效 可 计算 性 ? 

印 奇 就 这 一 方面 的 第 一 篇 论文 在 1931 年 10 月 5 日 被 《数学 年 鉴 》 收 
录 ， 并 在 下 一 年 的 4 月 发 表 。_[51 在 这 篇 文章 中 ， 印 奇 用 了 一 个 小 写 的 
lambda (A) 来 表示 函数 。 

邢 奇 引入 新 记号 的 一 个 动机 来 自 于 传统 函数 表示 的 特定 二 义 性 。 看 
看 下 面 的 表达 式 : 

x2+5x+7 


就 表达 式 本 身 而 言 ， 它 在 语法 上 是 正确 的 ， 但 我 们 仍 不 知道 该 对 这 
个 表达 式 做 些 什 么 ， 下 面 这 个 就 清晰 点 了 : 
f(x)=x2+5x+7 
这 是 传统 的 函数 标记 法 ， 其 中 x 是 约束 变量 (或 自 变 量 ) 。 我 们 可 以 
目 己 的 意愿 任意 改变 约束 变量 ， 只 要 与 函数 表达 式 中 的 其 他 部 分 不 
IPR WIT: 


























f(y)=y*+5y+7 
我 们 可 以 使 用 表达 式 K4) 来 表示 函数 的 一 个 值 ， 用 4 代替 自 变 量 x， 并 
计算 函数 的 值 
f(4)=(4)2+5-(4)+7=43 
当 你 意识 到 这 一 点 时 可 能 会 吃惊 ， 那 就 是 没有 标准 的 形式 可 以 将 函 
数 表 达 式 (也 就 是 y2+ 5y + 7) 与 y 的 具体 值 一 起 表示 出 来 。 一 旦 我 们 用 4 
替换 了 y， 就 丢失 了 自 变 量 信 息 。 如 果 你 需要 修复 这 样 的 缺点 ， 并 发 展 
出 一 套 表示 取 某 个 值 的 函数 的 方式 ， 可 能 会 想到 这 样 的 东西 : 
[y2+5y+7](4) 
这 其 实 不 算 太 差 ， 但 是 如 果 表 达 式 中 含有 多 个 自 变 量 呢 ? PB 
示 就 会 让 人 不 明 就 理 : 


即使 你 写成 : 














[y2+5y+18x-2xy+7](4) 


[y2+5y+18x-2xy+7](4,5) 


你 假设 对 x 和 y 按 照 特 定 顺 序 赋 值 。 
在 《数学 原理 》 中 ， 怀 特 海 和 罗素 使 用 了 抑 扬 符 号 来 表示 符合 特定 


函数 的 类 : 分。 印 奇想 把 这 个 抑 扬 符 号 移 到 变量 的 前 面 ， 像 一 样 ， 但 
因为 书写 的 原因 ， 这 个 符号 后 来 改 成 了 lambda-[6L : Ay. 

多 年 来 ， 印 奇 的 表示 法 已 经 有 了 发 展 。 在 下 面 的 讨论 中 ， 我 使 用 图 
灵 在 其 论文 附录 中 使 用 的 表示 法 。 一 元 变量 的 函数 用 下 面 这 个 通用 形式 
表示 : 


Ax[M | 
其 中 M 是 包含 自 变 量 x 的 表达 式 。 对 于 之 前 的 例子 ， 我 们 可 以 表示 


为 : 

Ax[x2+5x+7] 
一 个 包含 特定 自 变 量 值 的 函数 可 以 写成 这 个 通用 形式 : 

{F}(A) 
Fee, WRIA TARE, BAAN IEEE APA 

表 函 数 中 的 自 变 量 。 例 如 ， 如 果 函 数 中 的 自 变 量 为 x*， 则 通用 形式 为 : 

{Ax[M]}(A) 

将 M 蔡 换 为 之 前 的 函数 ， 就 变 成 了 : 
{Ax[x2+5x+7]}(A) 
若 x 的 值 为 4， 则 可 以 将 其 写 为 : 
{Ax[x2+5x+7]}(4) 

现在 ， 我 们 已 经 成 功 地 将 函数 和 某 个 自 变 量 的 值 表 示 在 一 起 了 。 
含有 两 个 目 变 量 的 函数 有 如 下 一 般 形式 : 

{{F}(A)}(B) 
为 了 方便 且 可 读 性 强 ， 它 可 以 简写 为 : 

{F}(A,B) 
如 果 将 F 蔡 换 为 一 个 真正 的 函数 ， 它 看 起 来 会 是 : 

{AxAyLy2+5y+18x-2xy+7]}(A,B) 

PTDL TE AIA atx, BEE y, EIA TARI EZ NE e 
也 可 以 再 简写 。 如 果 没 有 卜 义 ， 可 以 去 挥 花 括 号， 那么 



































{F}(A,B) 
F(A,B) 
这 看 起 来 很 像 常规 的 函数 表示 法 ， 但 F 表 达 式 实际 上 包含 了 一 些 》: 
AxAyLM](A,B) 


ERATE fo VERE dom RAT A ZAERTEATRIRRI: 


AxAy.M(A,B) 

这 个 形式 会 在 接 下 来 的 大 多 数 lambda 表 达 式 中 出 现 。 

艺 奇 在 建立 了 基本 的 lambda 表 示 法 后 ， 引 入 了 和 常用 逻辑 算 子 的 表达 
式 和 用 于 转换 为 等 价 公 式 的 替换 规则 。 印 奇 以 形式 化 方式 定义 了 这 些 变 
换 的 规则 ， 也 可 归结 为 : 

I。 如 果 新 的 自 变 量 不 与 公式 中 的 其 他 部 分 冲突 ， 可 以 改变 某 个 自 变 
量 ( 例 如 ，x 换 为 y); 

1。 在 公式 {Ax.M}(N) 中 ， 如 果 N 中 不 包含 x 的 任何 东西 ， 那 么 可 以 将 NN 
蔡 换 到 M 中 任何 x 出 现 的 位 置 ， 这 样 公式 就 变 成 了 用 N 蔡 换 原 始 的 x 所 形 

II。 工 的 相反 情况 仍 成 立 。 

在 第 一 篇 lambda 函 数 的 论文 发 表 一 年 半 后 ， 印 奇 太 表 了 第 二 篇 论文 
-了 上。 他 修正 了 其 给 出 的 假设 ， 并 强调 :“ 整 个 系统 的 形式 字符 ， 使 得 
从 符号 的 本 喘 意 义 进行 抽象 ， 以 及 将 (形式 逻辑 的 ) 定理 证 明 看 做 是 可 
以 根据 一 套 特定 规则 在 纸 上 进 行 推 导 的 游戏 成 为 可 能 。” 8 这 个 理念 
很 大 程度 上 符合 形式 主义 的 传统 。 

邢 奇 也 引入 了 缩写 conv 来 表示 “通过 转换 ”， 指 出 利用 规则 工 、 工 、 
II 可 以 将 一 个 公式 转换 为 等 价 形 式 ， 例 如 

Ax[x2+5x+7](A)convA2+5A+7 

印 奇 第 二 篇 论文 的 最 后 是 对 正 整数 的 研究 。 他 使 用 了 lambda 表 示 法 
来 定义 符号 1、 后 继 、 加 运算 、 乘 运算 以 及 5 个 皮 亚 诡 公 理 ， 并 且 声 明 
道 :“ 我 们 的 纲领 是 要 在 之 前 所 描述 内 容 的 基础 上 建立 一 套 关 于 下 整数 
的 理论 ， 然 后 ， 通 过 已 知 的 方法 或 是 进行 适当 的 改变 ， 将 该 理论 推广 到 
有 理 数 以 及 实数 领域 。”43] 

DS ay EAE ey BLK SEEN E wN YR (1907—1989) 
的 帮助 下 继续 下 一 步 的 研究 。1934 年 ， 克 莱 尼 所 做 的 基础 工作 体现 
在 ”形式 逻辑 的 例证 ”L101 一 文中 ， 并 简化 了 多 重 lambda 表 示 法 。 之 前 使 
用 的 























AxAyM 
现在 可 以 使 用 


来 表示 。 

克 莱 尼 于 1935 年 改写 并 及 表 了 他 的 博士 论文 “形式 逻辑 的 正 整数 理 
论 "， 二 该 论文 分 为 两 部 分 。 阅 读 这 篇 论文 之 前 要 先 看 卸 奇 的 两 篇 论 
文 以 及 死 汪 尼 之 前 的 论文 ， 其 第 二 部 分 也 提 及 了 即将 发 表 的 即 奇 和 罗 琶 
FEKE. L121 
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RP HbA. MXE, FE- ERR SI, Be Re 
又 涉及 算术 ， 但 是 这 里 我 只 想 集中 探讨 一 些 基 本 的 算术 ， 这 样 你 就 可 以 
看 到 ， 如 何 通过 单纯 的 字符 运算 来 实现 加 法 和 乘法 了 。 

we MAREN, BOT ee MOBI IT aR. DASA bE See EWP aA 
的 ， 下 面 就 是 其 符号 : 3l 

1  Afx.f (x) 

这 里 箭头 的 意思 是 “代表 ?或 “全 称 是 ”。 这 个 公式 看 起 来 似乎 有 点 
怪 ， 实 际 上 可 能 看 起 来 是 非常 怪 ， 但 这 仅仅 是 一 个 定义 ， 所 以 现在 还 没 
必要 追究 其 意义 。 更 见长 的 版 本 是 

1 24A f (x) |] 

因此 ，1 实 际 上 是 一 个 含有 两 个 自 变量 flx 的 函数 ， 非 常 唐 突 ， 定 义 
一 个 数字 居然 需要 额外 多 出 的 两 个 变量 。 

下 面 的 是 后 继 函 数 : 

S 2 Xo fx.f (e(f.x)) 

还 是 很 奇怪 吧 ， 我 也 这 么 认为 。 尽 管 我 们 希望 后 继 函 数 中 包括 目 变 
量 ， 但 不 希望 其 中 包含 3 个 目 变 量 。 

六 运 的 是 ， 符 号 2 可 以 定义 成 你 期 望 的 形式 : 

2— S(1) 

如 果 我 们 事实 上 想 对 1 应 用 后 继 函 数 ， 就 必须 保证 所 有 的 上 自 变 量 都 是 
唯一 的 ， 因 此 要 使 用 下 面 1 的 等 价 表达 式 : 

1 — hab.a(b) 

当 使 用 A 表达 式 时 ， 函 数 和 变量 经 常 互 换 角 色 。 在 下 面 变 换 后 的 公式 
的 推导 过 程 中 ， 我 选择 性 地 使 用 花 括 号 来 标记 将 要 在 那 一 步 被 蔡 换 的 包 
含 一 个 自 变 量 的 函数 。 

函数 S(1) 也 可 以 写 为 {5}1 或 者 : 

fap fS (o(.f.x))] (Xaba(b)) 

后 继 函 数 的 第 一 个 上 自 变 量 为 p， 因 此 用 1 的 表达 式 将 函数 中 的 p 蔡 换 
掉 ，A 后 的 p 就 消失 了 : 

Af&.f (Aab.a(b)(f.x)) 





















































现在 这 个 公式 包含 另 一 个 函数 ， 该 函数 中 含有 两 个 参数 : 
Afs.f ([xab.a (b)) (.f.x)) 
Hf tka, x&t&b: 


aff (F(x) 
尽管 1 最 初 定义 为 : 
1 Af f (x) 
数字 2 定义 为 : 


2 — S(1)convAfx.f ( f (x)) 


比较 转换 后 的 2 和 1 的 表达 式 ， 你 会 及 觉 在 点 的 右 侧 多 出 一 个 f 和 一 对 
括号 。 现 在 使 用 不 同 的 变量 Xab.a(a(b)) 来 表示 2， 并 尝试 确定 下 一 个 后 继 


BL{S}(2): 
(phe (pCF.2))}(Aaba(a(6))) 
同样 ， 用 2 来 蔡 代 p: 
Af. f ({Aab.a(a(b))}(F.x)) 
Fare tea, xb: 





Af (f (f(x))) 

这 是 3 的 4 表达 式 。 我 猪 你 开始 明白 这 个 模式 了 ， 我 们 最 想 从 正 整 数 
的 抽象 表达 式 中 得 到 的 是 某 种 后 继 性 。 下 面 这 个 记号 表明 了 这 一 后 继 
PE: 每 一 个 后 继 整 数 都 会 增加 对 第 一 个 自 变 量 的 嵌 套 。 

TERETE MINIS RN: 

t Apo fx.p( f .o(f.x)) 

有 点 怀疑 了 吧 ? 我 们 试 着 将 2 和 3 相 加 。 首 先 我 们 需要 使 所 有 的 自 变 
量 不 同 。 我 将 使 用 Aab.a(a(b)) 代 表 2，Acd.c(c(c(q))) 代 表 3， 因 此 {+}(2,3) 
HAE: 

(Apo fx.p( f. O(f.x)) }(Aab.a(a(b)), Acd.c(c(c(d)))) 

在 + 函数 中 ， 用 2 的 公式 替换 p， 用 3 的 公式 替换 c: 


Af ab.a(a(b))( f. «ed e(e(e(4))))Cf.)) 
BAERE TA, PHP Rc, xt ied: 
Af {Aab.a(a(b))}( F.£(F(F(x)))) 
MEBER NHE ha, HAO RAY ER BL: 


afes (AILE) 

PXE, Sp SM TER. C3EGS((SGQ))-So tS. 
有 意思 的 是 ， 乘 法 函数 比 加 法 函数 还 要 人 简单: 

x 一 入 OOx.O(G(Y) 
我 们 来 计算 2 和 3 的 乘法 ， 可 以 将 {x}(2,3) 写 成 : 

{Xpox.p(o(x))} aba (a(b)). cd c(c(c(4)))) 

用 2 的 公式 蔡 换 p，3 的 公式 蔡 换 a: 

dxdab.a(a(b))({Acd.c(e(e(d)))}(x)) 
PLES AR p, — ^ x EM CHS ER 2C: 

jx. [aba (a (b))) (d x (x(x(4)))) 


现在 2 变 成 一 个 函数 ， 用 右 侧 的 表达 式 蔡 换 a: 
Ax dbdd x(x(x(4)))(pa x(x(x(4))))(5)) 
TEAS ERB, Fb eed 


Ax. [d x (x((4)))] (x(x(x(5)))) 
最 后 蔡 换 d: 
axbx(x(x(x(x(x(6)))))} 


这 就 是 6， 当 然 也 是 2 与 3 相 乘 的 结果 。 
这 些 数字 的 函数 定义 可 以 让 你 做 一 些 比较 奇怪 的 事情 ， 例 如 
{2}(3) 








Bl: 


{Aab.a(a(b))}( ed e(e(c(4)))) 


ERER Y BUG RAINS HUBS. AUR AS 


aba P b{ B((b(5(5(6(6(2))))))} )) 
EMEI SCE, AMEIR. Kate Atami 
Amn.nm 


在 这 个 系统 中 ， 乘 比 加 看 起 来 要 简单 ， 指 数 形 式 是 其 中 最 简单 的 。 
当 气 奇 、 克 莱 尼 和 罗 瑟 使 用 人 演 算 做 实验 时 ， 他 们 发 现 人 表示 法 可 以 表示 
任何 他 们 能 想到 的 东西 ， 这 是 后 来 称 为 /可 定义 性 的 性 质 。“ 邢 奇 一 直 在 
推 上 晰 ， 并 最 后 明确 地 提出 ，A 可 定义 函数 是 所 有 的 有 效 可 计算 函 
Zr. "Lal 

库 尔 特 : 哥 德 尔 在 1933 年 来 到 高 级 研究 院 。1934 年 春 ， 他 在 普林斯顿 
讲授 他 的 不 完备 性 定理 及 递归 函数 ， 递 归 函 数 是 从 基本 原始 函数 发 展 出 
SRA. -51 让 哥 德 尔 对 递归 函数 感 兴趣 的 是 雅克 : 攻 尔 布 兰 德 (1908 一 
1931) 在 1931 年 写 给 他 的 信 ， 这 位 年 轻 聪 明 的 法 国 数学 家 在 攀登 阿尔 蛙 
斯 山 时 意外 身亡 了 。 

尽管 如 此 ， 哥 德尔 在 那 时 仍然 坚信 ，A 函 数 和 递归 函数 都 不 足以 包含 
所 有 我 们 认为 的 非 正 式 有 效 可 计算 性 。 

1936 年 ， 印 奇 发 表 了 “初等 数论 的 不 可 解 问题 ”L161 ， 在 这 篇 文章 中 
首次 出 现 了 可 定义 ”一 词 。 (之 前 ， 克 莱 尼 在 使 用 lambda 记 号 表示 逮 
辑 和 算术 运算 时 仅仅 使 用 了 “可 定义 ?或 者 “形式 可 定义 >?”。) «GSAT S| A 
自己 之 前 的 论文 、 克 莱 尼 的 两 篇 论文 ， 以 及 克 莱 尼 即将 发 表 的 探讨 递归 
函数 和 A 可 定义 函数 之 间 关 系 的 论文 。[171 与 哥 德 尔 构造 了 一 个 不 可 判 
定 的 命题 一 样 ， 印 奇 使 用 哥 德 尔 的 记 数 法 同样 构造 了 一 个 不 可 解 的 问 
题 。 

在 此 基础 上 ， 印 奇 在 《符号 逻辑 期 刊 》〔 他 自己 也 是 该 期 刊 的 编 
辑 ) 的 首 版 上 发 表 了 两 页 的 “判定 性 问题 的 笔记 ”， 他 在 结论 中 写 
道 : “判定 性 问题 的 通用 情况 是 不 可 解 的 。”[181 这 篇 文章 是 在 1936 年 4 
月 15 日 被 杂志 接收 的 ， 比 图 灵 在 1936 年 5 月 28 日 提交 到 伦敦 数学 学 会 的 
文章 早 了 6 周 。 

1936 年 夏 ， 图 灵 可 能 花 了 大 部 分 时 间 阅 读 我 之 前 提 到 的 印 奇 和 克 莱 





















































尼 的 文章 ， 学 习 / 演 算 ， 并 验证 它 如 何 与 自己 的 计算 机 器 相关 联 。 据 显 
示 ， 图 灵 的 三 页 附录 在 8 月 28 日 被 伦敦 数学 学 会 接收 。 图 灵 在 最 后 写 上 
f: “美国 新 泽 西 州 普林斯顿 大 学 研究 生 院 。” 他 很 期 得 自己 的 新 家 。 直 
到 9 月 23 日 ， 他 才 离 开 英 国 前 往 美国 ， 在 29 日 到 达 纽 约 。-L191 

Added 28 August, 1936. 








APPENDIX. 
Computability and effective calculability 

The theorem that all effectively calculable (A-definable) 
sequences are computable and its converse are proved below in 
outline. 

1936 年 8 月 28 日 新 增 

附录 
可 计算 性 和 有 效 可 计算 性 

所 有 的 有 效 可 计算 (A 可 定义 〉 序列 都 是 可 计算 的 ， 反 之 也 成 立 。 
这 个 定理 的 证 明 将 在 下 面 简略 给 出 。 

在 这 里 , “简略 ”的 意思 是 证 明 中 会 跳 过 一 些 步 骤 。 

It is assumed that the terms “well-formed formula" (W.F.F.) and 
“conversion” as used by Church and Kleene are understood. In the 
second of these proofs the existence of several formulae is 
assumed without proof; these formulae may be constructed 
straightforwardly with the help of, e.g., the results of Kleene in “A 
theory of positive integers in formal logic", American Journal of 
Math., 57 (1935), 153-173, 219-244. 

假设 和 人 们 已 经 理解 了 印 奇 和 克 菜 尼 所 使 用 的 "合式 公 
R” (W.F.F.) 和" 转换" 这些 术 语 。 在 第 二 个 证 明 中 ， 我 们 假定 了 一 些 
公式 已 经 存在 ， 不 再 证 明 。 这 些 公式 可 以 参考 殉 莱 尼 的 论文 “形式 逻 
辑 的 正 整 数理 论 "[ 发 表 在 《美国 数学 杂志 》57 (1935) , 153-173, 
219-244] 直 接 构造 。 

图 灵 这 里 说 的 “第 二 个 证 明 ” 是 指 上 述 定理 的 逆 命 题 ， 每 一 个 可 计算 
序列 同样 也 是 4 可 定义 的 。 

The W.F.F. representing an integer n will be denoted by N,. 

表示 一 个 整数 n 的 W.F.F. 将 记 为 Nn。 

我 们 开始 使 用 元 业 尼 对 1 和 后 继 数字 的 定义 ， 但 要 使 这 些 自 变量 与 图 
灵 后 面 使 用 的 保持 一 致 ，N1 是 ，Axy.x(y), 和 是 Axy.x Oxy)), N) 是 
Axy.X(X(X(X...(y)...))). 














We shall say that a sequence y whose n-th figure is py(n) is À- 
definable or effectively calculable if 1 + gy(u) is a A-definable 
function of n, 

如 琳 1+gy(u) 是 n 的 A 可 定义 函数 ， 我 们 就 称 第 n 个 数字 为 9y (n) 的 序 
列 y 是 A 可 定义 的 或 者 是 有 效 可 计算 的 。 

9; 两 次 出 现时 的 参数 都 应 该 是 9"， 而 不 是 u， 因 此 表达 式 应 该 是 
1+9/n)。 可 计算 序列 y 的 第 n 位 是 0 或 者 1， 但 印 奇 和 元 业 尼 定义 的 A 演算 
只 考虑 了 下 整数， 并 不 包括 0。q,(n) 并 不 是 可 定义 的 ， 因 为 0 不 是 4 可 定 
义 的 。 所 以 ， 数 字 都 加 上 1 变 成 1 和 2。 

i.e. if there is a W.F.F. 

M, such that, for all integers n, 

{M (Np) conv Noy(n)+1, 

i.e.{My}(N,) is convertible into Axy.x(x(y)) or into Axy.x(y) 
according as the n-th figure of A is 1 or O. 

如 果 存在 W.F.F. M,， 使 得 对 于 所 有 的 整数 n， 

{My}Nn) conv, (ny+1, 

即 根据 A 的 第 n 位 数 是 1 还 是 0，{My}(Nn) 可 以 转换 为 Axy.x(x(y)) 或 
dr. Axy.x(y). 

最 后 一 行 的 4 其 实 是 错 的 ， 应 该 是 “y 的 第 n 位 数 "。 根 据 对 应 的 数字 是 
1 还 是 0， 值 Ni\《〈 指 序列 中 的 数字 位 ) 处 的 函数 M, 可 转换 为 Axy.x(x(y)) 
(也 就 是 2) 或 者 Axy.x(y) 〈 也 就 是 1) 。 

例如 ， 如 果 y 的 第 5 位 是 1， 那 么 pg 是 1， 并 且 

{M} (Ns) convN,(5)*1 























也 就 是 说 
{My}(Ns) convN, 

To show that every A-definable sequence y is computable, we 
have to show how to construct a machine to compute y. For use 
with machines it is convenient to make a trivial modification in the 
calculus of conversion. This alteration consists in using x, X', X", ... 
as variables instead of a, b, c, .... 

为 了 证 明 每 一 个 A 可 定义 序列 y 都 是 可 计算 的 ， 我 们 必须 首先 构造 
一 个 可 以 计算 y 的 机 器 。 使 用 机 器 ， 可 以 方便 地 在 演算 转换 中 进行 简 





单 的 修改 ， 这 些 修改 包括 使 用 x, x' x", ... 作为 变量 ， 而 不 是 使 用 a, b, 
CT 
图 灵 至 今 还 未 使 用 任何 以 a、b 或 c 命 名 的 变量 ， 但 他 使 用 了 x 和 y。 他 
希望 所 有 的 变量 都 具有 统一 的 形式 ， 因 为 接 下 来 需要 进行 比较 和 [匹配 。 
这 与 第 8 节 的 要 求 很 相似 (本 书 第 205 页 ) : 一 阶 谓词 逻辑 在 被 机 器 处 理 
前 需要 “系统 化 ”。 

We now construct a machine Y which, when supplied with the 
formula M,, writes down the sequence y. The construction of £ is 
some-what similar to that of the machine %K which proves all 
provable formulae of the functional calculus. We first construct a 
choice machine */ 4, which, if supplied with a W.F.F., M say, and 
suitably manipulated, obtains any formula into which M is 
convertible. <; can then be modified so as to yield an automatic 
machine */» which obtains successively all the formulae 














[264] 
into which M is convertible (cf. foot-note p. 252). 
RIRES- Glas S. Ehe T AAMA P FEE. 
了 [的 构造 过 程 与 灸 在 某 种 程度 上 很 相似 ， IUEI T HC AT 
UEFA Ash. BAT FC ELAS S. WRAY Hep I— 
W.F.F.. SIUM, ERWE, EY, Aa TE— MW BHRSIBIA X, " 
FY AR fm aT E E SUAE o. LARRA ME Fe HRB ES 
AA (BSA 252 0 BYE) 。 
mc gag ieee liars 图 灵 引 用 的 是 第 二 个 《本 书 第 205 
。 在 那里 ， 他 讨论 了 可 以 证 明 所 有 一 阶 逻 辑 的 可 证 明 公 式 的 机 器 。 
TIRES AN IHR A, 这 这 台 机 器 看 起 来 与 之 相似 ， 很 可 能 
SEC f] 


The machine 4 includes {> as a part. The motion of the 
machine £ when supplied with the formula M, is divided into 


sections of which the n-th is devoted to finding the n-th figure of y. 
The first stage in this n-th section is the formation of {My}(N,,). This 


formula is then supplied to the machine Y >, which converts it 


successively into various other formulae. Each formula into which it 
is convertible eventually appears, and each, as it is found, is 











compared with 


aaa [ee], i.e. No, 


and with 
Ax[Ax'[xYx0]], ie. Ni. 

d axe Nds Lea. PEDEM. LAERET DAI) AIR 
多 部 分 ， 其 中 第 mn 部 分 用 来 寻找 y 的 第 n 位 。 第 mn 部 分 的 第 一 阶段 是 公 
式 {My}(Nn)。 这 个 公式 接 下 来 提供 给 女 用 来 将 公式 连续 地 转换 为 其 他 
公式 。 每 一 个 可 转换 的 公式 都 会 最 终 出 现 ， 并 与 下 列 公式 进行 比较 : 


xpa'e(36)]] ,PD 
2 xpete3(]] eN: 


EAL 2A LN TUR #eTA AX. 7g f SEW up DA AIA 
机 器 ， 你 必须 在 表示 法 中 保持 一 致 ， 而 不 包含 语法 捷径 的 方法 实际 上 是 
最 简单 的 。 

If it is identical with the first of these, then the machine prints the 
figure 1 and the n-th section is finished. If it is identical with the 
second, then O is printed and the section is finished. It it is different 
from both, then the work of ‘4 is resumed. By hypothesis, (MyY(N;;) 
is convertible into one of the formulae N, or N,; consequently the n- 
th section will eventually be finished, /.e. the n-th figure of y will 
eventually be written down. 

如 果 与 第 一 个 完全 一 样 ， 那 么 机 器 打印 1， 第 n 部 分 完成 。 如 果 与 
第 二 个 相同 ， 那 么 打印 0， 这 部 分 也 结束 了。 如 果 与 这 两 个 都 不 一 
样 ， 那 么 久 的 工作 就 要 重新 开始 。 根 据 假设 ，{My}Nn) 是 可 以 转换 为 
公式 Ns 或 者 Ni1， 因 此 第 n 部 分 最 终 是 会 结束 的 ， 也 就 是 说 ，y 的 第 n 位 
最 终 会 写 出 来 。 

在 开始 更 加 复杂 的 变换 证 明之 前 ， 图 灵 空 了 一 行 : 如 何 设计 一 个 能 
包括 特定 机 器 运转 情况 的 人 表达 式 。 

To prove that every computable sequence y is A-definable, we 
must show how to find a formula M, such that, for all integers n, 








(M, }Nn) conv N 1,5, (n). 
为 了 证 明 每 一 个 可 计算 序列 y 都 是 A 可 定义 的 ， 我 们 必须 先 说 明 如 
何 找 到 一 个 公式 My， 对 于 所 有 的 整数 nn， 
ÍM, (N |, )CONVN sgg " 


这 个 公式 正好 和 之 前 那个 一 样 ， 只 是 最 后 那个 N 的 下 标 被 重 排 了 。 现 
个 模拟 机 器 的 4 


要 做 的 不 是 描述 一 个 操作 函数 的 机 器 ， 而 是 定义 





在 ， 


函数 。 
Let J| bea machine which computes y and let us take some 


description of the complete configurations of || by means of 
numbers, e.g. we may take the D.N of the complete configuration as 
described in S6. 
假设 J 是 一 台 计 算 y 的 机 器 ， 我 们 来 用 数字 描述 一 下 的 完全 格 
局 。 正 如 86 中 描述 的 ， 我 们 可 以 得 到 完全 格局 的 描述 数 。 
在 下 面 的 讨论 中 ， 我 将 会 引用 到 “格局 数 "， 这 其 实 就 是 简单 的 连续 
整数 0, 1 2, 3 等 ， 这 个 数字 随机 器 运转 而 递增 。 对 于 任何 一 个 特定 的 机 
器 ， 对 每 个 格局 数 ， 存在 一 个 与 完全 格局 对 应 odes 这 些 是 非常 大 


的 数字 ， 包 括 了 描述 纸 带 上 已 打印 数字 及 下 一 个 m- 格 局 的 代码 。 
Let &(n) be the D.N of the n-th complete configuration of .j/. 
令 E(n) 为 J 的 第 n 个 完全 格局 的 插 述 数 。 
图 灵 在 这 里 使 用 的 n 是 我 所 指 — m € (nse — FIA AL 


The table for the machine j| gives us a relation between &: 


(n+1) and &(n) of the form 
Eln + 1) = p, (£(n)), 


where p, is a function of very restricted, although not usually 
very simple, form: it is determined by the table for jj. 


从 六 的 格局 表 中 ， 我 们 可 以 得 到 E(n+1) 及 E(m) 之 间 的 如 下 关系 : 
é(n-1)- o, (&(n)) 
其 中 Dy 是 一 个 严格 受 限 的 函数 ， 尽 管 通常 不 是 很 简单 : 其 形式 由 


咱 的 格局 表决 定 。 
Py 水 数 将 一 个 插 述 数 转换 为 下 一 个 描述 数 。 








一 般 来 讲 ， 输 入 是 一 个 


长 的 数字 ， 输 出 是 另 一 个 长 的 数字 。 这 个 函数 基本 上 必须 在 这 个 长 输入 
数 中 ， 寻 找 一 组 对 应 于 m- 格 局 和 扫描 符 的 特定 模式 的 数字 ， 并 基于 格局 
表 构 造 下 一 个 完全 格局 ， 有 可 能 包含 一 个 新 的 打印 符号 ， 并 改变 m- 格 局 
和 下 一 个 扫描 符 。 

图 灵 对 于 这 个 函数 的 “通常 不 是 很 简单 ”的 描述 切中 目标 。 这 个 函数 
需要 将 描述 数 拆 分 为 单个 数位 并 验证 它们 。 因 为 描述 数 是 十 进 制 数 ， 所 
以 这 个 函数 可 以 通过 先 将 数字 除 以 10 的 曙 ， 和 忽略 分 数 部 分 ， 再 除 以 男 一 
MONE, RAAB, OHH ERIE Ea. Rip, ee Be TRE 
问 是 很 复杂 的 ， 但 它 表 定 是 能 被 想 到 的 。 

Py is A-definable (I omit the proof of this), i.e. there is a W.F.F.Ay 
such that, for all integers n, 


(A, }(Nem)) conv Nein+1). 


py 是 A 可 定义 的 (我 略 去 了 这 部 分 的 证 明 〉 ， 即 存在 一 个 合式 公 
式 Ay， 对 于 所 有 的 整数 n: 
| A, | (Na n) ) convN. 


€(n+1) 


A 本 质 上 是 与 p, 一 样 的 函数 ， 只 不 过 是 用 A 演算 的 语言 表示 的 。 它 用 
来 进行 描述 数 间 的 转换 。 
Let U stand for 











iu {{u}(A,)} (N,)], 
where r= € (0); 
A UR 

Àu (4, )} (N, ) | 
其 中 广 E(0); 





这 名 开头 的 大 写 U 应 该 有 一 个 下 标 y， 因 为 它 是 基于 一 个 特定 可 计算 
序列 的 。NN, 是 机 器 开始 时 的 完全 格局 的 描述 数 一 一 数字 313。 这 个 数字 
对 应 于 标准 描述 DAD， 意 思 是 m- 格 局 qi (DA) 和 扫描 一 个 空格 
(DO 。 变 量 v 是 格局 数 ， 随 着 机 器 运行 依次 是 0、1、2 等 。 包 含 v 的 是 
个 花 括号 ， 通 常 意味 着 是 个 函数 ， 昌 然 看 起 来 似乎 没什么 意义 ， 但 很 快 
你 就 将 看 到 它 很 有 效 。 





then, for all integers n, 


(U, UN.) conv Ne). 
那么 ， 对 于 所 有 的 整数 n， 
lu, (N , )convN. (n) 
U PMNS BoE FR RC (0，1，2 等 ) 。 图 灵 认 为 ， 这 个 函数 可 以 转 


换 为 那个 格局 的 描述 数 。 我 们 使 用 描述 数 4 来 验证 一 下 ， 其 中 需要 涉及 
转换 表达 式 {U,}(Na)， 即 : 


Phul {{u}(4 JUN zo) arx (x (x (x(»))))) 


在 上 函数 中 ， 我 使 用 了 Nz 而 不 是 N,， 正 因 如 此 ， 我 们 不 会 忘记 下 
标 代表 了 描述 数 。 用 4 的 表达 式 蔡 换 函 数 中 的 u: 


(Pers (60) GJ) 


BUONA, 


{ay.4, (4,(4,(4, (v))))} (Nas) 


AUR Be THEN e oy E Ty: 


A, [4 (4, (4, (Ne ))) 


A 在 Nz(0) 上 第 一 个 应 用 的 结果 是 Nz()， 下 一 次 得 到 Nz(2)， 等 等 ， 
因此 最 后 的 结果 就 是 Nz(a)， 这 和 图 灵 预 想 的 一 样 。 现 在 ， 你 就 可 以 看 
出 为 什么 将 u 定 义 为 上 中 的 函数 是 有 意义 的 了 : 它 可 以 在 根本 上 将 出 现 
在 A 函数 中 的 u 混 合 ict. 


It may be proved that there is a formula V such that 





conv N; if, in going from the n-th to the (n + 1)-th 
complete configuration, the figure 0 is 


(V), 4) | (N i (n)) printed. 


conv Na ifthe figure 1 is printed. 


conv Na otherwise. 
可 以 证 明 ， 对 于 公式 V， 有 
‘conv N, m 70, ne 全 格局 林 揽 至 第 十] 


XN | Um | conv, 打印 了 | 


lconvN, 其 他 情况 
函数 V 基 本 上 分 析 了 连续 两 个 完全 格局 的 描述 数 ， 并 确定 打印 0 或 者 
1， 或 者 什么 都 不 打印 ， 这 又 是 一 个 复杂 但 可 以 想到 的 函数 。 
Let W, stand for 
dul {{V} ({A, }({U, }(u))) IU, \(w))], 
so that, for each integer n, 
{{V}(Nen+1))} Nem) conv {Wy} (Nn), 
令 W 表 示 


mul HE 0. 0)) (0.169) | 


因此 ， 对 于 任意 一 个 整数 n， 


{7}(™. PN JN i ; conv {W, }(N, ). 


这 个 命题 左 侧 的 公式 可 以 转换 为 Ni、 Ny 或 Ns 中 的 一 个 。 摘 述 这 种 变 
换 比 较 容 易 ， 可 以 先 描述 转换 后 的 结果 : 
17, | (N,,) 


TW, E RS BE € NU UE EH EB RA 





Él ))) (Qu, }@ " a 
— EAEE) 


表达 式 {U,}(N) 可 e Y e 


(HAHN (Ne 


NN on (n+) J) 


[HN E(n+ H(A pay 


通过 这 个 简短 的 证 明 ， 我 们 可 以 知道 {W)}(Ni) 可 以 转换 为 Ni、N, 或 
N3， 这 取决 于 第 n 个 完 全 格局 转换 为 第 n+1 个 时 打印 的 是 0 还 是 二 或 是 什 
么 都 不 打印 。 

and let Q be a formula such that 


{{Q}(W,)} (N,) conv Nro), 


where r(s) is the s-th integer q for which {W,}(N,) is convertible 
into either N; or No. 
令 Q 是 三 小 公 武 ， 使 得 


HoW, JN, )convN,, 
其 中 rs) 是 第 s 个 整数 9， 其 中 {W/ "n 
在 上 面 的 公式 中 ， 最 后 一 个 N 的 下 标明 显 应 该 是 r(9] 而 不 是 只 有 
一 部 分 的 完全 格局 才 会 打印 0 或 者 1， 函 数 r(s) 束 是 用 来 揭示 这 些 完 全 格 
局 的 。 例如 ， 如 果 在 1、4、6、7 等 完全 格局 中 打印 了 0 或 者 1， 那 么 r(1) 
返回 1，r(2) 返 回 4，r(G3) 返 回 6，r(4) 返 回 7， 等 等 。 
Then, if M, stands for 


Aw [{W,} (((QYOW,,)] (0))] ， 


it will have the required property. 
t In a complete proof of the A-definability of computable 








sequences it would be best to modify this method by replacing the 
numerical description of the complete configurations by a 
description which can be handled more easily with our apparatus. 
Let us choose certain integers to represent the symbols and the m- 
configurations of the machine. Suppose that in a certain complete 
configuration the numbers representing the successive symbols on 
the tape are S,S5...S,, that the m-th symbol is scanned, and that the 
m-configuration has the number t; then we may represent this 
complete EE PUER 5 the formula 


[IN. 81* Negs..， Me il, [N;, Neml» IN; 
where 


Neal) 


m+1’ 
[a,b] stands for Au[|(u)(a)](5)], 
[a, b, c] stands for xul | | iue yo») | 


etc. 


如 果 M, 表 示 


[rator yen] 


那么 它 将 具备 所 需要 的 性 质 。 

+ 在 可 计算 序 IS] LEBEN, 最 好 改变 这 个 方法 ， 
用 我 们 的 机 器 能 够 很 好 处 理 的 描述 代 瞪 完全 格局 的 数字 描述 。 我 们 选 
择 东 些 整数 来 代表 这 些 符 号 和 机 器 的 m- 格 局 。 假 设 在 特定 的 完全 格 
局 中 ， 那 些 代表 纸 带 上 后 续 符 号 的 数字 是 S1S。 Sn， 其 中 第 m 个 符号 
被 扫描 到 ，m- 格 局 的 标号 为 上 那么 我 们 可 以 用 下 面 的 公式 表示 这 个 


完全 格局 


[a.b] 代表 àu | {{u}(a)} (5) | 


I 
= 


[a.b.c] 代表 du {{{u}(a)}(d)}(c) | 


在 图 灵 证 明 的 第 二 部 分 ， 他 开始 自己 寻找 公式 M,， 使 得 对 于 所 有 n， 
ÍM, (N, )convN, 


126, (n) 

这 个 公式 告诉 我 们 序列 的 第 n 位 是 0 还 是 1。 我 们 先 来 分 析 : 
IM,KN, ) 

FA Eg ze WU AM IES HE SANE: 


[o tr (fever, e) JO) 
用 Ni 蔡 代 w: 
(Y (tte or. RO) 


括号 中 的 表达 式 可 以 转换 为 Nm， 因 此 


HN) 


己 经 表明 ， 这 个 公式 可 以 转换 为 N+/、N, 或 N3， 这 主要 取决 于 完全 格 
局 r(n) 打 印 的 是 0 或 1 或 其 他 。 然 而 ，r(n) 定 义 了 只 有 在 完全 格局 打印 了 0 
和 1 的 情况 下 才 返 回 。 

上 面 的 脚注 表明 ， 完 全 格局 在 纸 带 上 被 分 为 了 下 一 个 扫描 符 之 前 部 
分 及 下 一 个 扫描 符 之 后 部 分 。 图 灵 所 建议 的 用 来 表示 纸 带 这 些 部 分 的 》 
表达 式 可 以 是 非常 长 ， 并 且 大 小 会 随 着 完全 格局 的 增长 而 增长 。 

下 面 是 论文 的 结尾 。 

The Graduate College， 

Princeton University， 
New Jersey , U.S.A. 





研究 生 院 ， 
普林斯顿 大 学 ， 
美国 新 泽 西 州 。 

对 于 更 加 严格 的 证 明 ， 图 灵 并 没有 遵循 他 在 这 里 概述 的 证 明 逆 命 题 
的 思路 。 论 文 “可 计算 性 和 A 可 定义 性 ”于 1937 年 9 月 11 日 被 《符号 逻辑 杂 
志 》 收 录 ， 这 时 距 他 抵达 普林斯顿 还 不 到 一 年 的 时 间 。-L201 文章 开始 
写 道 : 





我 们 已 经 给 出 了 许多 定义 用 来 表述 与 “有 效 计算 性 ”的 直观 
思路 相对 应 的 确切 含义 ， 并 将 其 应 用 到 了 正 整数 函数 中 。 这 篇 
论文 的 意图 是 为 了 表明 作者 所 介绍 的 可 计算 函数 与 印 奇 发 明 的 
人 可 定义 的 函数 ， 以 及 与 由 炙 和 尔 布 兰 德 和 哥 德 尔 引 入 并 由 殉 莱 
尼 发 展 的 一 般 递 归 函 数 是 一 致 的 。《〈 在 本 论文 中 ) 已 表明 ， 任 
意 的 人 可 定义 函数 都 是 可 计算 的 ， 并 且 每 一 个 可 计算 函数 是 一 
FECE VA] ER C 


图 灵 首 先 通过 给 出 一 台 图 灵机 来 证 明 A 可 定义 函数 是 可 计算 的 。 这 台 
图 灵机 可 能 比 图 灵 的 通用 机 更 复 森 ， 它 可 以 解析 和 转换 4 函数 。 

证 明 的 第 二 部 分 展示 了 可 计算 函数 是 递归 的 。 图 元 并 不 需要 证 明 可 
计算 函数 是 A 可 定义 的 ， 因 为 斯 带 苍 : 殉 羔 尼 已 经 证 明了 递归 函数 是 A 可 定 
义 的 在 执 可 定义 性 和 递归 ”一 文中 ) 。 这 样 ， 有 效 计算 性 的 三 个 定义 
被 等 价 地 联系 起 来 了 。 

图 灵 后 来 经 名 提 到 他 1935 年 夏 躺 在 格 兰 切 斯 特 庄 园 草 地 上 时 构想 出 
来 的 这 些 神奇 的 虚拟 机 器 ， 但 是 在 他 后 续 发 表 的 论文 中 并 没有 给 出 机 器 
的 实际 格局 表 。 妆 他 在 印 奇 的 指导 下 写 博士 论文 时 ，J211 论文 内 容 已 
经 完全 与 递归 函数 和 4 函数 相关 了 了 。 
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历史 总 是 试图 用 一 系列 连贯 的 语句 和 上 段落 来 捕捉 生活 ， 然 而 现实 生 
活 通常 杂乱 且 复 杂 得 多 。 历 史学 家 必须 磨 平 事实 的 粗糙 棱角 ， 忽 略 次 要 
人 物 ， 以 避免 离 题 。 这 些 简 化 有 时 候 会 扭曲 它 试图 前 述 的 事物 ， 导 致 一 
系列 看 上 去 并 不 自然 却 又 不 可 避免 的 事件 发 生 ， 好 像 任何 事情 都 不 能 改 
变 它 们 的 发 展 ， 甚 至 暗示 着 这 些 事件 就 是 所 有 可 能 中 最 好 的 结果 。 这 些 
扭曲 的 结果 有 时 候 会 称 为 所 谓 的 ”历史 的 辉 格 解释 一 一 19 世 纪 的 那些 作 
家 把 大 英 帝 国 的 历史 描绘 成 正在 逐步 、 无 情 地 走 进 现 代 议 会 民主 制 ， 在 
此 之 后 ， 英 国 的 历史 学 家 区 伯 特 :巴特 菲尔德 1900 一 1979) 称 之 为 ” 历 
史 的 辉 格 解释 ”。 

科学 史 、 数 学 史 和 技术 史 尤 其 容易 受到 “ 注 格 解释 ”的 影响 。 我 们 
是 “正确 的 ”科学 理论 和 “适当 的 ”技术 的 受益 者 ， 因 此 ， 我 们 能 够 找到 贯 
通 历史 的 链条 ， 把 结果 与 导致 其 不 可 避免 发 生 的 原因 联系 起 来 。 探 索 过 
程 中 的 过 失 都 被 忽略 了 ， 而 如 果 讨 论 的 是 历史 争论 ， 任 何 阻止 我 们 通 向 
即将 为 之 庆祝 的 辉煌 时 刻 的 人 都 将 被 征服 。 

例如 ， 在 有 关 图 灵机 的 历史 中 ， 人 们 努力 将 它 看 做 一 系列 连贯 的 、 
逐步 实现 的 智慧 成 就 ， 从 康 托 尔 和 弗 雷 格 ， 到 罗素 和 和 希 尔 伯 特 ， 再 经 过 
哥 德 尔 、 印 奇 和 图 录 ， 最 终 在 1936 年 发 表 的 一 篇 数学 论文 后 达到 顶点 。 
为 了 保持 这 本 书 内 容 的 合理 精简 并 且 突 出 重点 ， 书 中 也 正 是 这 么 描述 


的 。 

在 这 个 进展 中 ， 我 忽略 了 一 些 异 议 。 如 同 任何 智力 劳动 领域 一 样 ， 
数学 史上 也 充斥 着 争论 与 不 合 。-L 在 19 世 纪 末 期 和 整个 20 世 纪 ， 这 些 
争论 频 款 地 涉及 数学 哲学 ， 特 别 是 经 币 涉 及 无 穷 的 本 质 。 

数学 哲学 是 一 个 广泛 而 又 复杂 的 领域 ， 不 过 ， 或 许 最 基本 的 问题 既 
简单 勾 令 人 不 安 ， 那 就 是 : 


数学 实体 在 何 种 程度 上 独立 于 研究 它 的 人 类 。 


难道 数学 家 们 只 是 采用 与 天 文学 家 发 现 恒星 和 其 他 天 体 差 不 多 的 方 
式 ， 来 发 现 已 经 存在 于 宇宙 固有 结构 中 的 数学 模式 吗 ? 抑或 数学 家 们 束 
像 工 程 师 设计 一 个 新 的 真空 吸 侍 器， 或 者 作曲 家 写 一 部 歌剧 一 样 来 发 明 
数学 吗 ? 伟大 的 数学 史 普 及 者 英里 斯 : 克 羔 因 (1908—1992) 这 样 诗 意 
地 描述 人 们 关于 数学 本 质 的 疑问 : 


数学 是 那些 埋藏 在 宇宙 深 处， 被 逐渐 发 掘 出 来 的 钻石 吗 ? 
或 者 它 就 像 人 类 生产 的 人 造 宝石 ， 尽 管 灿烂 ， 然 而 也 让 那些 发 
明 它 们 的 数学 家 被 冒 目的 骄 做 所 蒙 瑞 ? 2L 





















































Sie Ti EE X EEUU. RES ESI 
Ub: “他 们 相信 数学 真理 的 客观 性 。 依 我 看 来 ， 相 拉 图 式 的 存在 是 指 一 
个 客观 的 外 部 标准 的 存在 ， 它 不 依赖 于 我 们 个 人 的 思想 和 茶 种 特定 文 
Wa lal 

男 一 极端 来 目 构 成 主义 者 ， 他 们 认为 数学 完全 是 由 人 类 发 明 的 。 对 
构成 主义 者 来 说 ， 数 学 表面 上 的 永恒 和 超然 存在 仅仅 是 被 人 类 模式 识别 
技能 加 强 的 一 种 错觉， 这 种 技能 是 在 我 们 大 脑 中 经 过 数 百 万 年 进化 形成 
的 。 

这 两 个 极端 之 间 还 有 很 多 等 级 ， 每 个 级 别 都 有 各 目的 描述 名 称 和 拥 
护 者 ， 他 们 当中 很 可 能 已 有 部 分 人 对 我 这 种 粗粮 地 在 两 个 极端 间 进 行 分 
RABI T o 

大 多 数 数学 工作 者 会 把 自己 归 类 于 柏拉图 主义 者 。 对 数学 的 柏拉图 
式 的 理念 文 配 着 我 们 的 文化 ， 吸 引 着 我 们 的 本 能 。 当 我 们 大 喊 “ 找 到 
了 ! ”的 时 候 ， 是 表示 “我 发 现 了 它 ”， 而 不 是 “我 发 明了 它 ”。 大 卫 : 希 尔 
伯 特 在 第 二 届 国 际 数 学 家 大 会 上 发 表 沽 讲 之 后 的 100 多 年 来 ， 我 们 仍然 
会 对 他 的 话语 感到 激动 不 已 。 他 说 : 


无 论 这 些 问题 看 似 如 何 地 难以 接近 ， 无 论 我 们 站 在 它们 面 
前 感觉 有 多 么 无 助 ， 我 们 都 坚信 ， 经 过 有 限 步 纯粹 的 逻辑 过 程 
之 后 ， 我 们 必定 可 以 找到 答案 ...... 这 种 对 于 任何 数学 问题 都 可 
解 的 坚信 ， 对 数学 工作 者 是 一 种 强 有 力 的 鼓励 。 我 们 听 到 内 心 
不 停 地 呼唤 存在 一 个 问题 ， 探 索 它 的 答案 。 你 可 以 通过 纯粹 
的 推理 找到 答案 ， 因 为 在 数学 里 没有 人 类 不 可 知 的 东西 。44] 


这 就 是 相 拉 图 主义 者 的 演讲 ， 他 们 认为 解决 方法 已 经 存在 ， 我 们 只 
需要 去 寻找 它们 。 甚 至 在 希 尔 们 特 关 于 证 明 完 备 性 、 一 致 性 和 判定 过 程 
Ns BBR, TRAE AN Ease. EKE, MARENE 
当中 比较 杰出 的 是 库 尔 特 : 哥 德尔 。 

数学 史 中 的 分 卜 不 仅仅 是 意识 形态 的 问题 ， 同 时 也 集中 在 适当 性 
上 。 某 些 基 本 的 假设 构成 所 有 数学 证 明 的 基础 。 然 而 ， 有 一 些 假设 是 在 
有 限 对 象 的 条 件 下 提出 的 ， 在 将 其 应 用 到 无 穷 集合 时 就 会 出 问题 。 

“对 无 穷 的 思考 并 非 一 帆 风 顺 ，” 亚 里 士 多 德 〈 公 元 前 384 一 前 322 
E) 觉察 到 ， 我 们 可 以 想象 他 的 学 生 郑重 地 点 头 表 示 同 意 ，” 无 论 你 假 
BoE SEED A KMS, Ma RRS RP Na. VSL 

在 亚 里 士 多 德 的 《物理 》《 第 三 册 ) 中 ， 为 了 探 宫 这 个 变幻 莫 测 的 
问题 ， 他 区 分 了 实 无 穷 和 潜 无 穷 ， 这 样 做 是 很 有 好 处 的 。 潜 无 穷 是 目 然 















































数 的 无 穷 : 每 个 数 后 面 都 紧 跟 着 另 一 个 数 。 把 一 个 事物 细 分 成 越 来 越 小 

的 雁 片 也 是 潜 无 穷 。 存 在 着 茶 些 随 痢 时 间 不 断 发 生 ， 并 且 永 远 不 会 结束 

的 过 程 。“ 一 般 说 来 ， 事 情 接 旺 而 至 的 时 候 便 产生 了 无 穷 。 正 在 发 生 的 

事件 本 身 是 有 限 的 ， 但 在 之 后 总 是 紧 接着 出 现 与 其 不 同 的 另 一 事 
。”[6] 


ft 

然而 ， 在 亚 里 士 多 德 的 宇宙 论 中 不 存在 实 无 穷 ， 他 提出 几 种 论证 解 
释 为 什么 不 存在 实 无 穷 。 他 聪明 地 注释 道 :;“ 事 实 上 ， 无 穷 与 人 们 所 理 
解 的 截然 相反 。 它 不 是 指 ' 除 本 身 之 外 没有 任何 事物 了 ，， 而 是 ’ 除 本 冉 之 
外 总 是 存在 其 他 一 些 事 物 *。” 二 7 二 

亚 里 士 多 德 甚 至 不 允许 无 穷 作为 一 个 意识 层面 的 概念 而 存在 : 


依赖 于 人 类 大 脑 所 想到 的 东西 是 很 死 请 的 ， 因 为 过 度 和 和 缺 
陷 只 会 存在 于 大 脑 中 ， 而 在 实际 世界 中 是 不 存在 的 。 可 以 把 我 
们 当中 的 任何 一 个 人 想象 得 比 实 际 大 很 多 倍 ， 让 他 变 得 无 穷 
大 ， 但 是 这 个 人 并 不 会 因为 其 他 人 这 样 想 而 变 得 超出 常人 那么 
大 。 他 只 能 和 实际 一 样 大 ， 如 果 别 人 想象 厦 他 也 是 这 样 大 ， 那 
么 只 是 巧合 而 已 。-8] 


亚 里 士 多 德 不 是 柏拉图 主义 者 。 
不 是 每 个 人 都 会 接受 亚 里 士 多 德 拒绝 无 穷 的 观点 。 哲 学 家 斯 蒂 
尔 纳 〈1913 一 2000) 这 样 评论 亚 里 士 多 德 的 理论 : 


它们 从 来 不 会 被 无 异议 地 接受 。 相 拉 图 主义 的 哲学 家 们 ， 

包括 奥古斯丁 的 神学 家 ， 总 是 将 已 知 总 体 的 无 穷 概 念 视 为 合法 

的 ， 无 论 它们 连续 与 否 。 他 们 不 会 因 这 个 概念 不 适用 于 感官 体 

验 而 苦恼 ， 因 为 他 们 认为 数学 不 是 感官 体验 的 抽象 ， 更 不 是 感 

官 体验 的 描述 ， 而 是 对 事实 的 描述 。 事 实 不 能 通过 感官 理解 ， 

而 要 靠 推 理 来 认识 。-9] 

数学 家 们 经 党 被 实 无 穷困 执着 ， 并 且 试 图 以 一 种 安全 的 方式 来 处 理 
无 穷 过 程 。 正 是 认识 到 实 无 穷 和 潜 无 穷 间 的 区 别 ， 使 得 我 们 才能 得 到 如 
下 的 公式 
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第 一 个 公式 表示 了 一 个 极限 。 当 n 的 值 越 来 越 大 的 时 候 ， 这 个 表达 式 
的 值 趋向 于 何 值 呢 ? 它 向 我 们 熟知 的 欧 拉 常数 靠近 ， 约 等 于 
2.71828.... 

第 二 个 公式 采用 符号 oo 表示 一 个 实 无 穷 ， 因 此 根本 无 意义 。 

尽管 早期 的 数学 家 们 已 经 接近 极限 的 定义 了 ， 但 数学 上 极限 的 严格 
定义 是 由 德国 数学 家 魏 尔 斯 特 拉 斯 1815 一 1897) 提出 来 的 。 这 个 概念 
对 于 微 积 分 学 是 至 关 重 要 的 ， 它 为 微分 和 积分 运算 提供 了 坚实 的 数学 基 
础 。 在 极限 的 概念 提出 之 前 ， 微 积分 学 是 基于 “无 穷 小 "概念 的 ， 也 就 是 
一 个 非 零 数 〈 因 为 仍 可 以 将 其 视 为 一 个 有 限量 来 操作 ) ， 但 是 又 足够 接 
近 零 ， 使 得 最 终 可 以 忽略 它 。 微 积分 学 中 仍然 存在 “无 穷 小 ”>， 例 如 采用 
dx 表示 这 些 无 穷 小 量 。 

19 志 纪 的 男 一 位 德国 数学 家 利 奥 波 德 : 克 罗 内 克 (1823 一 1891) 极其 
赞赏 实 无 穷 在 数学 中 的 应 用 。 克 罗 内 克 以 其 “上 帝 创 造 了 整数 ， 其 他 一 
切 都 是 人 造 的 ”L101 格言 而 闻名 。 提 到 上 帝 一 一 或 者 更 准确 地 说 ， 对 独 
立 于 人 类 而 存在 的 数学 实体 的 认同 ， 使 得 克 罗 内 克 看 上 去 像 是 个 柏拉图 
主义 者 ， 但 是 从 “其 他 一 切 ” 可 以 看 出 ， 他 是 一 个 绝对 的 构成 主义 者 。 克 
罗 内 克 想 把 数学 中 的 一 切 都 建立 在 有 限 整 数 的 有 限 结构 的 基础 上 ， 他 研 
究 的 问题 甚至 还 包括 极限 的 概念 和 无 理 数 的 定义 。 

克 罗 内 元 从 前 的 一 位 学 生 开始 从 事 一 项 令 人 吃惊 的 数学 研究 一 一 他 
不 仅 定 义 了 无 穷 对 象 的 集合 ， 还 对 这 些 无 穷 对 象 进行 了 杂乱 的 计数 ， 然 
后 对 这 些 值 进行 了 算术 运算 。 克 罗 内 克 反 对 这 些 方法 ， 甚 至 一 度 阻 止 发 
表 这 些 研究 结果 ， 导 致 了 克 罗 内 克 对 这 位 学 生 进行 邪 恶 发 狂 的 迫害 的 名 
声 。 这 名 学 生 就 是 格 奥 尔格 : 康 托 尔 。 

认同 克 罗 内 克 的 看 法 的 人 认为 这 种 迫害 更 多 地 应 该 归于 康 托 尔 偏执 
的 世界 观 ， 而 非 克 罗 内 克 的 真实 意图 。L11 然而 ,历史 是 由 胜利 者 书 
写 的 。 康 托 尔 的 集合 论 及 其 对 可 数 集合 和 不 可 数 集合 的 区 分 ， 后 来 被 证 
明 是 非常 有 用 的 ， 因 此 数学 史 基 本 上 抛弃 了 克 罗 内 克 的 理论 。 

康 托 尔 提出 的 超 限 数 的 概念 是 极其 柏拉图 主义 的 ， 甚 至 有 点 让 人 摸 
不 着 头脑 。 下 面 的 这 些 话 是 他 在 1883 年 写 下 的 : 


我 们 能 够 从 两 种 意义 上 一 一 无 论 是 有 限 还 是 无 限 一 一 谈论 
整数 的 现实 性 或 者 存在 性 .…... 首 先 ， 我 们 可 以 认为 整数 是 实际 
存在 的 ， 因 为 基于 目前 为 止 的 所 有 定义 ， 我 们 完全 都 是 这 样 理 












































解 的 .….. 但 是 ， 如 果 把 数字 看 作 古 一 个 表达 式 ， 或 者 是 对 与 知 
力 相 对 的 外 部 世界 中 事件 和 关系 的 一 种 复制 ， 那 么 现实 可 以 认 
为 是 由 数字 构成 的 .…... 同 时 ， 因 为 彻 确 的 现实 性 ， 我 的 观点 也 
有 些 理想 主义 基础 ， 那 么 在 前 一 方面 中 存在 的 概念 总 是 拥有 以 
某 种 甚至 无 限 种 方式 存在 着 的 短暂 现实 ， 在 这 种 意义 上 ， 我 确 
定 这 两 类 现实 总 是 同时 发 生 的 .….... 这 两 种 现实 之 间 的 关联 基于 
我 们 所 归属 的 一 切 的 统一 。 二 2 二 


我 们 在 前 面 的 章节 中 讨论 了 伯 特 兰 : 罗 素 的 逻辑 主义 〈 来 自 弗 雷 格 与 
皮 诺 亚 ) 和 大 卫 : 希 尔 伯 特 的 形式 主义 。 在 20 世 纪 早 期 ， 与 它们 相对 的 
另 一 种 运动 和 哲学 也 发 展 起 来 了 ， 这 就 是 直觉 主义 ， 它 是 由 荷兰 数学 家 
和 鲁 伊 兹 :艾格 博 特 斯 : 杨 : 布 劳 威 尔 (1881 一 1966) 提出 来 的 。 

布 劳 威 尔 是 一 个 忧郁 悲观 而 又 神秘 古怪 的 人 ， 生 活 于 20 世 纪 初 ， 他 
就 像 一 个 惊 骇 于 所 感受 到 的 混乱 的 严厉 校长 。 研 究 布 劳 威 尔 的 学 者 活 尔 
特 把 布 劳 威 尔 的 人 生 观 描述 为 “浪漫 的 悲观 主义 和 彻底 的 个 人 主义 的 混 
合体 ”。 在 早期 一 本 名 为 《生活 ， 艺 术 和 神秘 主义 》 (1905) 的 专著 
中 ， 布 劳 威 尔 “ 痛 加 工业 污染 和 人 类 借用 其 智慧 及 所 建立 起 的 社会 结构 
来 主 字 自然 的 行径 ， 并 提倡 回归 自然 的 '`、 神 秘 而 静寂 的 深思 ?>。_L13] 

布 劳 威 尔 考 入 阿姆斯特丹 大 学 ， 后 来 在 那里 任教 。 尽 管 他 的 博士 论 
文 是 关于 数学 基础 〈 预 示 着 他 后 来 的 兴趣 ) 的 ， 但 是 他 的 大 部 分 早期 工 
作 都 属于 拓扑 学 领域 。 

布 劳 威 尔 创造 了 术语 “直觉 主义 ”来 描述 他 关于 如 何 用 主观 思想 形式 
化 数学 实体 的 想法 。 它 们 都 是 思考 的 对 象 ， 它 们 在 纸 上 的 符号 表示 对 于 
把 思想 从 一 个 人 表达 给 另 一 个 人 并 无 好 处 。 相 反 ， 形 式 主义 更 注重 对 出 
现在 整 张 纸 中 的 符号 的 操作 一 一 这 种 做 法 就 比 一 个 无 意义 的 规则 下 的 游 
戏 略 好 一 点 。 

随 着 罗素 和 和 希 尔 伯 特 的 纲领 的 逐渐 形成 ， 康 托 尔 的 工作 在 当时 也 已 
经 被 广泛 接受 。 从 布 劳 威 尔 的 观点 ( 享 利 - 庞 加 菜 也 持 有 相同 的 看 法 ) 
来 看 ， 康 托 尔 的 集合 论 和 超 限 数 的 广泛 应 用 只 能 导致 数学 的 灾难 。 

布 劳 威 尔 并 不 完全 反对 无 穷 的 概念 ， 他 接受 无 穷 集 的 构想 ， 但 前 提 
是 这 些 集合 是 可 构造 并 且 可 枚 举 的 ;也 就 是 说 ， 它 们 可 以 一 对 一 地 与 整 
数 对 应 。 早 在 1913 年 ， 布 劳 威 尔 就 强调 :“ 直 觉 主 义 只 认识 到 可 数 集 的 
存在 ..….…... 并 且 他 们 认为 ， 阿 列 夫 零 是 唯一 存在 的 无 穷 军 ”"。L141 实数 集 
合 必须 被 严格 禁止 ， 因 为 这 样 的 集合 里 的 元 素 是 不 可 数 的 。 定 义 实数 集 
合 的 唯一 方法 是 声明 这 种 集合 包含 了 所 有 的 实数 。 你 不 能 只 展示 前 面 的 
几 个 数 ， 然 后 加 一 个 省 略 号 ， 或 者 定义 某 种 包含 规则 。 没 有 规则 ， 也 没 









































有 序列 ， 你 不 能 构造 这 个 集合 ， 所 以 也 不 存在 这 样 的 集合 。 因 此 ， 康 托 
尔 关 于 超 限 数 的 大 部 分 理论 “对 直觉 主义 者 毫 无 意义 ”>。_L151 

1918 年 到 1928 年 期 间 ， 布 劳 威 尔 发 表 了 关于 直觉 论 者 批判 形式 主义 
纲领 的 文章 ， 同 时 发 表 了 一 些 尝试 为 数学 提供 一 个 摆脱 问题 和 悖 论 的 新 
基础 的 文章 。 特 别 地 ， 他 发 现 了 排 中 律 的 问题 。 排 中 律 是 确定 某 一 事物 
拥有 某 一 个 属性 或 者 不 拥有 该 属性 ， 而 不 存在 其 他 情况 的 原理 。 这 个 定 
律 适 用 于 有 限 集合 ， 布 劳 威 尔 认为 把 它 应 用 到 无 穷 集 合 上 是 愚蠢 的 。 

在 一 个 著名 的 例子 中 ，-L161 布 劳 威 尔 也 相信 一 个 收敛 序列 的 极限 总 
是 小 于 零 ， 或 大 于 零 ， 或 等 于 零 。 (从 某 个 意义 上 ， 这 与 排 中 律 是 相关 
的 ， 根 据 排 中 律 ， 这 个 极限 或 者 小 于 零 ， 或 者 不 小 于 零 。) 

下 面 是 一 个 数列 的 定义 : 


C, -C ly n«k 

















C =(-+)' n=k 


l 
这 个 数列 的 前 几 个 值 依次 是 一 二 ,二 ,一 三 ,一 ,一 = 二，， 因 此 当 n 小 于 k 


时 ， 这 个 数列 显然 是 收敛 于 零 的 。 并 且 ， 当 mn 大 于 k 时 ， 剩 余 的 所 有 cn 值 


ups -二 | ， 因 此 这 即 为 该 数 列 所 收 全 的 人 
\ 27 








问题 在 于 : k 的 值 是 连续 数字 0123456789 在 n 在 中 首次 出 现 的 位 置 。 

c, 会 收 钱 于 一 个 小 于 零 的 值 ， 或 者 收敛 于 一 个 大 于 零 的 值 ， 或 者 收 
NF ANG? 这 取决 于 [是 一 个 奇数 ， 还 是 偶数 ， 或 者 二 者 都 不 是 。 柏 拉 
图 主义 者 认为 ， 序 列 c 的 极限 是 一 个 实 实在 在 的 数 ， 哪 怕 我 们 不 知道 这 
个 数 是 什么 。 构 成 主义 者 可 能 会 反击 说 ， 因 为 这 个 极限 是 不 能 被 构造 出 
来 的 ， 因 此 它 是 不 存在 的 。 它 是 未 定义 的 ， 排 中 律 在 此 便 不 适用 了 。 

有 一 次 ， 布 劳 威 尔 在 演讲 关于 这 一 不 定 序列 的 问题 ， 有 人 指出 ， 虽 
然 我 们 可 能 不 知道 c 是 怎么 收敛 的 ， 但 上 帝 知 道 。 布 劳 威 尔 回 答 道 “我 
可 没 法 同上 帝 说 话 。”[1z1] 

我 们 现在 已 经 知道 布 劳 威 尔 的 序列 是 收敛 的 ， 虽 然 这 个 事实 仅 仪 在 
他 死 后 30 年 就 为 我 们 所 知 。L181 连续 的 0123456789 出 现在 nt 出 的 第 
17387594880 位 ， 所 以 c, 收 敛 于 2-17387594880。 既 然 布 劳 威 尔 原 来 的 序列 在 











现在 已 经 项 废 ， 我 们 很 自然 会 想到 K 的 另 一 种 判别 方法 。 我 们 重新 定义 天 
为 fr 的 1 百 万 个 连续 的 7 出 现 的 位 置 。 因 为 fr 出 看 上 去 是 以 一 种 较 均 匀 的 方 
式 分 布 在 各 个 数位 上 的 ， 所 以 这 1 百 万 个 连续 的 7 也 许 不 会 出 现在 某 个 地 
JH. 也 许 会 。 虽 然 很 多 数学 家 相信 中 能 找到 任何 可 能 的 数字 序列 ， 
但 这 个 观点 从 来 没 被 证 明 。 除 非 存在 大 于 宇宙 的 计算 资源 ， 否 则 无 法 在 
7 大 中 找到 。) 

作为 拒绝 无 穷 集合 排 中 律 的 一 个 结果 ， 布 劳 威 尔 还 否定 了 一 些 归 诬 





dy 


逻辑 的 世界 同样 也 受到 影响 。 排 中 律 可 以 用 命题 逻辑 表示 为 : 





=A NK 
ERR 27 ZRUSAKIBET]Ze BOE ERE, QUAERIT: 
X —X 
而 它们 都 等 价 于 : 
-(X & — X) 


FIR AX = X 是 古老 哲学 思想 里 的 同一 性 〈“ 某 个 事物 是 它 上 自己 ”) 
的 符号 表示 ， 而 三 个 算式 中 最 后 那个 则 用 符号 表示 了 了 矛盾 原理 : 某 个 事 
物 不 可 能 既 具 备 某 个 属性 而 又 没有 那个 属性 。 在 亚 里 士 多 德 逻辑 学 里 ， 
上 面 的 算式 代表 的 是 不 同 的 概念 ， 但 在 命题 逻辑 这 个 “条 重 的 工具 ”的 作 
FAR, Eee AEX. Lol 

aM ARE Bi. ^uo ERIS EE oe ZG CE AD LT) 
Jat. ABRE A RING TB, BEA EL 
须 重 新 考虑 。 “我 们 应 该 小 心地 审视 那些 形成 观念 的 方式 和 带 来 丰富 多 
彩 的 结论 的 推理 模式 ; 我 们 将 看 护 它们 ， 支 持 它 们 ， 让 它们 更 为 有 用 ， 
无 论 成 功 的 希望 有 多 么 渺小 ， 没 有 人 能 将 我 们 从 康 托 尔 为 我 们 建立 的 天 
党 里 驱逐 出 去 。”4201 和 希 尔 伯 特 依然 在 寻找 不 需要 使 用 到 无 穷 的 更 为 严 
格 的 证 明 方 法 。 

希 尔 伯 特 和 布 务 威 尔 之 间 的 流言 草 语 渐渐 升级 到 了 顶点 。1928 人 年 ， 
布 劳 威 尔 被 希 尔 伯 特 排 挤 出 德国 《数学 年 刊 》 Mathematische 
Annalen) 的 编 委 位 置 。 作 为 三 个 主编 之 一 ， 爱 因 斯 坦 拜 去 了 在 《数学 
年 刊 》 的 职务 ， 以 此 表示 抗议 。 这 次 事件 让 布 劳 威 尔 感 到 万 分 苗 间 和 心 
灰 意 冷 ， 此 后 十 年 他 几乎 再 没有 发 表 过 论文 。 他 在 家 门口 被 汽车 撞 到 后 
不 久 去 世 ， 享 年 85 岁 。 

我 们 不 清楚 图 灵 在 动笔 写 他 关于 可 计算 数 的 论文 前 是 否 接触 过 直觉 
主义 的 思想 。 纽 受 ， 这 个 给 图 灵 上 过 数学 基础 课程 并 指导 图 灵 发 表 论 文 



































的 剑桥 大 学 教授 ， 肯 定 很 了 解 布 劳 威 尔 ， 因 为 他 们 彼此 在 拓扑 学 上 合作 
过 。 纽 曼 共 同 起 草 了 星 家 学 院 为 布 劳 威 尔 的 官方 让 告 21| (这 不 是 一 
个 普通 的 让 告 ， 它 有 30 页 长 ， 包 括 了 5 页 对 布 劳 威 尔 工 作成 果 的 介 

绍 ) 。 不 过 ， 纽 曼 只 写 了 计 告 中 布 劳 威 尔 关于 拓扑 学 研究 成 果 的 那 一 部 
分 ， 而 这 也 已 经 是 在 图 灵 的 文章 发 表 30 年 后 的 事情 了 。 

图 灵 的 文章 很 奇怪 地 处 于 形式 主义 和 构造 主义 之 间 的 孤 品 上 。 他 的 
机 器 虽然 将 算法 限制 到 一 系列 事先 定义 了 操作 的 打印 符 写 上 ， 但 他 区 别 
实数 和 可 计算 数 的 方法 ， 以 及 将 可 计算 数 定义 为 实数 中 那些 确实 可 被 计 
算 的 数 的 子 集 的 方法 ， 却 着 实 有 着 构造 主义 的 味道 。 图 灵 对 于 可 计算 数 
的 定义 后 来 导致 了 一 门 数学 理论 的 诞生 ， 那 束 是 与 经 典 的 “ 实 分 
Nt” Creal analysis) 理论 相似 的 “可 计算 分 析 ”(computable analysis) 。 
122]. 

和 布 劳 威 尔 的 思想 相似 的 是 ， 计 算 一 个 数 是 一 个 随时 间 发 生 的 过 
程 。 在 机 器 还 没 计 算 到 数 的 某 一 位 时 这 一 位 并 不 存在 ， 图 灵机 也 不 能 被 
一 个 有 穷 的 通用 过 程 判定 出 可 能 会 在 未 来 做 什么 。 不 存在 一 个 算法 ， 能 
让 你 从 机 器 的 描述 数 中 判定 出 机 器 是 否 会 打印 0 或 1， 或 者 它 是 否 会 打印 
有 限 个 0 和 1， 又 或 者 它 是 否 会 打印 出 连续 的 0123456789。 如 果 有 这 样 的 
算法 ， 我 们 就 可 以 将 它 应 用 到 机 器 中 来 计算 的 无 穷 数 位 ， 我 们 就 可 以 
判定 机 器 是 否 会 打印 连续 的 0123456789 〈 或 者 1 百 万 个 连续 的 7) ， 我 们 
就 会 知道 布 劳 威 尔 的 序列 是 否 会 收敛 于 0。 

如 有 果 存 在 这 样 的 算法 ， 那 就 意味 着 如 和 nn 其 他 无 理 数 的 那些 无 穷 数 位 
是 一 种 独立 的 柏拉图 式 的 存在 ， 它 们 不 需要 实际 计算 就 是 存在 的 。 但 
是 ， 这 样 的 算法 并 不 存在 ， 所 以 我 们 不 得 不 艰难 地 寻找 以 获悉 每 一 位 数 
字 是 什么 。 

就 像 你 所 看 到 的 ， 图 灵 有 些 时 候 喜 欢 定义 某 些 数 ， 这 些 数 的 数位 需 
要 依赖 其 他 机 器 的 分 析 结 果 ， 这 些 数 最 后 都 被 发 现 是 不 可 计算 的 。 布 劳 
威 尔 在 他 1921 年 的 论文 “每 个 实数 都 有 一 个 十 进 制 展 开 吗 ? ”(Does 
Every Real Number Have a Decimal Expansion?) [231 中 做 了 类 似 的 事 
情 。 他 定义 了 一 个 实数 ， 它 的 每 一 位 数字 基于 nt 的 无 穷 数位 上 的 茶 些 数 
字模 式 出 现 的 位 置 。 

除了 这 些 有 趣 的 相似 外 ， 我 在 图 姑 1936 年 提交 给 伦敦 数学 学 会 的 这 
篇 论文 中 没有 发 现 其 他 与 布 劳 威 尔 直觉 主义 相似 的 证 据 。 图 灵 的 研究 工 
作 和 结论 是 不 同 寻 常 的 ， 我 认为 他 并 不 是 在 某 种 特定 数学 哲学 观点 的 条 
条 框框 下 展开 研究 的 。 

1936 年 秋 ， 图 灵 去 了 普林斯顿 大 学 ， 和 邮 奇 一 起 进行 研究 ， 随 后 逐 
渐 表 露出 一 些 对 数学 可 能 性 和 思想 的 展望 ， 其 中 可 能 包含 了 布 劳 威 尔 的 









































E353: X. 
印 奇 显然 同 直 觉 主义 打 过 交道 。 当 他 1927 年 从 普林斯顿 拿 到 博士 学 
位 后 ， 他 曾经 有 两 年 的 时 间 为 国家 研究 奖学金 资助 的 项 目 工 作 。 


我 在 哈佛 待 了 一 年 ， 在 欧洲 也 待 了 一 年 。 其 中 半年 在 哥 廷 
根 ， 因 为 希 尔 伯 特 当 时 在 那里 ， 半 年 在 阿姆斯特丹 ， 因 为 我 对 
布艺 威 尔 的 研究 很 有 兴趣 ， 他 的 部 分 研究 工作 局 发 了 我 .……. 我 
想 他 已 经 不 再 教书 了 ， 他 显得 很 老 。 我 常常 得 坐 火 车 去 他 的 住 
所 ， 因 为 他 的 住所 在 很 偏远 的 地 方 。-241 


“显得 很 老 ” 这 样 的 描述 是 比较 反常 的 ， 印 奇 接受 这 段 采访 的 时 候 已 
经 80 岁 ， 而 1929 年 布 劳 威 尔 才 48 岁 。 也 许 布 劳 威 尔 和 希 尔 伯 特 多 年 前 的 
纷争 确实 对 他 打击 很 大 。 

随后 ， 印 奇 似乎 有 一 种 考虑 直觉 主义 的 倾向 (尽管 不 是 非常 坚定 的 
直觉 主义 论调 ) 。 印 奇 的 第 一 篇 关于 和 演算 的 论文 开头 一 句 是 :“ 在 这 篇 
文章 里 ， 我 们 为 形式 逻辑 提出 了 一 个 公理 集合 ， 其 中 避免 使 用 了 上 自由 变 
量 即 实 变量 ， 我 们 也 引入 了 对 排 中 律 的 某 种 约束 ， 这 是 为 了 避免 与 超 限 
数学 有 关 的 矛盾 ”。 L251 

艺 奇 的 学 生 克 莱 尼 的 研究 工作 里 也 展示 出 其 对 直觉 主义 的 兴趣 。 克 
莱 尼 在 他 的 《数学 导论 》 (Introduction to Metamathematics, 1952) 和 
稍 后 与 人 合作 的 《直觉 主义 数学 的 基础 》 (The Foundations of 
Intuitionistic Mathematics, 1965) 中 ， 都 包含 了 直觉 主义 的 章节 。 一 幅 
1953 年 布 劳 威 尔 的 照片 一 一 摄 于 威斯康辛 的 麦迪 还 ， 当 时 元 莱 尼 在 那里 
教书 出 现在 科 林 一 篇 关于 递归 函数 理论 发 展 历史 的 论文 中 。_[261 

图 灵 同 时 可 能 也 受 赫 尔 曼 :外 尔 的 影响 。 外 尔 当 时 在 高 等 研究 院 工 
作 。 外 尔 在 希 尔 伯 特 的 指导 下 在 哥 廷 根 完 成 博士 学 位 ， 在 苏黎世 大 学 教 
过 书 ， 并 于 1930 年 返回 哥 廷 根 继承 希 尔 伯 特 的 衣钵 ， 但 在 1933 年 因为 妻 
子 是 犹太 人 而 被 迫 离开 德国 。 在 1919 年 和 1928 年 之 间 ， 外 尔 一 直 从 直觉 
主义 的 角度 研究 数学 ， 从 来 没有 失去 兴趣 。 

图 灵 一 次 简短 的 从 直觉 主义 思想 出 发 进行 的 尝试 出 现在 他 在 普 林 斯 
顿时 发 表 的 一 篇 短文 里 。 这 篇 短文 更 正 了 他 先前 那 篇 可 计算 数论 文 的 一 
些 观点 。 我 在 第 53 页 讲 过 ， 那 篇 可 计算 数论 文 最 初 发 表 在 伦敦 数学 会 集 
刊 第 42 卷 第 三 部 分 〈1936 年 11 月 20 日 发 表 ) 和 第 四 部 分 (1936 年 12 月 23 
HER) 。 那 些 发 表 于 1936 年 10 月 和 1937 年 4 月 之 间 的 部 分 ， 后 来 被 统 
一 作为 第 42 卷 第 2 系列 发 表 。 

而 图 灵 的 这 篇 短文 出 现在 伦敦 数学 会 集刊 第 43 卷 第 七 部 分 〈1937 年 
































12H30 H RR) 。 它 随后 又 被 收入 第 43 卷 的 第 2 系列 ， 该 系列 包含 了 从 
1937 年 5 月 到 12 月 发 表 的 文章 。 
[544] 
ON COMPUTABLE NUMBERS, WITH AN APPLICATION TO 
THE ENTSCHEIDUNGSPROBLEM. A CORRECTION 
By A. M. TURING. 

In a paper entitled “On computable numbers, with an application 
to the Entscheidungsproblem" the author gave a proof of the 
insolubility of the Entscheidungsproblem of the “engere 
Funktionenkalkül". This proof contained some formal errorst which 
Will be corrected here: there are also some other statements is the 
same paper which should be modified, although they are not 
actually false as they stand. 


* Proc. London Math. Soc. (2), 42(1936-7), 230-265. 

t The author is indebted to P. Bernays for pointing out these 
errors. 

《 论 可 计算 数 及 其 在 判定 性 问题 上 的 应 用 》 的 更 正 
A. M. 图 灵 

在 题 为 《 论 可 计算 数 及 其 在 判定 性 问题 上 的 应 用 ?》 的 论文 中 ， 作 
者 给 出 了 "狭义 函数 演算 ”(engere Funktionenkalkul) 下 判定 性 问题 
不 可 解 的 证 明 。 这 个 证 明 包含 了 一 些 形 式 上 的 错误 1f， 我 将 在 这 里 更 
正 。 另 外 ， 那 篇 文章 中 有 几 个 语句 的 表述 也 需要 修改 ， 虽 然 它 们 要 表 
达 的 语义 并 没有 错误 。 


* 伦敦 数学 会 集刊 ，(2) 42 (1936-7), 230-265. 
+ 作者 感谢 贝 奈 斯 指出 了 这 些 错误 。 

这 个 3 页 的 短文 分 成 了 两 部 分 。 第 一 部 分 对 原 论文 第 11 市 判定 性 问题 
不 可 解 的 证 明 中 一 些 公 式 和 表述 进行 了 更 正 。 我 已 经 在 第 14 章 讲述 了 这 
= SEE 为 了 保持 完整 性 ， 以 下 是 该 短文 的 一 部 分 ， 我 只 会 从 中 打 断 两 
UC 

The expression for Inst {0;S;SkL or on p.260 of the paper quoted 
should read 


tr (Rs) & I(x, y) & Ko (x) & Fx, x') & Fiy',y)) 
a (tay) & Rg, (x',y) & K, (x) & Fly',z) v | (Rso lx,2) — Rsolx',2)) 


& (Rs,(x,2) > Rs,(x,z)) & ... & (Rs, (x,2) > Rsytv,2) ] | 


S9,5,,..., Sy being the symbols which j| can print. 
那 篇 论文 第 260 页 的 表达 式 Inst(q;S;SL AMAIRE NENE : 


yz, »'J(&, Gc y) &I(x. y) &K, (x)& F(x, x')& F(y'.y)) 
Sv) RB, Gy) &K, (v) &F(yz)v| (Re, (2) > Rs (2) 


&( Ry, (x.z) — Rs. (x'.z)) &... &(R,, (x.z) — Rs, (x’.2))])}. 
So: Sr- Syte J( RI CTR AES 
这 个 更 正 其 实 也 不 怎么 对 。 第 二 行 的 Fly"z 前 的 z 少 了 一 个 全 称 量词 ， 
这 个 全 称 量 词 修 饰 整个 算式 的 余下 部 分 。 本 书 第 250 页 的 版 本 已 经 纠正 
了 这 个 错误 。 
The statement on p. 261, line 33, ViZ. 
*Inst(q, Sp Sa Lq,) & F*? > (CC, > CC,,1) 
is provable" is false (even with the new expression for Inst 
{daSpSglq-}): we are unable for example to deduce F(n+1) — (—F(u,u 
")) and therefore can never use the term 


F(/,2) v | (Rs 2) > Rsy(x’,2)) & ...& (Ry 5,2) > Roy (x’,2)) | 
[545] 

in Inst {9aSpSoL qc}. 

第 261 页 第 33 行 的 表述 : 


S Inst[q, 5, S, Lq,] & FM") 5, (CC, > CC,,) 


是 可 证 明 的 "是 错误 的 《就算 换 成 新 的 表达 式 InsttfqgaSoSuLqd} 也 是 
错误 的 ) : 我 们 不 能 推导 出 Fo+D (一 F(u,u"))， 因 此 不 能 在 
Inst(q4SyS4Lq.) t fs FH 

F(v'z)v| (Rs, (4:2) ake. (x,z)} & A (Rs, (52) -* A. (x. z))| 

这 一 项 。 

这 就 是 图 灵 承 认 他 对 自然数 的 构建 存在 错误 的 地 方 。 
To correct this we introduce a new functional variable G [G(x, y) 


to have the interpretation “x precedes y']. Then, if Q is an 
abbreviation for 


stt s & (Fy) = Gix,y)) & (Fix,2) & Gey) > Gix,y)) 


& [cea V (GG. & Fly,2)) V (FG) & Fiz,y)) zt ( = Fas) | 


the corrected formula Un( J() is to be 
(AWACA) — (3s) (3t) Rs,(s, t), 
where A(.j/) is an abbreviation for 
Q & (y) Rs, (u, y) & Iu, u) & Kj, (u) & Des‘). 
The statement on page 261 (line 33) must then read 
Inst(q; Sp Sa Lac} & Q & pt. (CC, 一 CCn+1), 


and line 29 should read 

r(n, in) 2b, r(n+1,i(n))=d, k(m-a, Rn+1)=c. 

For the words "logical sum" on p.260, line 15, read "conjunction". 
With these modifications the proof is correct. Un( |) may be put in 
the form (I)(p.263) with n=4. 

为 了 更 正 这 个 错误 ， 我 们 引入 了 一 个 新 的 函数 变量 G [G(x y), X 
AN XTEyZ Bü]. de. WRORA 


(x(a) (y, z) F(x, w)& (F(x, y) G(x. y) & (F(x, z)&G(z. y) 5 G(x, y)) 
&[G(z.x)v(G(x. y) &F(v. z)) v(F(x.») &F(z.»)) > (-F(x.2))]] 
AKA SEE Ja A SEU) ae 
(Su) A CAO 9 (As) (3t) Rs, (s-t) , 

Hp, A(j() RS 

O&(v)Rs, (u, y) & I(u.u)& Kq (u) & Des (M). 
第 261 页 第 33 行 的 句子 应 该 解释 为 

Inst {q,5,5,Lq,}& O& F" 2 (CC, > CCa)» 
第 29 行 的 句子 应 该 解释 为 
r(n,i(n))=b, r(nt+l,i(n))=d, k(n)-a, k(n+1)=c. 
第 260 页 的 词 “ 迎 辑 和 ”应 该 更 正 为 * 合 取 ”"。 通 过 这 些 更 正 ， 这 个 证 

HRE EMA. UnA) 也 许 应 该 在 n=4 时 变形 为 第 263 页 | 的 形式 。 

更 正 的 第 一 部 分 结束 后 是 一 个 空 行 。 第 二 部 分 是 关于 男 一 内 容 的 ， 
涉及 原文 中 很 早出 现 的 一 个 段落 。 

Some difficulty arises from the particular manner in which 
"computable number" was defined (p.233). 
用 某 一 特定 方法 去 定义 “可 计算 数 " 会 引发 一 些 困 难 (第 233 页 )。 

相关 的 这 一 段 在 本 书 第 68 页 : “如 果 一 个 序列 可 以 被 非 循环 机 计算 出 
来 ， 那 么 它 就 是 可 计算 序列 。 如 果 一 个 数 与 非 循环 机 计算 出 来 的 数 只 相 
差 一 个 整数 ， 那 么 它 就 是 可 计算 数 。” 

图 灵 在 下 一 句 话 中 的 “直觉 ”一 定 指 的 是 它 的 原意 。 如 果 图 灵 想 表达 
任何 同 布 劳 威 尔 有 关 的 意思 ， 他 应 该 会 使 用 “直觉 主义 ”一 词 。 此 外 ， 从 
后 面 一 句 话 中 显然 可 以 看 出 这 个 假设 并 不 满足 直觉 主义 的 条 件 ， 即 使 它 
符合 直觉 认识 。 

If the computable numbers are to satisfy intuitive requirements 
we should have: 

If we can give a rule which associates with each positive integer 
n two rationals ap, b, satisfying a, €ay,4 «by, 4sb,, b,- An < 2”, then 
there is a computable number a for which a, < a < b, each n. 

















(A) 


如 果 可 计算 数 满足 我 们 的 直觉 要 求 ， 那 么 有 : 

如 采 我 们 可 以 给 出 一 个 规则 ， 对 于 每 一 个 正 整数 n， 都 有 两 个 有 理 
数 a Mib, W Ea, <ai<b 1<b b,-a,«2, 那么 对 于 每 个 n 都 存在 一 
个 可 计算 数 a， 

an<a<D)。 
(A) 

对 于 直觉 主义 而 言 , “规则 ?就 是 构造 法 。 对 于 从 0 开始 的 n，2-" 等 于 
二 进 制 数 1, 0.1, 0.01, 0.001, 等 等 ， 所 以 这 个 规则 的 结果 是 一 列 相 邻 距离 
逐渐 接近 的 有 理 数列 一 一 对 于 每 一 个 新 的 n 值 ， 距 离 的 值 都 小 〈 右 移 ) 
了 一 位 。 通 常 我 们 将 这 个 序列 称 为 收敛 序列 。 

A proof of this may be given, valid by ordinary mathematical 
standards, but involving an application of the principle of excluded 
middle. 

按 一 般 意 义 上 的 数学 标准 ， 可 以 对 此 给 出 一 个 有 效 的 证 明 ， 但 要 
涉及 排 中 律 的 应 用 。 

问题 是 这 个 规则 的 结果 包含 了 一 些 无 法 通过 某 种 方法 确认 的 东西 ， 
例如 nz 的 无 穷 展开 式 中 符合 特定 规律 的 连续 数字 。 图 灵 和 后 会 给 出 一 个 
更 有 图 灵 特 色 〈Turingesque〉 的 例子 。 

On the other hand the following is false: 

There is a rule whereby, given the rule of formation of the 
sequences a,, b, in (A) we can obtain a D.N. for a machine to 
compute a. 


(B) 

从 男 一 方面 而 言 ， 下 面 的 说 法 是 错 的 : 

存在 这 样 一 个 规则 :， 如 果 给 定 (A) 中 可 以 形成 序列 an 和 bi 的 那个 规 
则 ， 那 么 可 以 得 到 一 个 插 述 数 ， 一 台 机 器 将 可 以 使 用 这 个 插 述 数 计算 
a. 

(B) 

注意 ， 他 认为 这 个 说 法 是 错 的 。 

That (B) is false, at least if we adopt the convention that the 
decimals of numbers of the form m/2" shall always terminate with 
Zeros, zeros, can be seen in this way. 

至 少 如 果 我 们 采用 这 一 约定 ， 即 形 如 m/2" 的 数 的 小 数 形式 以 零 结 
尾 ， 则 (B) 是 错误 的 ， 这 一 点 可 以 从 以 下 方式 中 看 出 : 








形 为 m/2" 的 数 是 有 理 数 的 子 集 ， 它 们 和 图 灵机 有 特定 的 联系 ， 因 为 
这 样 的 数 用 二 进 制 表示 将 只 有 有 限 个 1。 例 如 ， 有 理 数 12345/65536 用 二 
进 制 表示 是 : 0.0011 0000 0011 1001 0000...， 因 为 65536 是 216， 只 有 小 
数 点 后 面 的 前 16 位 二 进 制 数 可 能 是 非 0 的 (取决 于 分 子 )， 其 余 位 都 是 
0。 任 何 m 小 于 20 的 形 如 m/2n 的 数字 都 以 全 多 几 个 非 零 二 进 制 数位 开始 ， 
以 无 限 个 零 永远 继续 下 去 。 
图 灵 将 会 给 出 一 个 构造 au 和 局 的 规则 ， 但 是 这 个 规则 基于 的 是 另 一 
台 机 器 WW 所 打印 出 来 的 序列 。 
Let / be some machine, and define c, as follows: c, = i If. A 
has not printed a figure O by the time the n-th complete 
configuration is reached c, = l- 2-m-3 if O had first been printed at 


the m-th 








complete configuration (msn). Puta, = Cp - 272, bp = Cp + no | 
令 表 示 某 个 机 器 。 定 义 cn 为 : 如 有 果 在 第 n 个 完全 格局 时 ,还 没有 
打印 出 符号 0， 则 cn 3: 如 果 在 第 mmsn) 个 完全 格局 时 第 一 次 打 
ENS O, Jic, 23-273, xi Xa, 2 c4 - 272, b, 2 c, + 22. 
LRN A PT. dn NE TT A 91111101... Las. FE 
是 cc、a 和 的 计算 过 程 。 
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在 第 一 个 0 出 现在 序列 里 之 前 ，cn 都 是 寺 。 如 果 第 一 个 0 出 现在 序列 
中 的 位 置 是 m (PIPES) ， 那 么 在 an 大 于 或 等 于 mm 的 情况 下 ，cy 就 等 
T (2(*2-1)/2(*3), 

Then the inequalities of (A) are satisfied, 

那么 (A) 中 的 不 等 式 成 立 。 

a; 的 值 总 是 在 增加 ，b; 的 值 总 是 在 减少 ，a 和 b, 差 的 绝对 值 总 是 小 于 
27n。【〔 实 际 上 这 个 差 总 是 2-n-1。) 

and the first figure of a is O if X ever prints O and is 1 otherwise. 

UR 打印 出 0， 那 么 a 的 第 一 个 符号 是 0， 如 果 小 没有 打印 出 0， 
JA am S A RES LET. 

在 上 面 的 例子 里 ， 极 限 显然 是 127/256， 所 以 机 器 计算 出 来 的 a 序列 
是 011111110000...， 表 示 那 个 有 理 数 。 如 果 在 n 等 于 4 的 时 候 序 列 出 现 了 


第 一 个 0， 那 么 极限 是 63/128， a 列 就 是 011111100000...。 仅 当 0 从 不 
在 序列 里 出 现 的 时 候 ， 极 限 才 是 寺 ， 这 时 候 序列 等 于 100000000000.… 
我 们 现在 显然 有 了 计算 a， Alb, 的 规则 ， 但 是 这 个 规则 建立 在 T 
机 器 打印 出 的 序列 基础 上 ， 这 样 的 规则 需要 有 一 个 过 程 去 判定 像 N 
样 的 机 器 是 否 会 打印 出 0。 
如 果 灵 从 未 打印 0， 那 么 a 的 第 一 个 符号 是 1; 如 果 灵 打印 过 0， 那 么 w 
的 第 一 个 符号 是 0(。 于 是 ， 

If (B) were true we should have a means of finding the first figure 
of a given the D.N. of X: i.e. we should be able to determine 
whether X ever prints O, contrary to the results of 88 of the paper 
quoted. 

如 果 (B) 是 正确 的 ， 给 定 d. D N.， 我 们 就 有 方法 可 以 找到 a 的 第 
一 个 符号 ， 即 我 们 将 外 8 够 判定 / 否 打 印 过 0， 这 与 所 引用 论文 中 5§8 
的 结果 是 矛盾 的 。 

这 里 的 “引用 论文 ” 指 的 是 图 灵 的 原始 论文 。 接 下 来 的 一 句 话 有 点 让 
人 展 惊 ， 它 乍 看 上 去 好 像 是 错误 的 就 像 我 初 见 之 时 一 样 ): 

Thus although (A) shows that there must be machines which 
compute the Euler constant (for example) we cannot at present 
describe any such machine, for we do not yet know whether the 
Euler constant is of the form m/2n. 

IPE, ERYA(A) 22 UTE xE FFE — ES LR Be o Th DUCES BIE 
数 ， 但 我 们 目前 还 描述 不 出 任何 这 样 的 机 器 ， 因 为 我 们 并 不 知道 欧 拉 
常数 是 否 是 m/2n 的 形式 。 

图 灵 在 这 里 提 到 的 欧 拉 常数 并 不 是 作为 自然 对 数 基 的 那个 e， 而 是 不 
么 著名 的 欧 拉 常数 y gamma? , Fui M 
y= lim| Lee gp Uu 


天 一 


或 者 换 一 种 更 有 局 发 性 的 表达 式 ， A T 


y = lim| = =f, 一 dr | 


其 近似 结 uM 
这 个 欧 拉 常 数 也 称 为 欧 拉 - 马 歇 罗 尼 和 常数 。 欧 拉 在 1734 年 提出 计算 这 











个 常数 的 公式 ， 并 在 1781 年 计算 出 了 这 个 利 数 的 前 16 位 。 马 歇 罗 尼 
(1750—1800) 之 所 以 在 这 个 常数 上 留 了 名 ， 是 因为 他 在 1790 年 将 它 精 
确 到 了 前 32 位 (虽然 只 有 前 19 位 是 正确 的 ) ， 并 第 一 次 用 字母 y 来 表示 
po dX. I27L 

图 灵 并 不 是 随意 选择 这 个 常数 的 ， 这 个 常数 最 著名 的 一 个 性 质 是 ， 
没有 人 知道 它 是 有 理 数 还 是 无 理 数 。 也 没 人 知道 ， 如 果 它 是 无 理 数 ， 那 
么 是 代数 数 还 是 超 限 数 。1937 年 人 们 不 知道 ， 直 到 2008 年 ， 人 们 依然 不 
知道 。 

本 章 开 头 引 用 和 希 尔 伯 特 的 话 时 提 到 了 "难以 接近 ”的 问题 。 实 际 上 ， 
应 该 在 那 句 话 前 加 上 :“ 考 虑 任何 铁定 未 解 的 问题 ， 如 欧 拉 考 马 歇 罗 尼 
第 数 C 是 否 是 无 理 数 ， 或 者 是 否 存在 无 穷 多 个 形 如 2n+1 的 又 数 。 无 论 这 
些 问题 看 似 如 何 地 难以 接近 .……” 欧 拉 一 马鞭 罗 尼 和 常数 被 认为 如 此 地 难 
以 接近 ， 以 至 于 希 尔 伯 特 并 没有 把 它 列 入 新 世纪 数学 界 要 挑战 的 23 个 难 
题 之 中 。 

WR i Hs BE AB, EBACE OP BER) RE EQN ETT. WORK 
样 ， 它 的 二 进 制 表 示 将 以 无 尽 的 0 结尾 。 

如 有 果 用 一 台 图 灵机 计算 y， 显 然 没 有 通用 过 程 可 以 判定 y 是 否 形 如 
m/2n?， 因 为 这 相当 于 判定 这 个 机 器 是 否 能 打印 出 有 限 个 1， 而 这 是 不 可 
能 的 ， 这 很 清楚 。 

图 灵 提 出 了 一 些 更 为 严重 的 问题 : 必须 知道 欧 拉 常数 是 不 是 有 理 
数 ， 才 能 定义 计算 欧 拉 弟 数 的 图 灵机 ， 即 图 灵机 目 己 必 须 “ 知 道光 是 否 
以 无 尽 的 0 结尾 。 这 让 那些 真正 动手 编写 算法 计算 y 的 成 二 上 万 位 数 的 人 
很 惊奇 。 

不 过 ， 图 灵机 有 一 个 关键 点 ， 它 和 图 灵机 不 能 消除 已 经 打印 的 符号 
AR: 当 一 个 数字 是 my/2n" 形 式 〈m 小 于 2n) 时 ， 我 们 期 望 图 灵机 在 前 n 位 
后 都 打 凶 0。 但 一 台 计 算 欧 拉 常 数 的 机 器 并 不 会 这 样 做 ， 因 为 计算 欧 拉 
第 数 的 算法 会 用 越 来 越 小 《但 有 限 的 ) 的 项 去 逼近 它 。 如 果 欧 拉 御 数 确 
实 是 m/2n 的 形式 ， 机 器 为 了 计算 它 的 确切 值 就 必须 知道 这 点 。 人 否则 ， 机 
占 只 会 不 停 地 逼近 ， 因 为 它 的 双 近 目标 不 是 精确 固定 的 。 前 n 位 之 后 的 
非 0 位 就 是 错 的 ， 而 且 很 成 问题 ， 因 为 这 些 位 在 图 灵 约 定 里 是 不 能 擦 除 
的 ， 但 这 些 非 0 位 又 是 不 可 避免 的 。 

不 省 你 如 何 欣 贰 图 灵 对 欧 拉 常数 问题 的 这 番 精 彩 的 分 析 ， 都 可 能 会 
发 现 他 的 解决 方案 比 问题 本 身 更 糟糕 。 

This disagreeable situation can be avoided by modifying the 
manner in which computable numbers are associated with 















































computable sequences, the totality of computable numbers being 
left unaltered. It may be done in many ways" of which this is an 
example. 


* This use of overlapping intervals for the definition of real 
numbers is dud originally to Brouwer. 

通过 修改 可 计算 数 与 可 计算 序列 ， 或 者 与 其 余 不 被 改 变 的 可 计算 
数 的 总 和 的 联系 ， 可 以 避免 这 种 令 人 讨厌 的 情形 。 这 可 以 用 多 种 方法 
“实现 ， 下 面 是 一 个 例子 。 


* 这 种 使 用 重合 区 间 定 义 实数 的 方法 最 初 源 于 布 劳 威 尔 。 

如 果 笼 单 在 该 市 论文 上 的 直觉 主义 气 姑 在 之 前 还 不 够 明显 的 话 ， 那 
么 这 里 的 脚注 直 指 布 邢 威 尔 对 实数 的 定义 就 是 最 好 的 证 明 。 

实数 的 连续 统一 直 以 来 都 是 个 充满 问题 的 概念 ， 因 为 它 同 时 涉及 离 
散 和 连续 两 方面 的 性 质 。 每 一 个 实数 在 连续 统 上 似乎 都 是 精确 的 一 反 ， 
但 如 果 说 连续 统 是 由 所 有 这 些 离散 的 点 组 成 的 ， 又 会 让 人 觉得 很 不 舒 
服 ， 特 别 是 在 康 托 尔 告诉 我 们 这 些 离散 的 点 甚至 都 不 可 数 以 后 。 

布 达 威 尔 尝 试用 一 种 既 保 留连 续 统 的 连续 和 离散 性 质 义 可 以 避免 实 
无 穷 的 方法 来 定义 实数 。 

布 雳 威 尔 为 这 一 过 程 发 明 的 工具 束 是 “选择 序列 ”"。 选 择 序列 有 几 种 
变形 ， 但 为 了 构造 一 个 实数 ， 它 们 都 是 有 理 数 对 的 无 穷 序列 ， 每 个 后 续 
对 定义 了 内 套 在 前 一 间隔 内 的 间隔 。 例 如 ， 下 面 是 一 个 可 能 的 选择 序 
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从 经 典 意义 上 说 ， 这 个 选择 序列 是 在 收敛 的 ， 我 们 激动 地 发 现 它 似 
乎 收敛 于 xn。 然而 ， 在 谈 及 布 筋 威 尔 的 选择 序列 时 ， 有 必要 避 开 “ 收 
敛 ” 的 概念 ， 因 为 它 瞳 含 实 无 穷 的 意思 。 这 个 序列 的 每 一 个 元 素 定 义 了 
两 个 端点 间 的 连续 区 间 。 选 择 序列 通过 这 样 保持 连续 的 性 质 。 这 个 选择 
序列 并 没有 极限 n。 相 反 ， 它 保持 着 一 个 叫做 halo 上 28 上 的 类 型 ， 它 在 的 
的 附近 。 当 序列 越 来 越 长 ， 区 间 越 来 越 小 的 时 候 ， 这 个 halo 会 变 得 越 来 
越 小 ， 但 halo 永 远 不 会 收缩 到 精确 的 无 量 纲 无 理 数 无 r 上 。 

一 位 布 秀 威 尔 学 者 如 此 解释 布 秀 威 尔 的 选择 序列 和 传统 极限 的 不 








有 必要 强调 ， 选 择 序 列 直观 上 是 随 着 时 间 而 增长 的 ， 它 本 
吴 驶 是 实数 ,.…… 在 布 却 威 尔 的 解释 里 ， 人 们 能 够 很 好 地 理解 实 
数 ， 因 为 它 就 是 这 个 不 断 随 时 间 增 长 的 序列 本 号 。 选 择 序列 并 
不 是 用 来 逼近 超 真 实 里 的 实数 的 方法 。-[231 


在 直 党 主义 的 连续 统 里 ， 实 数 总 是 不 完全 的 一 一 没有 终点 ， 了 永远 不 
会 终结 ， 并 展现 出 一 个 非 0 的 维度 。 

上 面 展 示 的 选择 序列 可 以 由 一 些 算法 生成 ， 因 此 它 也 叫做 “ 似 定 
f£" (lawlike) 选择 序列 。 也 有 一 些 “ 非 似 定 律 ? 选 择 序 列 ， 其 中 的 每 个 
元 素 是 由 一 些 决 定 序列 如 何 发 展 的 代理 《如 数学 家 ) 选择 的 。 数 学 家 项 
至 通过 抛 人 硬币 来 决定 选择 序列 中 的 元 系 。 


我 们 可 以 将 非 似 定律 选择 序列 看 成 一 种 直觉 ， 即 使 它 与 似 
定律 的 直觉 在 某 些 方面 相当 不 同 。 非 似 定 律 选 择 序 列 依然 是 一 
个 主体 (subject) 或 超越 自我 Ctranscendent ego) 随时 间 执 行 
的 序列 ， 其 中 只 有 一 部 分 是 确实 完成 的 。 事 实 上 ， 我 们 只 完成 
了 它 的 有 限 的 初始 段 ， 非 似 定 律 选择 序列 就 像 朝 着 实数 的 方向 
不 停 地 勾勒 地 平 线 (但 地 平 线 的 那 边 还 有 地 平 线 ) 。 我 们 应 该 
把 它 看 成 一 种 “自由 转换 的 手段 >。 应 该 指出 ， 我 们 这 里 说 的 选 
择 序 列 是 一 种 过 程 ， 一 种 随时 间 演 化 的 行动 序列 。-[301 
选择 序列 也 可 能 是 似 定律 和 非 似 定律 选择 序列 的 组 合 。 例 如 ， 在 多 
个 非 似 定律 选择 序列 上 执行 事先 确定 的 算法 操作 。 
如 有 果 两 个 选择 序列 从 相同 的 元 素 开始 ， 并 持续 保持 一 段 时 间 的 相 
等 ， 那 么 它们 可 以 视 为 相等 。 例 如 : 
[3.4] [3.4] 


[3.1,3.2] [3.13.7] 
[3.14,3.15] [3.14,3.15] 


[3.141,3.142]  [3.141,3.142] 
it SBN TA], SPARES AE, TKS: 
[3.141, 3.14175] [3.14125, 3.142] 














或 许 再 过 一 段 时 间 ， 序 列 又 相等 了 : 
[3.14125, 3.14175] [3.14125 3.14175] 
接 下 来 会 发 生 什么 ， 我 们 只 能 去 猜 。 
这 样 看 来 ， 似 乎 似 定律 选择 序列 可 以 由 产生 它 的 算法 完全 定义 ， 因 
此 它 能 表示 连续 统 上 的 离散 点 。 


即使 这 样 ， 对 于 选择 序列 表示 直觉 主义 连续 统 上 一 点 的 正 
确 理解 应 该 是 ， 这 个 选择 序列 必须 看 作 是 进行 中 的 选择 序列 ， 
不 管 它 是 似 定律 的 或 非 似 定律 的 。 对 于 非 似 定律 选择 序列 ， 这 
点 比较 容易 理解 对 于 似 定律 序列 ， 这 点 也 应 该 相同 。 否 则 ， 
如 果 把 似 定律 选择 序列 看 成 完成 的 对 象 ， 那 么 我 们 又 会 被 引入 
用 经 典 的 原子 论 观 点 看 待 直觉 主义 连续 统 上 的 点 的 圈套 里 ， 这 
样 连续 统 就 会 中 断 。 换 句 话 讲 ， 直 觉 主义 连续 统 上 的 点 永远 不 
表示 “是 什么 "， 而 表示 “ 变 为 什么 "， 连 续 统 通过 这 个 性 质 而 保 
B. LoL 


读 过 图 灵 论 文 的 读者 应 该 感到 上 面 的 这 些 概念 有 点 熟悉 ， 因 为 我 们 
了 解 了 图 灵机 。 考 虑 一 个 能 表示 实数 的 图 灵机 “或 者 它 的 描述 数 ) ， 但 
是 这 台 图 灵机 总 是 经 过 一 段 时 间 才 打出 一 些 数位 符号 。 它 永远 不 会 终 
结 ， 我 们 永远 不 可 能 通过 它 的 描述 数 判 定 这 个 实数 将 变 成 什么 样 。 二 进 
制 的 读 m/4 是 : 

















110100100001111110110101010001000... 
(我 之 所 以 用 〈m4 而 不 是 而 /是 因为 为 4 在 0 和 1 之 间 。) 一 台 计 算 
之 TU4 中 各 个 数位 的 图 灵机 可 以 看 成 是 在 计算 它 的 选择 序列 。 当 机 器 计 
算 到 第 一 位 1 时 ， 这 一 位 并 不 表示 数字 0.1， 它 表示 的 是 从 0.10000000... 
到 0.11111111... 的 区 间 ， 因 为 这 是 开头 为 0.1 的 实数 可 能 所 在 的 范围 。 记 
住 ， 序 列 0.11111111... 等 于 1， 于 是 这 人 台 机 器 计算 产生 的 舱 套 的 选择 序 
列 是 : 














[1.1,1.0] 
[0.11,1.00] 
[0.110,0.111] 
[0.1100,0.1101] 
[0.11001,0.11010] 
[0.110010,0.110011] 
[0.1100100,0.1100110] 


在 这 个 意义 上 ， 一 台 普 通 的 遵守 图 灵 约 定 ( 也 就 是 不 会 擦 除 已 经 打 
印 的 符号 ) 的 图 灵机 ， 会 产生 一 个 表示 可 计算 实数 的 布 劳 威 尔 选 择 序 
列 。 这 个 过 程 一 直 持 续 ， 不 会 终结 。 

如 果 图 灵 在 世 ， 用 我 的 方法 来 看 待 上 述 这 种 巧妙 的 联系 ， 他 是 不 会 
认可 的 。 诚 然 ， 他 没有 我 今天 的 条 件 ， 能 够 看 到 21 世 纪 学 者 对 布 劳 威 尔 
FIESTA SC Ee AE ARSE. GOR ASIN Al oe weak ti Se BUR aC ee, BI 
t [n] Be FR TEAR AS A 23 X A EAL, FS Za 00S SCY Bez ES A BK 
1928 年 的 论文 《连续 统 的 结构 》 (Die Struktur des Kontinuums) 相似 
二 32 。 布 劳 威 尔 的 论文 讲 的 是 将 选择 序列 作为 一 种 树 形 结构 ， 通 过 重 
登 区 域 去 履 盖 连续 统 中 的 上 户 段 。 这 可 能 会 让 图 灵 想 到 ， 如 何 将 可 计算 序 
列 转换 为 可 计算 数 。 男 外 ， 为 了 解决 欧 拉 常数 的 问题 ， 图 灵 还 可 能 考虑 
将 其 机 器 的 计算 范围 扩展 到 0 和 1 区 间 以 外 ， 因 为 他 的 机 器 那 时 只 能 计算 
0 和 1 区 间 内 的 数 。 

在 图 灵 原 始 的 想法 里 ， 只 要 加 一 个 二 进 制 小 数 点 ， 一 个 可 计算 序列 
就 变 成 了 实数 。 不 过 ， 修 订 后 的 论文 里 的 表述 更 为 复杂 一 些 。 

Suppose that the first figure of a computable sequence y is / and 
that this is followed by 1 repeated n 

times, then by 0 and finally by the sequence whose r-th figure is 
c,; then the sequence y is to correspond to the real number 


(2i — 1)n + 9 2c, - 1)(3)’. 
r= 
假设 可 计算 序列 y 的 第 一 个 数 是 /， 它 之 后 跟着 n 个 连续 的 1， 然 后 
0， 最 后 是 一 个 第 /个 数 是 cr 的 序列 ， 那 么 这 个 序列 y 对 应 的 实数 就 






































RE ral 


oo 5" 
lanes (26-1) = 
(2i-1)n+ Y (24 (5 
符号 i 表示 数 的 正 负 号 : 0 表示 人 负 号 ，1 表 示 正 号 。n 个 连续 的 1 表示 数 
的 整数 部 分 。0 起 到 分 隔 作 用 ， 它 的 功能 就 像 一 个 二 进 制 小 数 点 。 接 下 
来 的 那个 序列 表示 数 的 小 数 部 分 ， 它 的 形式 总 是 为 : 


24 
42444 38 4 16 ae 


3 9 27 si 243 














其 中 c 表 示 每 一 项 是 正 写 《等 于 1 时 ) 还 是 负 号 〈 等 于 0 时 ) 。 
例如 ， 一 台 机 器 打印 出 下 面 的 序列 : 

1 111110 11011.. 
我 在 数字 间 留 了 空隙， 是 为 了 便于 转换 。 它 的 第 

















接 下 来 的 5 位 是 连续 的 1， 以 0 结尾 ， 所 以 正 数 部 分 是 5。 小 数 部 分 
2.4 8 MIS 32 
一 十 一 一 一 一 
+ @ gy "SD i; 
278 





在 这 一 步 后 已 经 完成 的 数字 是 5- one 注意 ， 被 计算 的 这 


个 数字 的 整数 部 分 是 6 而 不 是 5。 m AN 那么 
小 数 部 分 就 是 : 
A SW IB. Se 
二 一 一 一 十 一 十 一 十 … 
9 27 81 243 
它 收敛 于 2。 类 似 地 ， 如 果 表 示 小 数 的 那些 位 全 是 0， 那 么 小 数 部 分 
收敛 于 ，2。 一 个 整数 部 分 被 编码 为 N 的 序列 其 实 可 以 还 原 为 N-2 
到 N+2， 相 当 于 创造 了 一 个 重 登 区 间 。 
If the mechine which computes y is regarded as computing also 
this real number then (B) holds. 
如 果 计 算 y 的 机 器 也 可 以 看 成 是 计算 这 个 实数 ， 那 么 (B) 成 立 。 
也 就 是 说 ， 如 果 存 在 一 个 规则 可 以 公式 化 表达 接近 某 个 数 的 序列 a， 
和 ，b, 我 们 就 可 以 得 到 这 台 机 器 的 描述 数 。 机 器 在 内 部 计算 qn 和 b,， 然 
后 根据 是 减 去 或 加 上 (2/3)" 才 能 使 计算 出 的 数 在 新 的 区 间 范 围 里 来 选择 
打印 0 或 者 1。 
在 这 个 过 程 中 ， 我 们 只 能 通过 单一 的 、 Es 力 界 的 方法 来 计算 


数 。 我 们 再 也 没 法 用 一 台 简 单 的 机 器 来 计算 像 3 或 这 样 的 有 理 数 。 
些 数 必须 像 其 他 数 那样 通过 逐渐 逼近 来 计算 。 jus 的 序列 现在 


2 
3 




















001010 1101 0100 1101... 
前 两 位 表示 正 号 和 二 进 制 小 数 点 。 后 面 的 几 位 表示 2/3, -/4/9, 8/27, 
416/81， 等 等 。 这 里 给 出 的 这 部 分 序列 用 大 于 3 位 十 进 制 或 者 10 位 二 进 








制 的 精度 来 表示 去 。 

这 种 做 法 的 优点 是 ， 机 器 不 需要 知道 它 正 在 计算 的 是 一 个 有 着 m/2n 
形式 的 有 理 数 。 它 不 需要 知道 该 什么 时 候 放 弃 计 算 而 在 末尾 加 无 穷 的 
0。 即 使 一 个 以 无 穷 的 0 或 1 结尾 的 序列 也 要 与 一 个 表示 为 无 限 个 递减 但 
有 有 限 个 项 的 数 相 对 应 。 

还 有 另 一 些 方法 计算 去 。 下 面 是 其 中 一 种 : 

0 10 0101 0010 1011 0010... 

第 一 位 表示 正 写 ， 接 下 来 的 两 位 表示 数字 1。 再 接 下 来 的 儿 位 表示 
再 -2/3, 4/9, -/8/27, 16/81 等 项 ， 刚 好 与 前 面 第 一 个 序列 相反 。 

The uniqueness of representation of real numbers by sequences 
of figures is now lost, but this is of little theoretical importance, since 
the D.N.'s are not unique in any case 

The Graduate College, 

Princeton, N.J., U.S.A. 

通过 数字 序列 来 表示 实数 的 方法 现在 并 不 唯一 了 ， 但 从 理论 上 讲 
这 并 不 重要 ， 因 为 任何 情况 下 描述 数 都 不 是 唯一 的 。 

研究 生 院 

普林斯顿 ， 美 国 新 泽 西 州 

这 就 是 网 灵 这 篇 短文 的 全 部 内 容 。 图 灵 这 次 对 假设 和 推理 的 改变 给 
我 们 带 来 的 那 点 迷惑 似乎 并 不 遗憾 。 现 在 ， 我 们 有 了 一 个 对 可 计算 数 的 
不 怎么 繁琐 的 数学 定义 ， 这 或 许 会 让 我 们 稍 感 满足 ， 但 是 依然 很 难 弥补 
我 们 从 哲学 角度 对 连续 统 问 题 范 然 无 措 的 迷失 感 。 

对 连续 统 的 设想 
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不 管 你 对 图 元 的 概念 或 原理 有 多 深 的 了 解 ， 都 不 会 对 你 构建 一 台 真 
正 的 计算 机 有 所 帮助 。 数 字 计 算 机 是 由 半导体 管 和 其 他 一 些 如 继电器 和 
真空 电子 管 等 开关 机 制 部 件 构建 的 。 这 些 半 导体 管 组 闭 成 逻辑 门 ， 从 而 
实现 简单 的 迎 辑 功能 。 寄 存 器 和 累加 器 等 高 层次 的 组 件 都 是 由 这 些 逻 辑 
ABB. LLL 

图 未 机 是 由 什么 构成 的 呢 ? 图 灵 从 来 没有 告诉 过 我 们 。 图 灵 并 没 打 
算 让 他 的 机 器 成 为 实际 计算 机 的 蓝图 。 图 灵机 是 对 计算 的 一 种 简单 抽象 
的 模型 ， 这 种 计算 既 可 以 由 人 完成 ， 也 可 以 由 机 器 完成 。 图 灵 创 造 图 灵 
机 的 初 囊 是 为 了 一 个 特定 的 目的 : 证 明 对 于 一 阶 逻辑 并 不 存在 通用 判定 
过 程 。 只 是 后 来 ， 我 们 发 现 这 种 想象 中 的 机 器 对 理解 计算 理论 也 有 重大 
的 辅助 作用 。 这 个 转变 花 了 20 年 的 时 间 ， 也 就 是 在 图 灵机 成 为 了 我 们 目 
前 称 之 为 “计算 机 科学 ”这 一 学 科 的 研究 对 象 之 后 。 

将 图 灵机 应 用 于 其 他 目的 《而 不 是 单纯 为 了 证 明 判 定性 问题 )》， 需 
要 在 东 种 程度 上 重新 改造 图 灵机 。 大 多 数 图 灵机 会 永 不 停电 地 计算 0 到 1 
之 间 某 个 实数 的 数位 。 数 学 里 的 常见 任务 ， 也 是 计算 机 编程 里 的 常见 任 




















务 ， 就 是 函数 的 计算 。 一 个 函数 需要 一 个 或 者 几 个 数 作为 输入 一 一 称 作 
函数 的 参数 。 基 于 输入 ， 函 数 会 输出 计算 的 结果 一 一 称 作 函 数 的 值 。 





一 类 重要 的 函数 就 是 数论 函数 ， 之 所 以 这 么 称呼 是 因为 它 的 输入 和 
输出 仅 限 于 自然 数 。 图 灵 在 其 论文 的 第 10 节 《本 书 第 219 页 ) 中 发 明了 
一 种 技巧 来 计算 数论 函数 ， 即 打印 由 单个 0 间隔 的 连续 1 的 串 。 第 一 个 0 
前 的 连续 1 的 个 数 表示 参数 为 0 的 函数 值 ， 第 二 个 0 前 (第 一 个 0 后 〉 的 连 
续 1 的 个 数 表示 参数 为 1 的 函数 值 ， 等 等 。 

对 图 灵 的 数论 函数 持 怀 疑 态 度 的 一 位 数学 家 是 斯 蒂 芬 . 科 尔 : 克 莱 尼 。 
克 莱 尼 是 印 奇 在 普林斯顿 的 学 生 ， 他 在 1934 年 取得 博士 学 位 ， 之 后 开始 
在 威斯康辛 麦迪 进 大 学 教书 。 

克 莱 尼 后 来 写 道 :“ 虽 然 我 很 向 往 图 灵 所 构想 的 机 器 的 非凡 能 力 ， 但 
我 依然 对 他 用 如 此 简单 的 方法 将 此 应 用 到 数论 函数 的 计算 中 表示 怀疑 。 
在 任何 情况 下 ， 只 有 完全 函数 g(x) 才 能 用 这 种 方法 计算 。”[2 图 灵 的 方 
法 对 部 分 函数 不 适用 ， 这 些 函数 只 对 自然 数 的 部 分 子 集成 立 。 

1941 年 开春 ， 克 羔 尼 在 威斯康辛 麦迪 还 大 学 教授 的 一 个 数学 基础 研 
讨 班 上 开始 寻求 一 种 不 同 的 解决 方法 。 克 莱 尼 重新 改进 的 图 灵机 在 他 
1952 年 出 版 的 经 典 图 书 《元 数学 引 论 》 的 第 8 节 中 占据 了 重要 的 位 置 。 

克 莱 尼 版 本 的 图 灵机 仍然 是 读 符号 ， 写 符号 ， 沿 纸 带 左右 移动 。 不 
过 ， 它 只 限于 一 种 符号 ， 即 一 个 简单 的 紧 线 ， 称 为 tick 或 tally 符 号 。 机 
器 只 有 这 种 符号 和 空格 。 自 然 数 以 由 空格 分 割 的 一 系列 连续 格 上 的 tick 


^ 


符号 表示 。 克 羔 尼 的 自然 数 以 0 开始 ， 一 个 tick 符 号 表示 0，2 个 tick 符 号 























表示 1， 以 此 类 推 。 克 羔 尼 好 像 是 第 一 个 在 文章 中 将 图 灵机 纸 带 的 例子 
作为 插图 的 人 。 二 3 

图 灵机 通常 以 一 个 空白 纸 带 开始 。 而 克 羔 尼 改 进 后 的 机 器 则 从 一 个 
己 经 编码 了 一 个 或 几 个 隔 着 空格 的 连续 tick 串 符号 《作为 函数 输入 ) 的 
纸 带 开始 。 克 羔 尼 的 机 器 梢 后 计算 函数 的 值 ， 并 将 数字 编码 到 纸 带 上 。 
克 沫 尼 给 出 的 第 一 个 例子 是 计算 后 继 函 数 〈 即 计算 被 编码 的 数 的 下 一 个 
数 ) 的 值 。 它 只 是 简单 地 将 另外 的 tick 符 号 打印 在 现 有 tick 符 号 串 的 后 
面 ， 因 此 很 方便 。 

克 莱 尼 的 函数 计算 机 器 只 需要 在 一 段 有 限 的 时 间 内 进行 计算 ， 当 机 
需 完 成 计算 的 时 候 驶 停止 了 。 这 种 机 器 并 没有 特殊 的 “停止 ?或 “停机 ? 格 
局 ， 但 是 有 克 莱 尼 所 谓 的 “被 动 状态 ”， 即 已 经 不 存在 机 器 可 以 到 达 的 位 
置 。 当 机 器 被 指令 转移 到 不 存在 的 格局 时 , “这 个 机 器 被 称 为 俘 止 了， 
我 们 称 它 停止 时 候 的 状态 为 终止 状态 或 者 输出 ”。 二 4 

在 图 灵 的 概念 里 ， 一 台 好 的 机 器 一 一 图 灵 称 之 为 非 循环 机 ， 即 符合 
要 求 的 机 器 ， 是 水 不 停止 的 。 经 过 克 业 尼 改 造 后 ， 一 台 好 的 机 器 将 在 计 
算 完 函 数 后 停止 运行 。 一 台 陷 入 了 无 限 循环 而 无 法 停止 的 元 莱 尼 机 
是 “不 好 ?的 机 器 。 显 然 ， 殉 莱 尼 的 机 器 更 接近 传统 的 数学 观念 ， 即 函数 
接受 输入 并 经 过 有 限 步 又 输出 结果 。 

就 如 第 15 章 讨论 的 ， 到 了 1936 年 ， 已 经 存在 3 种 形式 的 计算 有 效 性 直 
观 表 示 ， 它 们 是 : 


) 图 灵机 ; 

) 1934 年 ， 哥 德尔 基于 雅 元 : 赫 尔 布 兰 德 的 建议 而 定义 
的 递归 函数 ， 殉 莱 尼 做 了 进一步 的 发 展 ; 

) 印 奇 及 其 学 生 (主要 是 克 业 尼 ) 砾 展 的 A 可 定义 函 
数 。 


这 三 种 不 同形 式 表示 方法 的 等 价 性 ， 一 部 分 是 由 图 灵 在 1936 年 关于 
可 计算 数 的 论文 的 附录 中 建立 起 来 的 ， 更 严格 的 说 明 是 在 其 1937 年 的 论 
文 “可 计算 性 和 和 可 定义 性 ”中 。 男 外 ， 斯 带 芬 : 克 羔 尼 在 1936 年 的 论文 “^ 
可 定义 性 与 递归 性 ?中 也 有 所 说 明 。 现 在 “递归 函数 “与 ?可 计算 函数 ? 几 
乎 表达 同一 意思 。 

斯 蒂 分 克 莱 尼 是 第 一 个 提出 这 些 形式 化 表示 方法 如 何 直 观 表达 可 计 
算 性 的 人 。 他 在 《元 数学 导论 》 一 书 中 ， 第 一 次 明确 提出 印 奇 论 
题 ;“ 每 一 个 有 效 可 计算 函数 (或 者 有 效 可 判定 谓词 〉 痢 是 一 般 递 归 
的 。” 克 莱 尼 又 在 其 后 的 两 章 中 说 :“ 图 灵 论 题 ， 即 每 一 个 被 自然 认为 可 
































计算 的 函数 在 他 的 定义 下 《 即 通过 一 全 图 灵机 ) 也 是 可 计算 的 ， 它 实际 
上 与 邱 奇 论题 等 价 .……”- 上 5 
在 其 1967 年 出 版 的 书 中 ， 克 羔 尼 将 两 个 论题 结合 在 了 一 起 : 


图 灵 论 题 和 印 奇 论题 是 等 价 的 。 我 们 应 该 将 它们 统一 称 
为 “ 印 奇 论题 "， 或 者 “ 印 奇 印 图 灵 论 题 "?， 以 表明 它 和 三 种 形式 
化 表示 方法 之 一 的 “图 灵机 ?有关 。-[61 


目 那 以 后 ，” 邢 和 奇 抒 图 灵 论 题 ?成 为 了 最 适当 的 术语 。 

《元 数学 导论 》 显 然 是 一 本 面 回 数学 家 们 的 书 。6 年 以 后 ， 为 一 本 经 
典 闭 作 帮助 我 们 跳出 纯 数学 的 视野 ， 从 计算 机 科学 的 角 扩 阐述 问题 。 

马丁 - 戴 维 斯 于 1928 年 生 于 纽约 市 。 他 在 1950 年 获得 了 普林斯顿 大 学 
的 博士 ， 其 博士 论文 是 《递归 的 不 可 解 性 理论 》。 戴 维 斯 的 论文 导师 是 
BI, BEKE (1934F) MAR 〈1938 年 ) 的 导师 。 

在 伊利 诡 伊 大 学 教书 时 ， 戴 维 斯 开始 称 判 定 图 灵机 能 人 否 完成 计算 的 
问题 为 “停机 问题 ”， 也 许 最 早 是 在 1952 年 。 十 这 个 术语 在 1958 年 戴 维 
斯 出 版 了 《可 计算 性 和 不 可 解 性 》 一 书后 而 广为人知 。 在 这 本 书 的 前 言 
里 ， 戴 维 斯 诡秘 地 写 道 : “虽然 这 一 卷 里 真正 新 的 东西 很 少 ， 但 是 我 对 
相应 主题 的 安排 和 论述 可 能 会 让 专家 感到 新 颖 ，” 随 后 他 做 了 说 明 ,“ 特 
别 是 ， 图 灵机 的 概念 是 这 本 书 行文 论述 的 关键 。”48] 

在 殉 羔 尼 的 《元 数学 导论 》 中 ， 图 灵机 直到 第 321 页 才 出 现 ， 在 第 13 
ALMERA ERKEK: 而 在 戴 维 斯 的 《可 计算 性 和 不 可 解 性 》 中 ， 
图 灵机 在 第 1 章 的 第 一 页 吏 出 现 了 。 

和 克 业 尼 一 样 ， 戴 维 斯 把 自然 数 表示 为 连续 的 tick 符 写 ， 并 用 图 灵机 
来 计算 函数 。 用 图 灵机 计算 加 法 、 减 法 、 乘 法 的 例子 出 现在 书 的 第 12 


Th. 

虽然 《可 计算 性 和 不 可 解 性 》 表 面 上 是 数学 图 书 ， 但 是 戴 维 斯 意识 
到 这 本 书 “ 由 于 和 某 些 哲 学 问题 以 及 数字 计算 机 理论 相关 ， 一 些 非 数 学 
家 也 可 能 有 兴趣 一 读 ”。-[9] 

为 进一步 强调 不 同 ，《 可 计算 性 和 不 可 解 性 》 作 为 McGraw-Hil 出 版 
公司 ”信息 处 理 和 计算 机 系列 丛书“ 中 的 一 部 作品 出 版 。 即 使 在 这 套 丛 书 
中 ， 这 本 书 也 是 独一无二 的 。 其 他 书 都 关注 于 计算 机 硬件 和 程序 设计 
的 “实用 ”主题 。 在 1958 年 和 1959 年 ， 该 从 书 出 版 了 《模拟 仿真 : 场 问 题 
的 求解 》、《 高 速率 数据 处 理 》、《 数 字 计 算 机 入 门 》、《 数 字 计 算 机 
系统 》 和 《数字 计算 机 编程 入 门 》。 

马丁 . 戴 维 斯 的 《可 计算 性 和 不 可 解 性 》 真 正 开 创 了 将 可 计算 性 作为 











一 门 学 科 主 题 的 研究 ， 它 后 来 成 为 计算 机 科学 专业 学 生 必 修 的 一 门 诬 
程 。 

在 《可 计算 性 和 不 可 解 性 》 的 第 70 页 ， 马 丁 : 戴 维 斯 引入 了 一 个 和 图 
灵机 密切 相关 的 术语 : 


现在 ， 令 Z 表 示 一 个 简单 图 灵机 。 关 于 Z， 我 们 有 如 下 判定 


问题 : 
对 于 一 个 给 定 的 瞬间 描述 a， 判 定 是 否 存在 一 个 以 a 开始 的 
对 Z 的 计算 。 


也 就 是 说 ， 我 们 希望 确定 如 果 给 定 初 始 状 态 ， 那 么 Z 会 不 会 
最 终 停止 ? 我 们 将 这 个 问题 称 为 Zz 的 停机 问题 L101。 


在 第 70 页 的 最 后 ， 戴 维 斯 构想 了 一 个 定理 :“ 存 在 一 种 图 灵机 ， 其 停 
机 问题 是 递归 无 解 的 。” 

戴 维 斯 的 书 影响 深远 ， 一 谈 到 停机 问题 就 会 联系 到 图 灵机 ， 尺 管 图 
灵 原 来 设想 的 图 灵机 是 永 不 停止 的 。 

除了 速度 、 存 储 能 力 、 人 机 交互 设备 不 尽 相 同 外 ， 现 代 计 算 机 大 体 
上 类 似 。 每 台 能 模拟 图 灵机 的 计算 机 《这 是 最 简单 的 需求 ) 都 是 一 台 通 
用 计算 机 。 此 外 ， 一 台 通 用 计算 机 能 够 模拟 任何 其 他 通用 计算 机 。 

最 初 的 一 些 很 简单 的 计算 机 甚至 还 达 不 到 图 灵机 的 能 力 。 显 然 ， 第 
一 台 人 至 少 能 称 为 潜在 通用 计算 机 的 是 Z3， 由 康 拉 德 : 楚 泽 在 1938 年 至 
1941 年 建造 。 上 上 11 如果 说 是 建造 成 功 ， 第 一 台 通 用 计算 机 应 该 算是 查 
尔 斯 : 巴 贝 奇 在 19 世 纪 30 年 代 建 造 的 分 析 引 擎 ， 虽然 它 是 由 一 堆 齿 轮 而 
不 是 转换 开关 构成 的 。 实 际 上 ， 所 有 1944 年 以 后 生产 的 计算 机 都 是 通用 
计算 机 。 

通用 计算 机 的 一 个 关键 特性 是 可 编程 性 。 必 须 存 在 某 个 将 指令 集 引 
入 计算 机 的 方法 ， 使 计算 机 能 啊 应 这 个 指令 集 。 现 代 计 算 机 将 这 样 的 指 
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卡片 ， 与 控制 纺织 机 的 卡片 有 反 像 。 

一 些 早 期 的 计算 机 只 能 用 很 不 灵活 的 指令 序列 进行 编程 。 一 个 通用 
计算 机 必须 能 够 根据 上 几 步 的 计算 结果 跳 过 一 些 指令 序列 。 这 个 特性 我 
们 现在 称 为 条 件 分 文 ， 这 对 于 实现 条 件 循环 是 必要 的 。 

如 果 一 门 计算 机 编程 语言 能 够 模拟 图 赤 机 ， 它 就 经 党 被 称 为 是 图 灵 
完备 的 。 

最 初 在 互联 网 上 广泛 使 用 的 超 文本 标记 语言 (HTML) 并 不 是 用 来 


























为 计算 服务 的 ， 因 此 它 显然 不 是 图 灵 完 备 的 。 经 常 在 HTML 中 使 用 的 
JavaScript 就 是 图 灵 完 备 的 。 几 乎 所 有 现今 使 用 的 编程 语言 都 是 图 灵 完 备 
的 。 任 何 图 器 完备 的 编程 语言 部 可 以 模拟 任何 其 他 图 有 完备 的 编程 语 


图 灵机 不 仅 说 明了 进行 有 效 计算 的 最 基本 需求 ， 也 说 明了 和 它 的 限 
制 : 没有 任何 一 台 现 代 计 算 机 或 一 门 编程 语言 能 够 比 图 灵机 更 强大 ， 没 
有 任何 计算 机 或 编程 语言 能 够 解决 停机 问题 ， 没 有 任何 计算 机 或 编程 语 
言 能 够 判定 其 他 计算 机 程序 的 未 来 运行 状态 。 你 不 能 使 用 更 “先进 ”的 编 
程 语言 或 者 不 一 样 的 机 器 来 应 付 这 种 限制 。 你 能 做 的 ， 只 能 是 加 快 计算 
机 的 工作 速度 。 你 可 以 拿 出 上 干 个 处 理 器 组 成 并 行 计算 机 集群 ， 以 进行 
大 规模 的 并 行 计 算 ， 但 是 你 不 可 能 将 无 限 带 往 我 们 生活 的 这 个 无 助 的 有 
限 世 界 里 ， 哪 怕 一 点 点 。 

一 些 数学 家 不 顾 图 灵机 的 限制 ， 煞 然 铅 入 超 计算 领域 ， 以 试图 让 机 
器 摆脱 图 灵 的 限制 。 图 灵 自 己 也 部 分 推动 了 这 项 工作 。 他 在 自己 1939 年 
发 表 的 临 座 的 博士 论文 《基于 序数 的 逻辑 系统 》 (Systems of Logic 
Based on Ordinals) 中 称 之 为 “ 神 论 >”， 并 写 道 : 


假设 我 们 拥有 一 种 可 以 解决 〈 不 可 判定 ) 数论 问题 的 不 确 
定 方法 ， 那 么 可 以 称 这 种 方法 为 神 论 。 对 于 这 个 神 论 ， 我 们 除 
了 知道 它 衣 定 不 是 一 台 机 器 外 无 法 知道 更 多 。 在 这 个 神 论 的 大 
助 下 ， 我 们 可 以 构造 一 种 全 新 的 机 器 《〈 称 为 o- 机 器 ) ， 这 个 机 
需 的 茶 一 个 基本 进程 可 以 用 来 解决 给 定 的 数论 问题 。-[22 


也 许 我 们 每 个 人 都 希望 生活 中 有 这 样 的 神 论 ， 来 帮助 我 们 解决 棘手 
的 问题 。 探 索 超 计算 的 研究 学 者 基于 神 褒 的 概念 ， 将 其 他 特性 引入 图 灵 
机 以 使 其 不 再 受到 先前 的 限制 。 虽 然 出 现 了 一 些 很 有 趣 的 数学 构造 ， 但 
是 这 样 的 超 计 算 机 并 不 切合 实际 ， 因 为 它 违 反 了 一 些 基 本 的 物理 定律 ， 
比如 加 速 时 间 使 得 每 步 计算 都 是 前 一 步 计算 的 1/2 时 长 。 马 本 ` 戴 维 斯 形 
容 超 计 算是 谜 一 样 的 问题 ， 并 将 它 与 三 等 分 给 定 角 和 发 明永 动机 这 样 的 
问题 作 比 较 。 二 1 二 

在 我 看 来 ， 超 计算 的 研究 对 于 解答 计算 的 普 饥 性 是 很 有 价值 的 。 图 
灵 设 计 出 假想 的 机 器 ， 以 刻画 人 类 计算 者 在 执行 特定 算法 时 进行 的 基本 
操作 。 他 发 现 ， 图 元 机 有 具有 一 些 固 有 的 限制 。 那 以 后 的 几 十 年 ， 我 们 建 
造 了 和 图 灵机 等 价 的 计算 机 ， 因 此 同样 面临 这 些 限制 。 我 们 还 没有 找到 
有 效 的 方法 来 摆脱 这 些 限制 。 

基于 上 述 原因 ， 计 算 的 普遍 性 在 能 力 和 限制 上 〉 对 于 任何 数据 处 
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理 活动 而 言 似 乎 都 是 基本 存在 的 。 这 些 限制 就 像 是 热力 学 定律 一 样 是 自 
然 界 内 在 的 规则 。 

如 果 图 灵机 的 内 在 限制 不 能 在 遵守 物理 定律 的 前 提 下 被 超越 ， 那 么 
对 于 那些 执行 计算 或 逻辑 运算 的 内 在 机 制 而 言 ， 这 又 上 暗示 着 什么 呢 ? 当 
我 们 从 探索 人 的 思维 和 宇宙 自身 的 角度 来 考虑 这 两 个 最 重要 的 《也许 甚 
至 有 些 令 人 烦恼 的 )“ 内 在 机 制 ? 时 ， 这 个 问题 变 得 最 为 深刻 。 

严格 地 说 ， 图 灵 和 定理 只 涉及 图 灵机 和 机 械 算 法 的 等 价 问题 ， 并 不 一 
定 意味 着 不 存在 超越 图 灵机 计算 能 力 的 计算 机 器 ， 这 样 的 机 器 也 未 必 一 
定 违反 某 个 物理 定律 。_LHL 

也 许 我 们 漏 掉 了 什么 ， 也 许 存 在 某 种 神奇 的 物理 机 制 能 够 执行 非常 
强大 的 计算 操作 ， 而 这 种 机 制 无 法 在 图 灵机 上 模拟 出 来 。 图 灵机 真 的 有 
助 于 我 们 对 人 类 思维 和 宇宙 的 理解 吗 ? 或 者 我 们 只 是 轴 春 地 把 一 个 非常 
复杂 的 问题 简单 化 到 图 灵机 的 层次 上 ? 

图 灵机 在 数学 和 计算 领域 外 的 遗留 问题 出 现在 图 灵 1936 年 论文 发 表 
之 后 的 几 年 ， 源 于 沃 伦 : 麦 卡 洛克 (1898-1969) FIR LHR (1923— 
1969) 的 一 次 偶遇 。 

在 底特律 ， 青 年 沃 特 ' 匹 茨 聪明 好 学 ， 上 自学 了 拉丁 语 和 和 希腊 语 、 哲 学 
和 数学 ， 家 里 人 都 认为 他 是 一 个 怪 才 。15 岁 的 时 候 ， 他 跑 到 了 芝加哥 。 
因为 无 家 可 归 ， 沃 特 : 匹 次 大 多 数 时 间 游 荡 在 公园 里 ， 在 那里 ， 他 遇见 
了 一 位 名 叫 伯 特 的 老人 ， 他 们 在 哲学 和 数学 上 有 着 相同 的 兴趣 。 伯 特 建 
议 他 读 一 读 由 芝加哥 大 学 教授 鲁 道夫 .卡尔 纳 普 〈1891 一 1970) 写 的 一 
本 出 版 于 1937 年 的 书 ， 可 能 是 《语言 的 逻辑 句法 》。 沃 特 : 匹 欧 读 了 这 
本 书后 ， 就 径直 前 往 卡 尔 纳 普 的 办 公 室 ， 与 他 讨论 自己 在 书 中 发 现 的 几 
个 问题 。 这 个 叫 伯 特 的 老人 就 是 易 易 大 名 的 伯 特 兰 .罗素 。 上 1 

如 果 你 不 相信 这 个 故事 ， 那 么 下 面 的 故事 似乎 更 可 信 。 伯 特 兰 :罗素 
在 芝加哥 大 学 教书 的 时 候 ， 有 一 次 散步 从 杰克 还 花 园 经 过 ， 发 现 有 个 年 
轻 人 正在 看 卡尔 纳 普 的 书 。 于 是 ， 罗 素 和 年 轻 人 开始 交谈 起 来 ， 并 把 匹 
茨 带 到 了 卡尔 纳 普 的 办 公 室 。-Ll61 

还 有 一 则 故事 。 当 匹 茨 12 岁 、 还 生活 在 底特律 的 时 候 ， 有 一 次 被 几 
个 流氓 追赶 ， 躲 进 了 图 书馆 。 图 书馆 关门 后 ， 匹 区 被 困 在 了 里 面 。 他 决 
定 读 怀 特 海 和 罗素 的 《数学 原理 》 作 消 遗 。 这 么 一 读 就 是 3 天 ， 然 后 他 
给 罗素 写 了 一 封 信 ， 指 出 了 书 里 的 一 些 错误 。 当 罗素 写 信 邀请 他 去 剑桥 
IN, DLR RAPER. ZL 

有 一 点 是 可 以 确定 的 ， 匹 茨 在 1938 年 上 过 罗素 在 芝加哥 大 学 教 的 
课 ， 同 年 他 也 到 过 卡尔 纳 普 的 办 公 室 。 卡 尔 纳 普 对 这 个 年 轻 人 印象 深 
刻 ， 想 给 他 一 份 学 生 助 教 的 工作 ， 但 是 他 并 不 知道 匹 茨 的 名 字 ， 所 以 无 















































从 找到 他 。_[L18] 

匹 蒋 是个“ 害羞、 内 向 的 孩子 ， 他 戴 着 眼镜 ， 牙 齿 不 齐 ， 有 拨弄 头发 
的 习惯 ， 有 轻微 的 神经 颤抖 症 ， 走 路 时 还 经 常会 碰 到 东西 ?>。_Ll91 (在 
这 以 后 的 第 二 次 世界 大 眠 期间 ， 匹 茨 被 征兵 局 划 入 4F 级 别 [20]， 并 被 
认为 处 于 “精神 病 发 作 前 期 >。 但 是 匹 茨 后 来 参加 了 曼哈顿 计划 ， 并 获得 
接触 最 高 机 密 的 许可 。) L211 在 匹 茨 访问 了 卡尔 纳 普 的 办 公 室 几乎 一 
年 后 ， 卡 尔 纳 普 终 于 找到 了 匹 茨 。 匹 茨 开 始 跟着 他 学 习 逻 辑 学 ， 同 时 在 
芝加哥 大 学 上 课 ， 其 中 包括 了 红 胡 子 的 马克 兰 人 尼古拉斯 : 拉 谢 南 斯 基 
(1899 一 1972) 主持 的 研讨 班 。 

拉 谢 甫 斯 基 在 基辅 大 学 获得 了 理论 物理 的 博士 学 位 ，1924 年 移民 到 
美国 。 他 对 应 用 数学 模型 解决 生物 生长 发 育 过 程 中 的 问题 很 有 兴趣 。 在 
这 个 领域 中 ， 之 前 其 他 科学 家 都 仅仅 依赖 于 经 验 性 的 研究 ， 并 没有 相关 
的 科学 实验 方法 。 到 了 1934 年 ， 拉 谢 甫 斯 基 提 出 了 一 个 名 字 来 形容 他 所 
研究 的 工作 : “数学 生物 物理 学 ”。1935 年 ， 他 成 为 芝加哥 大 学 第 一 名 数 
学 生物 物理 助教 。1938 年 ， 一 本 名 为 《数学 生物 物理 学 》 的 书 出 版 了 ， 
随后 在 1939 年 ， 诞 生 了 名 为 《数学 生物 物理 学 报 》 的 期 刊 ， 主 要 发 表 拉 
谢 甫 斯 基 及 其 理论 追随 者 的 一 系列 论文 。4221] 

1942 年 和 1943 年 期 间 ， 匹 茨 接连 在 《数学 生物 物理 学 报 》 上 发 表 了 3 
篇 论文 。 沃 伦 - 麦 卡 洛克 就 是 在 这 时 听 说 了 匹 奖 的 这 些 研究 工作 。 

沃 伦 : 麦 卡 洛 克 在 新 泽 西 长 大 ， 一 开始 在 哈弗 福 德 学 院 ， 这 是 宾 夕 法 
尼 亚 州 的 一 座 “ 教 友 派 * 学 校 。 当 麦 卡 洛 克 1917 年 进入 大 学 不 入， 哲学 家 
鲁 弗 :琼斯 (1863 一 1948) (他 在 这 期 间 帮助 创建 了 美国 朋友 服务 委员 
会 ) 就 问 了 麦 卡 洛克 一 个 问题 :;“ 你 将 会 成 为 什么 样 的 人 ? ...... 你 将 会 
做 什么 事 ?” 麦 卡 洛克 说 不 知道 ， 但 是 他 说 :“ 我 想 回 答 的 是 另 一 个 问 
题 : 人 可 以 认 知 的 数 是 什么 ? 可 以 认 知 数 的 人 又 是 什么 ? ” 重 弗 .琼斯 对 
此 只 能 回应 道 :“ 有 朋友， 看 来 你 的 人 生 要 在 忙碌 中 度 过 了 。”[231 

后 来 ， 麦 卡 洛克 去 了 耶鲁 大 学 学 习 哲 学 和 心理 学 ， 于 1927 年 在 纽约 
的 内 外 科 医 学 院 获 得 硕士 学 位 ， 并 在 贝尔 维 尤 医院 从 事 治 疗 严 重 脑 损 伤 
病人 的 工作 。 后 来 ， 他 又 去 了 洛克 兰 德 州立 医院 从 事 治疗 精神 病 患 者 的 
工作 。-L2411934 年 ， 麦 卡 洛克 回 到 了 耶鲁 。 他 的 同事 里 有 杜 赛 尔 ' 德 : 巴 
Sin (1885—1940) ， 巴 瑞 内 是 使 用 化 学 成 分 马 钱 子 碱 作用 在 猫 的 大 脑 
并 观察 猫 的 反应 ， 从 而 探 明 大 脑 各 部 分 对 应 功能 这 一 实验 方法 的 先驱 。 
1941 年 ， 麦 卡 洛克 搬 到 了 伊利 诺 伊 州 ， 在 伊利 诺 伊 神经 精神 病 学 院 工 


作 。 
AE Rit rue eA. A RAEN: AHERN, WEK 
眉毛 ， 眼 睛 发 出 奇异 的 光芒 。 很 多 时 候 ， 他 看 上 去 就 像 个 疯子 。 他 的 眼 
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ACAI BT ERE TUS)", Lel 他 也 是 个 很 会 讲 故 事 的 人 。 ARR 
匹 欧 和 伯 特 兰 : 罗 素 在 杰克 逊 公 园 相遇 的 故事 最 早 来 源 于 奏 卡 洛 苑 。) 
麦 卡 洛克 会 写 诗 ， 还 经 常 论述 他 的 哲学 观点 ， 到 处 炫 滩 目 己 的 博学 多 


添 伦 : 麦 卡 洛 元 和 沃 特 ' 匹 菊 事 最 初 是 怎么 相识 的 ， 至 今 也 不 清楚 。 但 
EI MR Rat DORE RIOR AAS Bik oe TE. BER 
直 想 答 试 建立 一 套 大 脑 工 作 机 理 的 形式 化 理论 ， 而 匹 次 对 于 数学 逻辑 的 
通晓 正 是 麦 卡 洛 元 所 需要 的 。 他 们 在 麦 卡 洛克 厨房 的 果子 上 写 出 了 名 为 
《神经 活动 中 内 在 意识 的 逻辑 演算 》 的 论文 ，1943 年 发 表 在 拉 谢 甫 斯 基 
的 《数学 生物 物理 学 报 》 上 。 麦 卡 洛 殉 的 女儿 塔 非 为 他 们 第 一 次 合作 的 
这 篇 论文 画 了 图 解 。 十 22 

得 益 于 19 世 纪 下 半 叶 的 研究 ， 科 学 家 们 已 经 知道 神经 系统 是 由 叫做 
神经 元 的 细胞 构成 的 ， 这 些 神经 元 似乎 像 网 络 一 样 连接 在 一 起 。20 世 纪 
的 进一步 研究 指出 ， 这 些 神经 元 就 像 开 关 一 样 ， 当 刺激 达到 一 定 准 值 时 
开关 就 被 触发 。 十 28 上 

对 于 麦 卡 洛 元 和 匹 次 来 说 ， 这 些 神 经 元 束 像 逻辑 开关 ， 于 是 他 们 用 
卡尔 纳 普 的 标注 方法 对 神经 元 进行 命题 逻辑 意义 上 的 建 模 。 一 个 重要 
的 、 传 统 人 逻辑 中 并 不 存在 的 要 素 是 ， 神 经 元 逻辑 存在 输入 与 输出 的 延 时 
特性 。 基 于 这 样 的 延 时 ， 神 经 元 就 被 组 成 为 环 状 结构 ， 从 而 信号 可 以 在 
网 络 内 保持 一 定时 间 的 有 效 期 。 麦 卡 洛 区 和 匹 欧 的 论文 为 这 个 模型 定义 
了 几 个 公理 ， 并 进而 证 明了 几 个 定理 。 

《神经 活动 中 内 在 意识 的 逻辑 演算 》 并 没有 参考 前 人 太 多 的 成 果 。 
这 篇 论文 注 明 的 参考 文献 只 有 卡尔 纳 普 的 《语言 的 迎 辑 句法 》、 硕 尔 伯 
特 和 阿 殉 曼 的 《数理 逻辑 原理 》， 以 及 怀特 海 和 罗 系 的 《数学 原理 》。 
在 这 篇 19 页 论文 的 第 15 页 ， 麦 卡 洛 区 和 匹 菊 在 做 总 结 的 时 候 透 露 了 一 些 
他 们 所 参考 的 更 广泛 文献 来 源 : 


首先 ， 如 果 每 个 网 络 接 有 纸 带 ， 它 的 扫描 头 与 传 入 神经 连 
接 ， 并 且 有 适合 的 传 出 神经 进行 必须 的 操作 ， 那 么 它 就 只 能 计 
算 图 灵机 能 够 计算 的 那些 数 ， 其次， 图 元 机 能 够 计算 的 数 也 能 
够 被 这 样 的 网 络 押 计算 .……… 这 于 从 心理 学 的 角度 ， 论 证 了 图 灵 
关于 可 计算 性 的 定义 ， 以 及 与 其 等 价 的 印 奇 的 和 可 定义 、 殉 羔 
尼 的 一 般 递 归 : 如 果 任 何 一 个 数 能 够 补 有 机 体 计 算出 来 ， 那 么 
它 也 可 以 被 这 些 等 价 定 义 计 算出 来 ， 反 之 亦 然 。-[291 
































几 年 后 的 1948 年 ， 麦 卡 洛克 将 大 脑 与 图 灵机 的 联系 表述 得 更 加 清 
楚 。 他 解释 说 ， 他 正 努 力 寻 找 一 种 方法 来 发 展 神 经 生理 学 理论 。 


直到 我 看 了 图 灵 的 论文 ， 才 发 现 找 到 了 正确 的 途径 ， 也 感 
谢 匹 次 那些 必要 的 逻辑 演算 的 帮助 。 我 们 认为 ， 我 们 正在 做 的 
(我 想 我 们 获得 了 相当 的 成 功 ) 是 将 大 脑 视 为 一 台 图 灵机 ; 除 
非 大 脑 出 错 ， 机 能 失常 ， 否 则 大 脑 所 进行 的 就 是 这 台 图 灵机 进 
行 的 功能 .…… 令 人 高 兴 的 是 ， 一 些 非常 简单 的 假设 就 足以 说 明 
神经 系统 可 以 计算 任何 可 计算 的 数 。 大 脑 就 是 一 种 仪 句 ， 一 全 
图 灵机 《如果 你 喜欢 这 个 词 ) 。-30] 


一 直到 后 来 《1955 年 ) ， 麦 卡 洛克 依然 坚持 他 的 这 个 观点 :“ 匹 菊 和 
我 已 经 说 明 大 脑 就 是 图 灵机 。 任 何 图 灵机 都 可 以 由 神经 元 构成 。”-31 
虽然 现在 的 科学 技术 还 不 足以 将 这 种 等 价 性 转换 为 实际 用 途 。 


一 个 理论 上 的 问题 是 ， 你 能 设计 出 一 合 机 器 做 大 脑 所 能 做 
的 事情 吗 ? 答案 是 : 如 果 你 能 用 有 限 的 而 且 不 含糊 的 方法 说 明 
大 脑 能 够 做 的 事情 ， 我 们 残 可 以 设计 出 这 样 一 台 图 录 机 。 匹 次 
和 我 证 明了 如 何 完成 这 样 的 构造 。 但 古 你 能 说 出 大 脑 能 够 做 的 
事情 吗 ? [32] 

















要 不 是 引起 了 两 位 20 世 纪 计 算 领 域 的 巨匠 诡 伯 特 : 维 纳 和 训话 依 曼 的 
注意 ， 奏 卡 洛 元 和 匹 次 的 论文 可 能 会 因 无 人 知晓 数学 生物 物理 学 而 失去 
光彩 。 

继 约 翰 : 斯 图 亚 特 : 称 勒 后 ， 话 伯 特 ' 维 纳 是 叉 一 个 被 那 种 具名 昭著 的 
天 才 家 庭 教育 模式 塔 养 长 大 的 例子 。 这 两 个 人 后 来 都 曾 在 回忆 录 中 写 过 
小 时 候 被 满 脸 胡须 的 父 杀 塑造 为 天 才 儿 童 的 体验 。 而 对 于 维 纳 ， 小 时 候 
留 下 的 伤疤 终 其 一 生 都 难以 愈合 。 多 年 来 ， 他 要 和 未 经 诊断 的 抑郁 症 搞 
和 争 ， 与 其 天 才 般 的 研究 热情 相伴 的 是 难以 名 状 的 暴躁 情绪 和 产生 上 自杀 倾 
问 的 绝望 状态 。 

11 岁 时 ， 维 纳 就 进入 了 塔 夫 斯 大 学 ，14 岁 时 拿 到 了 数学 学 士 学 位 ， 
18 岁 成 为 哈佛 大 学 历史 上 最 年 轻 的 博士 毕业 生 。 维 纳 的 父亲 一 直 对 新 闻 
界 说 ， 他 的 儿子 “并 不 是 神童 ”"， 事 实 上 “很 懒惰 ”433]。 他 的 父母 还 对 外 
界 隐 瞒 了 一 个 事实 : 维 纳 在 15 岁 之 前 一 直 不 知道 自己 是 犹太 人 。 

离开 哈佛 后 ， 维 纳 在 剑桥 随 多 素 学 习 数 理 馆 辑 ， 随 哈代 学 习 数论 。 
第 一 次 世界 大 战 前 夕 ， 他 又 来 到 了 哥 廷 根 ， 随 希 尔 伯 特 学 习 微 分 方程 。 











后 来 ， 他 又 去 了 哥伦比亚 大 学 ， 随 约翰 :杜威 学 习 哲 学 。1919 年 ， 他 成 
为 肪 省 理工 学 院 的 教员 。 

在 战争 期 间 ， 维 纳 是 当时 新 兴 的 通信 工程 和 模拟 计算 研究 领域 的 先 
锋 。 他 参加 了 范 内 瓦 :布什 在 MIT 组 织 的 模拟 信号 计算 的 研究 项 目 ， 而 且 
似乎 这 对 元 劳 德 :香农 发 展 通 信和 理论 产生 了 影响 。 在 二 次 世界 大 战 期 
间 ， 维 纳 的 工作 项 目 是 研究 防空 火力 系统 。 这 些 系统 加 入 了 比 原 有 技术 
更 复杂 的 预测 部 分 ， 目 标 是 预测 飞行 吉 为 轴 避 导弹 可 能 采取 的 路 线 。 维 
纳 对 有 反馈 的 概念 异常 有 兴趣 ， 反 人 馈 束 是 从 一 个 正在 进行 的 进程 中 不 断 得 
到 运行 信息 而 反 过 来 修正 这 个 进程 。 

维 纳 并 没有 参加 1942 年 5 月 13 日 在 贝 元 曼 酒店 召开 的 第 一 次 物理 学 、 
生物 学 和 人 类 学 大 会 ， 这 次 会 议 由 小 约 西亚 : 梅 西 基金 会 赞助 ， 则 在 拓 
展 各 学 科 间 的 交流 。 交 卡 洛 元 参加 了 那 次 会 议 。 参 加 那 次 会 议 的 还 有 人 
类 学 家 格 列 高 里 : 贝 特 森 和 玛 格 丽 特 - 米 德 夫 妇 。 维 纳 参 加 了 战 后 的 第 一 
次 梅 西 基 金 会 的 会 议 ， 那 次 会 议 的 主题 是 “生物 和 社会 科学 中 的 反馈 机 
制 和 循环 因果 系统 ”。-341 参加 这 次 会 议 的 还 有 匹 深 和 冯 : 诺 依 曼 。 这 样 
的 会 议 让 每 个 人 都 有 机 会 吸收 他 人 的 研究 成 果 ， 并 探索 各 自 研 究 领域 是 
个 存在 一 些 契 合 的 研究 目标 。 

1947 年 ， 维 纳 写 了 一 本 书 ， 总 结 了 这 些 会 议 上 讨论 的 一 些 研究 工 
作 。 他 想 用 一 个 新 词 来 描述 包含 了 机 费 、 生 物 和 社会 结构 领域 中 的 各 种 
通信 和 反馈 的 研究 工作 。 他 选择 了 一 个 希腊 词 cybernetics， 原 意 是 “ 稻 
手 ”， 因 为 舵手 的 本 质 也 是 利用 反馈 来 修正 航线 的 偏 移 。 维 纳 的 书 出 版 
于 1948 年 ， 书 名 最 后 定 为 《控制 论 : 关于 在 动物 和 机 器 中 控制 和 通信 的 
科学 》 (Cybernetics: Control and Communication in the Animal and the 
Machine) . 

美国 《时 代 》 杂 志 评 价 道 :;“ 很 少 有 一 本 书 能 够 在 很 多 不 同 的 科学 领 
域 激 起 强烈 的 反 啊 。 而 《控制 论 》 就 是 这 样 的 一 本 。?“ 351 今天 再 读 起 
来 ，《 控 制 论 》 是 一 本 证 怪 而 小 巧 的 书 ， 里 面 有 很 多 篇 幅 的 数学 公式 和 
令 人 目眩 的 、 不 太 切 合 实际 的 议论 。 在 引言 里 ， 维 纳 对 那些 启发 过 他 的 
人 们 表示 了 感谢 ,包括 麦 卡 洛 元 ,， “一 个 对 研究 脑 皮 层 细胞 的 组 织 结构 
充满 兴趣 的 人 ” 阿兰 :图 灵 , “也 许 是 第 一 个 研究 智能 机 口 的 逻辑 可 能 
性 的 人 ” RRR DL, “卡尔 纳 普 在 芝加哥 的 学 生 ， 和 拉 谢 甫 斯 基 及 其 
生物 物理 研究 团队 一 直 保持 着 联系 ”。 维 纳 也 对 计算 机 的 先驱 “哈佛 的 艾 
肯 教 授 、 高 等 研究 院 的 训 : 详 依 曼 教授 、 宾 夕 法 尼 亚 大 学 负责 ENIAC 和 
EDVAC 巨 型 机 的 戈 登 斯 坦 教 授 ” 表 示 了 感谢 。-[La61 

《控制 论 》 的 第 5 章 是 “计算 机 器 和 神经 系统 ”。 维 纳 对 比 了 数字 计算 
机 的 转换 机 制 与 关卡 洛 元 和 匹 次 的 大 脑 模 型 : 





















































众所周知 ， 人 和 动物 神经 系统 能 够 完成 计算 系统 的 工作 。 
神经 系统 的 一 个 显著 特点 是 包含 了 适合 做 继 电 占 的 元 素 ， 这 些 
元 素 称 为 神经 元 或 神经 细胞 。 虽 然 它们 在 电流 的 刺激 下 会 呈现 
复杂 的 特性 ， 但 是 其 普遍 的 生物 特性 都 遵循 “全 或 无 ”的 原则 ， 
即 要 么 处 于 休 乱 的 状态 ， 要 么 当 “ 工 作 ” 的 时 候 经 历 一 系列 变 
化 ， 而 这 些 变化 与 刺激 的 外 部 环境 和 强度 无 关 。- 上 2 


两 章 之 后 ， 维 纳 写 道 : “认识 到 大 脑 和 计算 机 器 实现 之 间 的 共同 点 ， 
可 能 为 精神 病理 学 甚至 是 精神 病 学 的 发 展 提供 新 的 有 效 方法 。”[L381 然 
而 ， 维 纳 并 不 是 一 个 狂热 的 纯 技 术 狂 。 他 也 很 关心 这 个 新 的 科学 技术 对 
人 类 的 影响 。 他 写 了 《人 有 人 的 用 处 : 控制 论 与 社会 》 (The Human 
Use of Human Beings: Cybernetics and Society) ， 作 为 1948 年 《控制 论 》 
的 补充 。 

控制 论 成 为 很 多 领域 的 研究 焦点 ， 这 种 情况 一 直到 了 1951 年 ， 维 纳 
突然 不 加 解释 地 中 断 了 与 麦 卡 洛 元 和 控制 论 研 究 团队 的 联系 。 这 个 研究 
团队 的 人 员 很 大 程度 上 是 因为 麦 卡 洛 元 的 个 人 魅力 而 聚 在 一 起 的 ， 其 中 
包括 匹 次 ， 他 的 博士 论文 是 在 维 纳 的 指导 下 完成 的 。 关 于 他 们 关系 分 裂 
有 几 种 解释 。 一 种 观点 是 麦 卡 洛克 性 格 较为 细腻 ， 而 精神 有 缺陷 的 维 纳 
己 经 无 法 捕捉 麦 卡 洛克 言语 表达 中 的 细微 差别 。 有 些 时 候 ， 维 纳 分 辨 不 
出 麦 卡 洛克 是 在 陈述 一 件 事实 还 是 在 说 一 个 猜想 。-391 另 一 种 观点 是 
维 纳 的 妻子 出 于 嫉妒 心 ， 为 了 维护 丈夫 的 声名 ， 谎 称 麦 卡 洛 克 囊 领 的 团 
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作为 一 门 统一 的 学 科 ， 失 去 了 维 纳 和 考 卡 洛克 联手 的 控制 论 遭 受 了 
很 大 的 损失 。 在 因 这 次 决裂 受到 影响 的 人 当中 ， 匹 次 可 能 受到 的 打击 最 
大 。 他 的 精神 完全 其 反 了， 他 杀手 毁 反 了 自己 的 研究 成 果 和 博士 论文 ， 
开始 了 一 段 漫 长 的 自我 堕落 的 生活 。 “他 不 是 简单 地 醒酒 ， 这 种 人 人 都 
会 的 行为 与 他 这 样 的 高 智商 不 匹配 。 他 在 实验 室 里 自己 合成 了 一 种 类 似 
巴 比 受 类 药物 和 鸦片 的 化 学 物质 ， 伴 着 酒 否 下 去 。”L41] F169 
死 于 慢性 饮酒 过 多 造成 的 食道 静脉 破裂 ， 年 仅 46 岁 。 

即便 维 纳 和 麦 卡 洛 元 之 间 没 有 分 裂 ， 也 不 能 保证 控制 论 会 一 直 发 展 
下 去 。 在 美国 学 术 界 ， 跨 学 科 的 概念 并 没有 市 场 ， 专 业 性 的 研究 才 是 取 
得 成 功 的 钥匙 。 虽 然 有 很 多 复兴 控制 论 的 答 试 ， 但 是 大 多 数 只 是 在 当今 
流行 的 词语 中 加 入 cyber 前 级 的 文字 游戏 而 已 ， 就 像 cyborg (cybernetic 
organism 的 缩写 ， 机 械 人 ) ， 还 有 无 处 不 在 的 cyberspace、cybercafe、 
cyberpunk 和 cybersex。 即 使 是 这 些 以 cyber 为 前 级 的 词 ， 近 年 来 也 逐渐 被 












































e 开 头 的 词 取代 了 。 

索 卡 洛 元 和 匹 获 关于 神经 网 络 数学 模型 的 论文 给 了 冯 : 详 依 曼 很 多 局 
迪 。 冯 : 诺 依 曼 参 与 了 几 个 重大 计算 机 项 目的 设计 工作 ， 包 括 计 算 机 的 
锥 形 EDVAC (Electronic Discrete Variable Automatic Computer, 电子 离 
散 变 量 自动 计算 机 〉 。 在 EDVAC 的 第 一 份 报 告 (1945 年 6 月 30 日 中 ， 
冯 : 诡 依 曼 这 样 描 述 计算 机 的 开关 机 制 : “每 一 台电 子 计算 机 都 包含 了 起 
着 中 继 作 用 的 ;元 素 '"， 这 些 元 素 有 着 耕 干 个 离散 平衡 状态 ， 并 能 保持 在 
某 个 状态 不 变 。”[L421 通过 引用 麦 卡 洛 区 和 匹 菊 的 论文 ， 汉 : 诡 依 受 写 
i8: “值得 一 提 的 是 ， 高 级 动物 的 神经 元 坚 无 疑问 就 是 上 述 意 义 下 的 元 

次 年 ， 冯 : 诺 依 曼 开始 着 手 研究 生物 和 机 器 之 间 的 关系 。 他 用 了 一 个 
希腊 单词 来 表现 生物 体 的 这 种 特性 ， 自动 机 (automaton) . 1441 7E— 
封 写 给 维 纳 的 信 中 ， 冯 : 诺 依 曼 惊叹 于 他 们 直接 研究 大 脑 这 个 自然 界 最 
复杂 的 人 工 自动 机 是 多 么 具有 雄心 壮志 的 一 项 研究 工作 : 


我 们 的 思维 ， 我 指 的 是 你 、 我 和 区 次 的 思维 ， 目 前 为 止 部 
主要 关注 在 神经 系统 上 ， 更 确切 地 说 ， 是 人 类 的 中 枢 神 经 系 
统 。 为 了 搞 清楚 上 自动 机 及 其 普 裔 的 机 制 ， 我 们 选择 了 研究 大 脑 
这 个 普天 之 下 最 难 的 问题 。 事 实 上 ， 如 果 没 有 这 些 大胆 而 艰 兰 
的 研究 工作 ， 现 阶段 的 研究 人 员 ， 至 少 是 我 ， 对 目 动 机 这 个 课 
题 的 认识 就 会 比 现 在 混乱 得 多 。 这 里 ， 我 也 要 指出 ， 图 灵 在 非 
神经 领域 的 研究 也 是 如 此 的 大 胆 卓越 。- 了 [45 


对 汉 : 诺 依 曼 来 说 ， 自 动机 就 是 一 台 有 着 输入 、 输 出 和 中 间 人 处 理 过 程 
的 设备 。1948 年 9 月 ， 他 在 加 州 理工 学 院 的 “行为 的 大 脑 机 制 * 研 讨 会 上 
做 了 报告 。 他 的 演讲 题 为 “自动 机 的 一 般 逻 辑 理 论 ”*"， 包 含 了 很 多 关于 大 
脑 与 1948 年 时 计算 机 在 尺寸 、 速 度 、 转 换 机 制 和 能 源 消 耗 上 的 对 比 。 他 
强调 了 开发 一 种 新 型 逻辑 的 必要 性 ， 并 开始 思考 后 来 成 为 他 主要 课题 兴 
趣 的 问题 : 自 复 制 自 动机 。-461 

维 纳 对 冯 : 诺 依 曼 的 这 个 想法 开玩笑 说 :“ 我 觉得 你 所 说 的 (自动 
机 ) 未 来 能 够 自我 复制 的 能 力 很 有 意思 .……. 看 来 有 机 会 可 以 写 一 个 新 的 
《 金 西 报告 》-L471 (Kinsey report) Y» ".L481. {AX T- 18 Ve 4 SOR, 
目 复制 自动 机 可 不 是 一 个 玩笑 。 他 一 直 在 想 是 否 有 某 种 未 知 的 规律 可 以 
咀 止 一 台 机 器 制造 一 台 它 的 复制 品 。 即 使 生物 不 是 这 样 繁殖 的 (虽然 
DNA 本 和 映 是 自 复 制 的 ) ， 这 样 的 问题 也 折射 出 了 有 趣 的 本 体 论 的 味道 。 

对 上 自动 机 和 图 灵机 的 不 断 研究 诞生 了 几 部 经 典 的 开山 之 作 ， 如 通信 





























理论 的 创始 人 香农 和 人 工 智能 的 先驱 之 一 、 也 是 Lisp 语 言 的 创造 者 约 险 ， 
麦卡锡 合 著 的 《自动 机 研究 》 (Automata Studies) ， 由 普林斯顿 大 学 出 
版 社 在 1956 年 出 版 。 这 本 书包 含 了 冯 : 诺 依 曼 、 克 莱 尼 和 人 工 智 能 先驱 

之 一 的 马 文 . 明 斯 基 的 几 篇 关于 上 自动 机 的 论文 ， 也 包含 了 香农 和 马丁 . 戴 
维 斯 天 于 图 灵机 的 第 一 篇 论文 。 

当 20 世 纪 50 年 代 早 期 冷战 逐渐 升温 的 时 候 ， 维 纳 和 冯 : 话 依 曼 发 现 他 
们 各 目 站 在 了 不 同 的 政治 立场 上 。 维 纳 被 美国 在 日 本 广 品 和 长 崎 投下 的 
两 颗 原 子弹 的 破坏 力 所 震 尺 ， 他 从 此 拒绝 了 从 政府 那里 接受 研究 经 费 ， 
他 的 文章 也 逐渐 聚焦 于 现代 科技 的 使 用 带 来 的 战争 和 和 平等 社会 问题 。 
相反 ， 冷 战 让 冯 : 诺 依 曼 产 生 了 反共 产 主义 的 倾 回 ， 他 成 为 核武 器 的 坚 
定 支持 者 。1955 年 ， 冯 : 诺 依 曼 被 诊断 出 骨 痛 ，1956 年 开始 住院 治疗 ， 
次 年 与 世 长 本 ， 终 年 53 岁 。 冯 : 诺 依 曼 的 癌症 很 可 能 是 他 亲临 原子 弹 试 
验 场 时 受 核 辐射 所 致 。-49] 

冯 : 诺 依 曼 死 后 留 下 了 一 系列 未 完成 的 讲义 ， 这 些 讲义 汇集 成 《计算 
机 和 人 脑 》 (The Computer and the Brain) 一 书 ， 于 1958 年 出 版 。 这 本 
书 虽然 不 尽 人 意 ， 但 它 还 是 给 了 我 们 很 多 冯 : 话 依 曼 可 能 想 表达 什么 内 
容 的 一 些 诱 人 的 暗示。 基于 冯 : 诺 依 曼 那 些 关 于 自动 机 的 未 完成 手稿 ， 
Pw. 巴 元 斯 编辑 并 完成 了 一 本 名 为 《上 自 复制 自动 机 的 理论 》 

(Theory of Self-Reproducing Automata) 的 书 ， 于 1966 年 出 版 。 

在 早期 对 目 复 制 自动 机 的 研究 中 ， 冯 : 诺 依 曼 想 象 机 器 处 在 一 个 拥有 
很 多 备用 零件 的 环境 中 ， 然 后 探讨 这 部 机 器 是 如 何 组 装 产 生 它 们 的 复制 
品 的 。 这 样 的 自动 机 就 是 运动 自动 机 Ckinematic automata) ， 基 本 上 和 
我 们 平常 所 说 的 机 器 人 是 一 个 意思 。 

在 与 他 的 好 友 斯 塔 尼斯 拉夫 :乌拉 姆 〈 一 位 研究 晶体 增长 的 科学 家 ) 
共同 讨论 后 ， 冯 : 诺 依 曼 决 定 先 研究 一 个 较为 简单 的 模型 元 胞 自动 
机 (cellular automata) 。 

元 胞 自动 机 是 对 于 细胞 结构 的 一 个 数学 构造 。 元 胞 自动 机 可 以 以 多 
种 维度 存在 ， 但 是 实际 的 研究 中 基本 上 只 考虑 二 维 网 格 。 每 个 网 格 中 的 
细胞 都 会 受 隔 壁 网 格 中 的 细胞 所 影响 ,念佛 这 些 细 胞 连 在 了 一 个 简单 的 
网 络 中 。 经 过 持续 的 “移动 ?和 “生成 >， 细胞 根据 特定 规则 变化 不 同 的 状 
态 。 元 胞 自动 机 的 简单 规则 经 常会 产生 复杂 的 行为 。 冯 : 话 依 曼 研 究 了 
拥有 29 个 状态 的 元 胞 上 自动 机 ， 并 且 证 明了 这 些 目 动机 可 以 通过 组 装 构成 
一 个 通用 图 灵机 。-501 

元 胞 自动 机 在 20 世 纪 70 年 代 突 然 超脱 了 上 自己 的 学 术 圈 。 英 国 数学 家 
ARS EW ERN “1937 一 ) 设计 了 一 个 他 称 为 “生命 游戏 ”(Game of 
Life) 的 简单 元 胞 自动 机 。 该 自动 机 有 一 个 简单 规则 : 在 一 个 类 似 方 格 












































纸 的 二 维 网 格 上 ， 一 个 细胞 要 么 是 活 的 ( 方 格 被 填充 ) 要 么 是 死 的 ( 方 
格 未 被 填充 ) 。 在 每 一 次 后 继 的 党 入 中 ， 一 个 细胞 根据 它 周 围 临近 的 8 
个 细胞 改变 其 上 自身 的 状态 : 如 果 一 个 活 细 胞 被 2 个 或 者 3 个 活 细 胞 包围 ， 
它 依然 存活 ; 如 果 被 0 个 或 1 个 活 细 胞 包围 ， 它 会 因 孤 独 而 死 掉 ;被 4 个 
或 4 个 以 上 活 细 胞 包围 ， 它 也 会 因 过 上 度 拥 挤 而 死 挥 。 一 个 被 3 个 活 细 胞 包 
的 死 细 胞 则 会 因为 一 种 “神奇 ”的 繁 入 形式 而 成 活 。 

在 《科学 美国 人 》 中 ， 马 丁 .加 德 纳 “ 数 学 游戏 "专栏 中 的 几 个 填充 谜 
题 让 康 威 的 游戏 变 得 流行 起 来 ，L51] 1974 年 ，《 时 代 》 杂 志 抱 她 “价值 
几 百 万 美元 的 计算 机 都 把 时 间 浪 费 在 对 这 种 游戏 持续 增长 的 狂热 中 
了 ”52] 当然 ，1974 年 并 没有 个 人 计算 机 ， 只 有 大 型 机 。 现 在 ， 这 个 
游戏 大 多 是 在 个 人 计算 机 中 运行 了 ， 我 想 《 时 代 》 杂 志 此 时 不 会 再 说 这 
很 狂热 了 吧 。 

虽然 只 有 人 简单 的 规则 ， 但 这 台 上 自动 机 却 能 呈现 出 一 些 非 铝 复杂 的 模 
式 ， 例 如 它 可 以 呈现 出 不 断 繁殖 后 代 的 模式 。 虽 然 看 上 去 不 可 能 ， 但 是 
图 灵机 确实 可 以 通过 这 样 的 元 胞 自动 机 构造 出 来 ， 这 人 台 上 自动 机 是 图 灵 完 
备 的 。_[53] 

男 一 位 对 元 胞 自动 机 的 研究 感 兴趣 的 人 是 德国 工程 师 康 拉 德 : 楚 泽 。 
楚 泽 比 图 灵 早 两 年 零 一 天 出 生 。 当 图 灵 在 写 他 关于 可 计算 数 的 论文 时 ， 
楚 泽 正在 他 父母 柏林 的 公寓 里 制造 计算 机 。 

1969 年 ， 楚 泽 出 版 了 一 本 74 页 的 书 ， 名 为 《计算 空间 》 

(Rechnender Raum) ， 是 “数字 物理 ”领域 最 早 的 一 部 著作 。 数 字 物 理 
是 研究 如 何在 可 计算 的 框架 内 解释 宇宙 运动 法 则 的 学 科 。 

传统 上 ， 物 理 定 律 是 假定 为 连续 的 。 距 离 、 速 度 、 质 量 和 能 量 的 度 
量 似乎 最 适合 用 实数 表示 ， 用 微分 方程 运算 。 但 是 一 些 量 子 理 论 的 观点 
指出 ， 宇 宙 内 在 的 目 然 结构 可 能 是 离散 的 、 数 字 的 。 现 实 世 界 里 自然 界 
的 连续 性 可 能 只 是 一 个 假象 。“ 宇 宙 到 底 是 数字 的 ， 还 是 模拟 的 ， 抑 或 
We AAW? ” 楚 泽 问 道 , “而 提出 这 个 问题 本 身 是 不 是 合理 昵 ? ”[54| 
为 了 从 数字 角度 探索 物理 定律 ， 楚 泽 创 造 了 可 以 被 元 胞 自动 机 运算 
的 “数字 粒子 ”的 概念 。《 计 算 空 间 》 是 用 数字 物理 描述 宇宙 的 一 个 实验 
性 的 尝试， 但 至 无 疑问 ， 它 是 一 个 大 胆 的 创新 。 

初 看 之 下 ， 很 难 把 宇宙 认为 是 一 部 巨型 计算 机 。 如 果 我 们 忽略 相对 
而 言 非常 渺小 的 、 蜗 拓 在 宇宙 中 至少 一 个 星体 上 的 生命 形式 ， 似 平 宇宙 
并 没有 涉及 很 多 可 计算 的 运动 。 那 么 ， 宇 宙 真 的 只 是 有 一 堆 石 头 飞 来 长 
去 的 时 空 吗 ? 

我 们 从 更 宽阔 的 视角 来 看 这 个 问题 。 现 今 的 宇宙 模型 指出 ， 宇 宙 开 
创 于 137 亿 年 前 的 大 爆炸 ， 地 球形 成 于 45 亿 年 前 ， 地 球 上 的 生命 始 于 37 





























亿 年 前 ， 最 早 的 灵 长 类 动物 大 概 出 现在 1 于 万 年 前 ， 而 现代 人 类 大 概 只 
能 追溯 到 2 百 万 年 前 。 显 然 ， 有 一 些 东西 一 直 在 促使 着 这 个 世界 趋向 于 
复杂 。 大 爆炸 后 的 最 初期 ， 宇 宙 是 完全 均匀 的 一 一 一 种 简单 的 象征 ， 然 
后 出 现 较 为 复杂 的 粒子 ， 最 终 原子 、 分 子 开始 形成 发 展 。 这 是 一 个 由 简 
单 到 复杂 的 过 程 ， 大 概 是 基于 相对 简单 的 宇宙 法 则 ， 这 与 元 胞 自动 机 有 
几 分 神似 。 

宇宙 的 计算 模型 一 般 归功 于 通信 理论 的 奠基 人 香农 和 维 纳 对 图 灵机 
的 贡献 。 使 用 焙 度 量 信息 构建 了 通信 学 和 热力 学 之 间 的 桥梁， 这 也 是 过 
去 几 年 一 些 畅销 书 的 主题 。_[55] 例如 ， 麦 克 斯 书 妹 (Maxwell’s 
Demon) ， 这 是 詹姆斯 :元 拉克: 麦克 斯 书 (1831 一 1879) 发 明 的 一 个 假 
想 精 灵 。 用 一 个 隔 板 将 容器 分 成 两 格 ， 这 个 精灵 可 以 操作 隔 板 上 的 一 局 
小 门 ， 使 运动 快 的 分 子 流入 容器 的 一 边 ， 而 让 运动 慢 的 分 子 呆 在 男 一 
边 ， 这 样 炳 就 减少 了 。 这 种 想法 被 证 明 是 不 可 行 的 ， 因 为 这 个 精灵 自身 
(A FP ES EBA o 

Fe ES SEA RA Hy n] APE EY (1911—2008) 把 宇宙 的 存在 形 
式 和 人 类 的 感知 联系 在 了 一 起 。 我 们 在 观察 的 基础 上 问 是 或 否 的 问题 ， 
并 接收 信息 予以 回答 。 对 这 个 过 程 ， 用 惠 勒 著名 的 三 个 词 讲 就 是 “万 物 
源 于 比特 ”(it from bit) : 


“万 物 源 于 比特 ”象征 这 样 一 个 观点 ， 物理 世界 的 万 物 从 根 
本 上 ， 最 根本 上 ， 都 有 非 物 质 的 来 源 和 解释 。 也 就 是 说 ， 我 们 
所 称 的 现实 都 得 于 对 是 否 问题 的 分 析 和 对 仪器 引起 的 响应 的 记 
录 。 简 而 言 之 ， 所 有 具有 物理 实体 的 东西 都 源 于 信息 论 的 范 
WS, MARES I EN. [5l 


虽然 提 出 宇宙 是 由 信息 构建 的 ， 但 是 惠 勒 拒绝 接受 宇宙 是 任何 形式 
的 机 器 的 概念 ， 因 为 它 * 还 得 明确 或 隐 含 地 假设 ， 存 在 超级 计算 机 ， 存 
在 预定 的 计划 方案 ， 存 在 执行 某 工 作 的 设备 ， 存 在 奇迹 的 事件 ， 而 这 囊 
会 让 宇宙 陷入 无 穷 的 种 类 和 无 穷 的 数量 中 *。-57 

另 一 个 相当 不 同 的 观点 来 自 大 卫 : 多 伊 奇 (1953 一 ) ， 他 是 量子 计算 
的 先驱 之 一 。 多 伊 奇 是 “多 宇宙 理论 ”最 为 坚定 的 支持 人 。 多 宇宙 这 个 概 
念 最 早 来 源 于 美国 物理 学 家 休 ' 埃 弗 沫 特 《〈1930 一 1982) 。 我 们 所 认为 
的 波 粒 二 象 性 予 盾 束 是 发 生 关 不同 的 量子 事件 的 多 宇宙 间 互 相干 涉 的 结 
果 。 我 们 所 知 的 这 个 宇宙 只 是 多 宇宙 中 的 一 个 可 能 实例 。 

1997 年 ， 多 伊 奇 出 版 了 《宇宙 的 构造 》。 在 书 中 ， 他 从 四 个 互 有 交 
织 的 部 分 来 解释 宇宙 的 本 质 : 






























































) 维也纳 出 生 的 哲学 家 卡尔 ' 波 普尔 〈1902 一 1994) 所 
刻画 的 认识 论 ; 

) 休 : 埃 弗 莱特 在 量子 物理 框架 下 的 多 宇宙 论 ; 

) 英国 自然 学 家 查尔斯 :达尔 文 〈1909 一 1982) 和 生物 
进化 学 家 理 查 德 : 道 金 斯 (1941 一 ) 描述 的 进化 论 ; 

) 图 灵 开 创 的 计算 理论 。 


当 讨 论 虚 拟 现实 生成 器 时 ， 多 伊 奇 使 用 了 他 称 为 “图 灵 原 则 ”(Turing 
principle) 的 概念 。 一 开始 ， 图 灵 原 则 似乎 是 关于 计算 机 制 的 : “存在 一 
种 理论 上 的 通用 计算 机 ， 它 可 以 模拟 任何 可 能 的 现实 物理 实体 的 行 
为 。” 多 伊 奇 确认 这 种 计算 机 可 以 模拟 一 切 物理 过 程 。 很 快 ， 多 伊 奇 就 
指出 了 这 种 计算 机 的 计算 能 力 就 等 同 于 创造 一 个 虚拟 现实 的 宇宙 。 图 灵 
原则 逐渐 演化 为 一 个 更 强 的 版 本 : “创造 一 个 虚拟 现实 生成 器 ， 它 的 所 
有 指令 包含 了 现实 可 能 具有 的 一 切 环境 ， 这 是 可 能 的 。”[581 显然 ， 这 
也 就 隐 含 了 虚拟 一 个 我 们 生活 的 宇宙 的 可 行 性 。 

MIT 机 械 工程 学 教授 塞 思 . 劳 埃 德 〈1960 一 ) 更 愿意 将 自称 “量子 力 
学 ”的 量子 物理 形容 为 “奇异 ”而 不 是 多 宇宙 的 ， 但 他 也 用 计算 和 信息 论 
的 观点 描述 这 个 宇宙 : “宇宙 大 爆炸 也 是 比特 大 爆炸 。” 劳 埃 德 拒 绝 宇宙 
可 以 用 图 灵机 构建 模型 的 观点 ,，“ 宇 宙 本 质 上 是 量子 机 制 的 ， 传 统 的 数 
字 计 算 机 不 能 模拟 量子 机 制 的 系统 ”。_[59] 这 也 是 他 认为 量子 计算 机 更 
适合 这 种 任务 的 原因 之 一 : 


宇宙 是 一 个 物理 系统 ， 它 可 以 等 效 地 由 量子 计算 机 模拟 ， 
量子 计算 机 在 尺度 上 和 真实 的 宇宙 一 样 大 。 因 为 宇宙 支持 量子 
计算 ， 可 以 等 效 地 被 量子 计算 机 模拟 ， 所 以 宇宙 与 一 部 通用 的 
量子 计算 机 的 能 力 并 无 二 致 …... 从 技术 角度 而 言 ， 对 于 宇宙 是 
个 就 是 一 部 量子 计算 机 这 个 问题 ， 我 们 现在 可 以 给 出 一 个 确定 
的 答案 了 : 是 的 ， 宇 宙 惑 是 一 合 量子 计算 机 。 二 60 


量子 计算 机 的 一 个 特性 是 传统 图 灵机 所 没有 的 : 由 量子 过 程 产生 真 
正 的 随机 数 的 能 力 。 

在 英国 物理 学 家 、 数 学 家 、 著 名 数学 软件 Mathematica 的 创始 人 斯 蒂 
AKKUS (1959 一 〉 的 作品 中 ， 元 胞 自动 机 作为 一 种 宇宙 物理 定 
律 的 模型 ， 再 一 次 出 现在 公众 面前 ， 而 他 于 2002 年 出 版 的 一 本 极 厚 的 、 
雄心 壹 动 而 且 非 常 畅 销 的 书 《 新 科学 》 CA New Kind of Science) 又 将 此 
推 癌 高 潮 。 黎 和 尔 夫 勒 姆 观察 到 元 胞 自动 机 是 如 何 基 于 简单 的 规则 而 党 衍 


























出 非常 复杂 的 模式 的 ， 受 此 局 有 发， 他 将 元 胞 上 自动 机 和 疼 灵 机 的 普 遇 性 联 
系 起 来 ， 以 此 说 明 它 们 都 可 以 对 物理 过 程 建 模 。 添 尔 夫 勒 姆 并 没有 在 他 
的 系统 中 引入 量子 机 制 ， 但 是 他 表示 他 不 需要 引入 量子 机 制 是 因为 “我 
强烈 地 预感 到 ， 我 讨论 到 的 各 类 程序 .…… 最 终 都 会 展示 出 《即使 不 是 全 
部 ， 也 是 大 部 分 ) 量子 理论 的 主要 特征 *。 上 61] 

在 《新 科学 》 中 ， 沃 尔 夫 勒 姆 在 很 多 现实 表现 中 找到 了 计算 的 普遍 
性 ， 他 定义 了 一 种 计算 等 价 性 的 原则 : 


引入 了 一 种 新 的 自然 准则 ， 其 中 没有 任何 其 他 系统 产生 的 
计算 能 比 元 胞 目 动机 和 图 灵机 所 做 的 计算 更 复杂 .…… 那 么 ， 我 
们 大 脑 中 所 进行 的 抽象 计算 又 是 什么 呢 ? 它们 更 复杂 吗 ? 答案 
应 该 是 否定 的 ， 至 少 当 我 们 想 知道 确切 的 结 末 ， 而 非 泛 泛 空 想 
时 是 如 此 。 如 果 一 个 计算 要 被 显 式 执行 ， 那 么 它 一 定 最 终 会 被 
实现 为 一 个 物理 过 程 ， 因 此 它 必然 会 受到 其 他 类 似 物理 过 程 所 
受到 的 限制 。 二 62] 


一 旦 我 们 相信 宇宙 中 所 有 的 形态 都 是 可 以 计算 的 (不 管 是 通过 传统 
的 数字 计算 机 还 是 量子 计算 机 ) ， 那 么 万 事 万 物 就 要 遵守 这 样 的 准则 。 
例如 ， 生 命 就 是 可 计算 宇宙 的 一 部 分 ， 生 命 里 最 神秘 的 形式 一 一 人 类 的 
思维 也 是 一 样 。 

很 多 世纪 以 来 ， 哲 学 家 、 生 物 学 家 、 精 神学 家 ， 甚 至 是 平民 百姓 都 
一 直 在 妃 寻 思维 的 本 质 。 我 们 经 种 认 为 ， 我 们 有 身体 的 大 部 分 机 能 都 是 各 
种 器 官 中 一 系列 物理 和 化 学 过 程 的 机 械 结果 ， 我 们 还 没有 将 人 类 思维 归 
为 此 类 。 我 们 感受 到 的 思维 是 如 此 地 特别 。 大 脑 显 然 和 思维 有 一 定 程 度 
的 关系 ， 但 是 ， 我 们 同样 认为 大 脑 并 不 等 同 于 思维 的 全 部 。 

在 西方 文化 里 ， 这 种 思想 通常 称 为 “意识 /肉体 二 元 论 ”"， 并 且 通 常 和 
HA- FJL (1596—1650) ， 尤 其 是 他 的 《形而上学 的 沉思 》 

(1641) 联系 在 一 起 。 科 卡 儿 相信 ， 我 们 映 体 的 大 部 分 占 官 《和 所 有 我 
们 称 之 为 低 等 动物 一 样 ) 都 像 机 器 一 样 ， 但 是 思维 不 一 样 。 

20 世 纪 40 年 代 ， 二 元 论 遭 受 重大 打击 。 对 于 神经 学 家 和 计算 机 科学 
家 迈克 尔 - 阿 尔 贝 勃 而 言 ， 麦 卡 洛 元 和 [ 罗 次 已 经 在 1943 年 的 论文 中 解决 
了 神经 元 计算 的 问题 。 大 脑 天 然 有 着 适合 进行 计算 的 结构 ， 因 此 麦 卡 洛 
元 和 区 次 “展示 了 所 有 可 设想 的 有 穷 计 算 都 可 以 被 神经 网 络 计 算出 来 。 
他 们 否定 了 二 元 论 ”。-63] 

几 年 后 ， 哲 学 家 吉尔 伯 特 : 赖 尔 〈1900 一 1976) 在 他 的 著作 《 心 的 概 
4) (The Concept of Mind, 1949) 中 建立 了 一 个 很 强 的 事实 ， 狠 狠 择 





























击 了 二 元 论 ， 这 个 事实 里 并 没有 引用 麦 卡 洛 元 和 区 次 的 论文 。 今 天， 二 
元 论 早已 黯然 失色 。 大 多 数 研 究 思维 的 科学 家 们 (包括 哲学 家 、 神 经 学 
ZO 都 默认 了 思维 仅仅 是 人 体 物 理 过 程 ， 尤 其 是 神经 系统 和 大 脑 物理 运 
作 的 一 种 表现 。 

在 二 元 论 渐 渐 被 否定 的 同时 ， 我 们 对 计算 和 算法 的 认识 也 在 不 停 地 
增长 ， 这 并 不 那么 让 人 吃惊 。 构 想 中 的 图 灵机 作为 人 类 计算 机 的 模型 ， 
可 以 执行 被 精确 定义 的 算法 任务 ， 所 以 从 上 自动 计算 这 一 门 学 科 诞 生 开 
始 ， 机 器 和 大 脑 之 间 的 联系 就 受到 关注 。 同 样 不 那么 让 人 吃惊 的 是 最 早 
研究 人 工 智能 概念 的 人 中 就 有 阿兰 :图 灵 本 人 。 他 在 其 1950 年 最 著名 的 
论文 《计算 机 与 智能 》 中 ， 发 明了 今天 称 为 “图 灵 测 试 ”的 测验 。 

一 旦 二 元 论 被 抛弃 ， 思 维 就 必然 被 看 作 是 大 脑 物 理 活动 〈 协 同 身 体 
的 其 他 部 分 ) 的 一 种 上 自然 表现 ， 而 不 是 什么 超自然 的 东西 。 虽 然 我 们 在 
情感 上 有 一 丝 排 斥 ， 但 是 结论 是 昭然 的 : 首先 ， 思 维 在 能 力 和 局 限 上 等 
IS ARAL; 其 次 ， 理 论 上 完全 可 能 制造 人 工 的 思维 。 

就 像 美国 哲学 家 丹尼尔 : 丹 尼 特 (1942 一 ) 说 的 : “阿兰 .图 灵 做 出 了 
基础 性 的 开创 ， 让 我 们 得 以 将 康德 曾经 提出 的 问题 : 怎么 可 能 存在 思 
维 ， 转 换 成 一 个 工程 性 的 问题 : 怎么 才能 制造 出 思维 。”[641] 

图 灵 测 试 最 让 我 们 困扰 的 ， 同 样 也 是 大 脑 是 计算 机 这 种 见解 带 来 的 
困扰 ， 是 以 第 一 人 称 一 直 在 我 们 脑袋 里 喉 喉 不 体 的 “ 意 
iR" (consciousness) 。 意 识 让 我 们 感到 主观 上 的 目 主 性 和 信仰 的 自由 。 

不 过 意识 是 难以 捉摸 、 阴 晴 不 定 的 。 我 们 大 多 数 人 都 会 宣称 目 己 在 
每 天 清醒 的 时 候 都 会 在 心中 自 言 自 语 ， 这 让 我 们 感到 意识 的 存在 ; 但 当 
自 言 目 语 消失 的 时 候 ， 意 识 就 是 透明 的 。 大 多 数 人 与 人 交流 的 时 候 ， 都 
假定 对 方 有 着 和 我 们 一 样 类 似 的 意识 ， 但 我 们 并 不 确定 ， 也 不 知道 如 何 
才能 让 对 方 意识 到 我 们 自己 的 意识 的 存在 。 

判断 我 们 的 大 脑 如 何 产 生 目 我 意识 ， 是 澳大利亚 哲学 家 大 卫 : 查 默 斯 

(1966— ) 所 谓 的 意识 的 “ 难 问 题 "?， 而 判断 大 脑 如 何 与 感知 器 官 进 行 信 
号 的 输入 输出 ， 是 相 比 而 言 较 为 简单 的 问题 。 

图 灵 测 试 〈《 让 人 类 测试 者 觉得 对 方 像 人 类 一 样 聪明 ) 隐 售 着 一 种 行 
为 主义 的 观点 ， 即 不 必 了 解 个 体内 部 是 如 何 运 作 的 束 能 将 其 归 入 或 排除 
出 “智能 ”的 类 别 。 我 们 谈论 的 是 一 种 “ 黑 盒 ”测试 。 这 也 是 我 们 如 何 与 其 
他 人 交流 的 方式 ， 因 为 我 们 不 能 证 明 其 他 人 也 是 有 意识 的 。 即 便 我 们 不 
能 分 辨 人 与 机 器 ， 也 非常 希望 能 够 分 辨 机 器 和 我 们 目 己 。 

我 们 所 知 的 计算 机 只 不 过 是 一 部 遵守 一 套 规则 的 机 器 。 它 们 不 像 人 
类 知道 自己 做 的 是 什么 。 在 这 个 方面 ， 美 国 哲 学 家 约 鞭 : 塞 尔 〈(1932 
一 ) 做 了 一 个 著名 的 思想 实验 ， 也 称 为 “汉语 房间 ”。 回 一 个 不 懂 汉 语 的 






































人 提问 ， 他 有 一 本 能 让 他 给 出 合理 答案 的 书 ， 那 么 这 个 人 可 以 通过 汉语 
图 灵 测 试 ， 虽 然 他 完全 不 懂 问 题 或 答案 的 意思 。-65] 

最 大 的 问题 是 电脑 只 懂得 语法 ， 而 人 类 还 懂得 语义 。 在 赛 尔 看 来 ， 
这 说 明了 数字 计算 机 【不管 它 会 变 得 有 多 复杂 永远 不 能 像 人 类 一 样 理 
解 它们 正在 做 什么 。 

英国 数学 物理 学 家 罗 杰 : 彭 罗斯 (1931 一 ) 同样 确信 ， 思 维 不 仅仅 是 
一 个 计算 融 官 的 产物 。 在 他 1989 年 的 《 星 帝 新 脑 》 和 1994 年 的 《思维 的 
影子 》 中 ， 有 尺 罗 斯 断言 意识 超出 了 计算 的 范畴 。 他 猜测 在 大 脑 运行 的 是 
一 种 量子 过 程 ， 这 种 量子 过 程 不 是 算法 式 的 ， 超 出 了 图 灵机 的 计算 能 
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理解 哥 德 尔 推导 出 的 那些 正确 却 不 能 证 明 的 命题 ， 但 是 任何 计算 都 无 法 
证 明 它 ， 因 为 它 并 不 是 从 公理 衍生 出 的 。 这 不 是 一 个 新 的 发 现 ， 早 在 
1958 年 的 《 哥 德 尔 证 明 》 《纽约 大 学 出 版 社 ) 中 ， 欧 内 斯 特 : 内 格 尔 和 
和 詹 姆 士 :纽曼 在 哥 德 尔 的 定理 中 找到 了 类 似 的 对 机 器 智能 的 反驳 ， 同 样 
有 类 似 发 现 的 还 有 哲学 家 约 验 ' 卢 卡 斯 〈1929 一 ) 在 其 1961 年 著名 的 论 
文 《 心 灵 、 机 器 与 哥 德 尔 》-[66] 中 。 这 些 论 据 都 显示 了 ， 虽 然 机 器 能 
够 容易 地 计算 公理 系统 内 的 数学 ， 但 不 能 运行 元 数学 ， 因 为 这 需要 对 公 
理 系统 之 外 有 所 理解 。 

丹尼尔 : 丹 尼 特 也 许 是 将 哲学 家 的 深思 熟 虑 和 科学 家 的 实证 主义 结合 
得 最 好 的 人 之 一 ， 他 在 《意识 的 解释 》 (1991) 等 一 些 精彩 的 书 中 ， 对 
思维 有 着 不 同 的 描述 。 丹 尼 特 吸收 了 可 计算 性 的 概念 ， 并 将 其 融合 到 对 
进化 和 现代 神经 前 沿 研 究 成 果 的 理解 当中 。 他 眼中 的 大 脑 和 思维 并 不 是 
像 图 灵机 一 样 的 媒介 : 大 脑 是 神经 系统 的 一 部 分 ， 也 是 身体 的 一 部 分 ， 
不 能 隔离 地 讨论 大 脑 。 大 脑 中 有 一 点 兴奋 的 想法 ， 心 跳 会 加 快 ， 以 便 让 
更 多 的 氧气 进入 大 脑 。 很 多 药物 可 以 影响 大 脑 。 大 脑 从 眼 鼻 耳 等 其 他 器 
官 中 持续 接受 大 量 的 刺激 ， 不 断 地 通过 身体 与 这 个 现实 世界 交流 。 

大 脑 不 是 一 个 线性 处 理 系统 ， 它 是 大 规模 并 行 分 散 系 统 ， 没 有 像 “ 笠 
卡 儿 剧场 *( 丹 尼 特 谈 谐 地 将 笛 卡 儿 的 “意识 的 中 心 * 称 为 “ 笛 卡 儿 剧 
Jy”) 那样 有 中 心 作 用 的 区 域 。 丹 尼 特 的 大 脑 模型 是 由 思维 的 ”很 多 草 
图 ”构成 的 ， 包 含 了 感官 输入 、 视 觉 数 据 、 语 言 等 不 完整 的 文 离 破碎 的 
部 分 。 如 果 大 脑 是 一 台 计 算 机 ， 那 么 这 也 不 是 一 台 可 以 由 正常 工程 师 设 
计 出 来 的 计算 机 ! 因为 它 里 面 一 定 是 混乱 的 。 

进一步 讲 ， 我 们 所 认为 的 意识 其 实 是 在 这 种 并 行 结构 之 上 的 一 系列 
活动 。 丹 尼 特 提出 : 





























假定 人 类 的 意识 : (1) 所 具有 的 创新 力 是 不 能 被 硬 编 码 在 机 
ae PA; (2) 是 早期 经 过 人 类 文明 训练 的 产物 ，(3) 能 否 成 功 建 
并 取决 于 大 脑 的 可 塑性 中 无 数 的 细微 设置 ， 也 就 是 说 ， 意 识 最 
重要 的 特征 对 于 神经 解放 学 来 说 很 可 能 是 无 法 训 析 出 来 的 ， 尽 
管 它 们 起 了 非凡 的 作用 。-Le7l 


至 少 在 某 种 意义 上 ， 意 识 会 和 上 自己 “说 话 ”， 而 这 就 需要 文明 的 产物 
语言 的 文 持 。 

显然 设计 一 台 能 模仿 人 类 思维 的 计算 机 是 没有 意义 的 ， 这 需要 输入 
很 多 的 数据 ， 而 且 如 果 没 有 多 年 的 训练 和 积累 的 经 验 ， 效 果 也 不 会 好 。 
不 过 ， 理 论 上 是 否 可 以 制造 一 台 机 器 可 以 通过 无 限制 图 灵 测 试 呢 ? GH 
尼 特 认为 无 限制 图 灵 测 试 是 很 难 但 很 公平 的 测试 ) 这 样 的 机 器 有 意识 
吗 ? 丹 尼 特 认为 这 两 个 问题 的 答案 都 是 肯定 的 。 

不 管 你 更 倾 癌 于 大 脑 是 以 什么 样 的 机 理 进 行 工 作 的 ， 一 个 令 人 胆寒 
的 隐 含 结论 是 ， 机 械 运 作 的 结果 决定 了 我 们 的 决定 ， 而 不 是 其 他 东西 。 
那么 我 们 所 认为 的 自由 意识 Cree will) 又 是 怎么 一 回 事 呢 ? 

自由 意识 在 机 械 化 运转 的 宇宙 中 消失 了 ， 这 一 看 法 早 就 暗含 在 了 诀 
定 宇 宙 每 个 粒子 运动 的 严格 的 确定 性 法 则 中 。 皮 埃 尔 上 西蒙 - 拉 普 拉 斯 
(1749 一 1827) 在 他 的 《概率 论 》 (Essai Philosophique sur les 
Probabilites, 1814) 中 写 道 ; 


如 果 一 个 智能 体 理解 人 委 一 时 刻 所 有 激发 自然 运动 的 力 和 组 
成 宇宙 的 万 事 万 物 的 各 目 状 态 ， 假 如 它 能 够 在 很 宽广 的 空间 分 
析 这 些 数据 ， 那 么 对 于 大 到 宇宙 中 的 最 大 星体 ， 小 到 最 轻 的 原 
子 ， 它 对 宇宙 万 事 万 物 的 运动 的 计算 都 会 包含 在 一 个 公式 中 。 
对 于 它 而 言 ， 没 有 什么 事情 是 不 确定 的 。 未 来 就 像 过 去 一 样 ， 
呈现 在 它 眼前 。-[68] 





















































这 个 观点 通常 称 为 拉 普 拉 斯 寻 CLaplace' s Demon) 。 我 们 很 难 避 免 
这 一 推理 : 在 大 爆炸 之 后 ， 宇 宙 中 每 个 原子 (包括 组 成 大 脑 中 细胞 的 那 
些 ) 的 运动 就 按照 一 种 已 经 确定 的 模式 固定 下 来 。 

当然 ， 拉 普 拉 斯 妖 并 不 真 的 存在 。 为 了 跟 踩 宇宙 中 每 个 粒子 的 运 
动 ， 必 须 用 一 台 比 宇宙 自 喘 还 大 的 计算 机 存储 数据 。 海 森 堡 测 不 准 原 理 
告诉 我 们 ， 基 础 粒子 的 位 置 和 时 间 不 能 同时 确定 。 在 数学 上 ， 把 研究 这 
些 原子 伴 撞 结果 的 问题 归 类 为 “多 体 问 题 ”(many-body problem) ， 而 即 
使 是 3 体 问 题 的 计算 承 足 够 让 人 头疼 的 了 。 





如 有 果 宇 宙 确 实 是 一 台 图 灵机 ， 即 使 我 们 知道 当前 的 “完全 格局 ”以 及 
这 个 机 器 有 具有 的 所 有 格局 ， 还 是 不 能 够 预测 它 未 来 的 走向 ， 除 非 真正 
地 “ 跑 ” 一 裔 “程序 ” 

不 确定 性 是 自由 意识 的 基础 。 窜 思 . 劳 埃 德 指 出 ， 


停机 问题 不 仅 适 用 于 传统 的 数字 计算 机 ， 也 适合 于 能 进行 
数字 逻辑 运算 的 系统 。 因 为 粒子 碰撞 本 质 上 进行 的 是 数字 逻辑 
的 计算 ， 所 以 它们 的 未 来 是 不 可 计算 的 .…….. 我 们 面临 抉择 的 时 
候 所 感知 的 主观 随意 性 就 类 似 俘 机 问题 : 一旦 我 们 脑 中 有 一 些 
想法 ， 我 们 并 不 知道 它 会 引领 我 们 走 辐 何方 。 即 使 它 确实 引领 
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大 卫 : 多 伊 奇 仔细 考 碟 了 大 脑 是 “经 典 ” 的 非 量子 计算 机 ， 而 不 是 量子 
计算 机 的 可 能 性 : 


都 说 大 脑 可 能 是 一 台 量 子 计算 机 ， 而 且 直 党 、 意 识 和 我 们 
解决 问题 的 能 力 都 基于 量子 计算 。 这 可 能 是 正确 的 ， 但 是 我 没 
有 看 到 任何 证 据 或 任何 让 人 信服 的 论据 ， 证 明 这 是 正确 的 。 我 
的 看 法 是 ， 大 脑 如 果 被 认为 是 计算 机 ， 那 么 它 是 一 台 “ 经 典 ” 的 
计算 机 。-[zol 


然后 他 承认 ,“ 图 灵 对 于 计算 的 解释 ， 即 使 是 从 原理 上 ， 也 似乎 仅仅 
给 从 物理 角度 进一步 探索 诸如 意识 和 自由 意识 等 精神 属性 留 下 了 很 小 的 
空间 ?”。 记 住 ， 在 量子 物理 的 多 宇宙 理论 里 ， 世 界 是 不 断 分 裂 的， 在 一 
个 世界 里 你 可 以 选择 做 这 件 事 ， 而 在 为 一 个 世界 里 你 也 可 以 选择 做 为 一 
件 事 。 如 果 这 都 不 是 目 由 意识 ， 那 么 什么 才 是 呢 ? 多 伊 奇 总 结 道 : "E 
灵 对 于 计算 的 概念 似乎 与 人 类 的 价值 观 不 太 相关 ， 在 多 宇宙 的 框架 下 理 
解 这 些 ， 对 于 我 们 认识 人 类 主观 意识 等 精神 属性 并 没有 阻碍 。” 了 L711 

斯 带 苍 ' 沃 尔 夫 勒 姆 在 研究 元 胞 自动 机 表现 出 的 复杂 结构 时 ， 他 试图 
寻找 预测 结果 的 方法 ， 或 者 至 少 能 够 找到 可 以 减 小 党 衍 代数 而 保持 结果 
不 变 的 捷径 。 但 是 他 不 能 ，” 完 全 无 法 预测 系统 将 会 如 何 表 现 ， 除 非 像 
系统 自身 进化 的 过 程 那样 一 步 一 步 地 计算 ..….... 对 于 很 多 系统 ， 根 本 无 法 
进行 系统 性 的 预测 ， 也 没有 普遍 意义 上 的 进化 捷径 .….….” 不 可 能 进行 有 
效 预测 这 一 事实 给 了 系统 以 行使 自由 意识 的 目 由 ， 添 尔 夫 勒 姆 其 全 还 给 
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这 也 算是 一 种 奈 厌 了 了。 即使 宇宙 和 大 脑 像 元 胞 自动 机 和 疼 灵 机 一 
样 ， 都 是 以 一 套 简 单 的 规则 为 基础 ， 并 繁衍 出 复杂 的 结构 ， 我 们 依然 无 
法 基于 这 些 规则 预测 未 来 。 在 我 们 运行 到 属于 未 来 的 那 一 行 代码 前 ， 它 
并 不 存在 。 

就 像 在 《 回 到 未 来 》 三 部 曲 1 了 23 的 结尾 中 ， 布 明博 士 对 麦克 弗 业 和 
由 元 说 的 那样 :;“ 这 说 明 你 们 的 未 来 还 未 书写 ， 每 个 人 的 未 来 都 还 未 书 
写 。 你 们 的 未 来 取决 于 你 们 如 何 打造 它 。 所 以 你 们 三 人 要 好 好 把 握 。” 
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逻辑 系统 是 否 可 证 。 然 而 ， 这 之 后 很 人 人， 最 初 的 判定 性 问题 依然 没有 人 解 
决 。 这 就 是 著名 的 希 尔 伯 特 第 10 问 题 ， 它 是 大 卫 : 希 尔 伯 特 于 1900 年 在 
巴黎 国际 数学 大 会 的 演讲 中 提出 的 20 世 纪 数 学 家 面临 的 最 重要 数学 问题 
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给 定 一 个 包含 任意 个 未 知 数 的 有 理 整 系数 不 定 方程 ， 试 推 
导 一 个 过 程 ， 通 过 有 限 步 运算 判定 该 方程 是 否 存在 有 理 整 数 
fife. LiL 


公元 3 世纪 ， 亚 历 山大 数学 家 于 看 图 在 他 的 《算术 》 中 所 提 到 的 代数 
问题 ， 痢 可 以 用 一 些 整 系数 多 变量 多 项 式 来 描述 。 项 尔 伯 特 的 第 10 问 题 
束 是 要 求 一 个 通用 过 程 来 判定 菜 个 特定 的 丢 番 图 方程 是 否 有 整数 解 。 

诚然 ， 在 哥 德 尔 的 不 完备 性 定理 以 及 抒 奇 和 图 灵 的 不 可 判定 结 宁 诞 
生 以 后 ， 很 少 有 数学 家 还 期 望 有 人 能 达成 希 尔 伯 特 的 愿望 , “设计 一 个 
过 程 ”来 判定 丢 番 图 方程 的 可 解 性 。 很 多 人 其 实 期 望 的 是 一 种 相反 的 结 
Aa 不 可 能 有 这 种 通用 过 程 的 证 明 。 

很 多 数学 家 深 深 着 迷 于 希 尔 伯 特 的 第 10 问 题 ， 其 中 有 一 个 人 ， 她 将 
目 己 整个 职业 生涯 都 投入 到 了 人 退 寻 第 10 问 题 不 可 解 的 证 明 中 。 这 个 人 就 
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我 想 我 天 生 就 襄 欢 研究 自然 数 。 对 我 来 说 ， 它 们 束 是 实 实 
在 在 的 事物 。 我 们 可 以 想象 与 我 们 现在 授 然 不 同 的 化 学 或 生物 
学 科 ， 但 是 无 法 想象 另 一 个 跟 现 在 不 同 的 数字 数学 。 在 任 一 宇 
宙 中 ， 数 字 的 定理 都 是 通用 的 。- 了 2 


朱 和 莉 亚 :罗宾逊 于 1919 年 出 生 在 圣路易斯 州 ， 原 名 朱 和 莉 亚 ' 鲍 有 曼 。 她 有 
一 个 大 她 2 妈 的 姐姐 康 斯 坦 斯 。 当 朱 和 莉 亚 :罗宾逊 2 岁 的 时 候 ， 她 的 妈妈 
去 世 了 ， 她 们 搬 到 了 凤凰 城 附 近 的 祖母 家 里 ， 后 来 义气 到 了 圣 友 支 湾 附 
近 的 洛 马 师 ， 与 父 杀 及 继母 一 起 住 。 

朱 莉 亚 9 岁 的 时 候 ， 得 了 猩红热 ， 然 后 又 是 风湿 热 ， 因 此 休学 了 2 
年 。 为 了 帮 她 赶 上 学 业 进 度 ， 父 母 聘请 了 家 教 ， 让 朱 莉 亚 在 一 年 内 补习 
了 从 5 年 级 到 8 年 级 的 功课 。 
































有 一 天 她 告诉 我 ， 无 法 将 2 的 平方 根 计算 到 小 数 点 后 的 茶 一 
位 起 开始 循环 。 她 知道 ， 这 已 是 证 明 过 的 ， 虽 然 她 不 知道 是 如 
何 证 明 的 。 我 不 明白 这 是 怎么 证 明 的 ， 所 以 回 到 家 ， 利 用 新 学 
到 的 一 些 开平 方 的 技巧 试图 自己 证 明 它 ， 但 是 到 那天 下 午 最终 
XF T. B1 
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续 逃 离 哥 廷 根 和 其 他 德国 高 等 学 府 。 朱 莉 亚 童年 时 的 疾病 让 她 变 得 害 
闭 、 安 静 、 自 措 ， 但 也 造就 了 她 独自 工作 时 的 耐心 和 坚 谢 。 

上 到 高 年 级 的 时 候 ， 她 成 了 班 上 唯一 既 选 修 物 理 又 选修 数学 的 女 
生 ， 而 且 这 些 科 目 她 都 能 获得 好 成 绩 。 她 收 到 的 高 中 毕业 礼物 是 一 把 计 
算 尺 。1936 年 秋 ， 未 满 17 岁 的 朱 莉 亚 去 了 圣迭戈 大 学 〈 现 更 名 为 圣迭戈 
州立 大 学 ) ， 主 修 数 学 。 那 时 ， 她 的 学 费 是 每 学 期 12 美 元 。 朱 莉 亚 希望 
自己 将 来 成 为 一 名 教师 , “ 那 时 我 没 想 过 要 当 数 学 家 〈 数 学 家 毕竟 和 数 
学 教师 完全 不 同 ) ”。-_L4J_ 

1937 年 ，Simon & Schuster 公 司 出 版 了 一 本 非常 有 名 的 书 《 数 学 精 
X) (Men of Mathematics) ， 作 者 是 数学 家 E.T. 贝尔 〈1883 一 
19600 。 读 了 这 本 书 ， 朱 者 亚 才 知道 数学 家 是 什么 ， 他 们 真正 做 的 是 什 
么 。 昌 然 这 本 书 在 历史 和 人 物 个 性 方面 有 虚构 的 成 分 ， 但 是 给 了 朱 莉 亚 
从 未 有 过 的 鼓舞 ， 束 和 像 此 后 它 给 其 他 很 多 同样 处 于 豆 苞 年 华 的 数学 家 带 
来 的 一 样 。 

1939 年 ， 朱 莉 亚 离开 了 圣迭戈 州立 大 学 ， 去 了 加 州 大 学 伯克利 分 
校 。 当 时 伯克利 正在 筹建 一 个 强大 的 数学 系 。 在 第 一 学 年 ， 她 的 数论 老 
师 是 拉 斐 尔 .罗宾逊 ， 仅 大 她 8 岁 。 “第 二 学 期 ， 我 们 仅 有 4 名 学 生 ， 同 
样 ， 我 是 唯一 的 女生 。 拉 斐 尔 让 我 陪 他 散步 ..…. 在 一 次 清晨 散步 的 路 
上 ， 他 向 我 介绍 了 哥 德 尔 的 研究 成 果 。”[5] 

也 许 他 们 还 谈论 了 很 多 其 他 理论 。1941 年 ， 拉 斐 尔 :罗宾逊 和 朱 莉 亚 : 
鲍 曼 结婚 了 。 由 于 有 避免 裙带 关系 的 规定 ， 因 而 朱 莉 亚 不 能 在 伯克利 的 
数学 系 任教 ， 虽 然 她 已 经 在 统计 系 得 到 了 助教 一 职 。“〈 当 她 申请 这 份 工 
作 时 ， 人 事 部 门 问 她 每 天 都 做 什么 。 她 写 道 : “星期 一 一 一 证 明 命题 ， 
星期 二 一 一 证 明 命 题 ， 星 期 三 一 一 证 明 命 题 ， 星 期 四 一 一 证 明 命 题 ， 星 
期 五 一 命题 是 错 的 。”[6] 

虽然 拉 斐 尔 和 朱 和 莉 亚 都 想 要 个 孩子 ， 但 是 朱 莉 亚 的 童年 疾病 让 她 的 
内 心 变 得 十 分 脆弱 。 她 有 过 一 次 流产 ， 医 生 强 烈 建议 她 打消 要 孩子 的 念 
eee © ale 
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学 。 他 和 朱 莉 亚 上 了 由 印 奇 主讲 的 课程 ， 还 在 纪念 普林斯顿 大 学 二 百 周 
年 期 间 听 了 哥 德 尔 关 于 数学 基础 的 课 。 

回 到 伯克利 后 ， 朱 莉 亚 在 著名 的 波兰 裔 犹太 逻辑 学 家 阿尔 弗 雷 德 . 塔 
We (1902—1983) 指导 下 攻读 博士 ， 并 在 1948 年 拿 到 了 博士 学 位 。 就 
是 在 那 时 ， 她 的 博士 论文 揭示 了 “她 的 主要 学 术 兴 趣 在 逻辑 学 和 数论 交 
ZB". L81 

1948 年 ， 塔 斯 基 让 她 研究 一 个 问题 ， 这 个 问题 牵涉 到 另 一 个 问题 ， 
而 这 就 是 决定 了 她 作为 数学 家 的 职业 生涯 的 希 尔 伯 特 第 10 问 题 。 

就 像 大 多 数 数学 家 一 样 ， 朱 莉 亚 并 没 指望 第 10 问 题 存 在 令 希 尔 伯 特 
满意 的 解 。 在 第 一 篇 关于 丢 番 图 方程 的 论文 [91 中 ， 她 写 道 : 


鉴于 针对 很 多 经 典 的 带 一 个 未 知 数 的 丢 番 图 方程 ， 还 没有 
有 效 的 方法 判定 其 对 于 任意 参数 值 的 可 解 性 ， 因 而 很 可 能 不 存 
在 一 个 判定 过 程 。 例 如 ， 还 没有 方法 判定 以 下 丢 番 图 方程 是 否 
可 解 ; 








x2 + ay? = s¢, x 2-ay2 = P, 


〈《 早 在 中 世纪 ， 阿 拉 伯 人 就 研究 过 这 个 丢 番 图 方程 。) 


一 些 数 学 家 倾向 于 迁 回 解决 丢 盔 图 方程 。 他 们 定义 了 于 看 图 集合 ， 
集合 包含 了 东 一 特定 丢 番 图 方程 的 所 有 解 。 例 如 ， 在 下 面 的 于 看 图 方程 
中 ， 所 有 偶数 的 集合 就 是 该 方程 所 有 整数 解 x 的 集合 : 





X—2y=0 


这 个 方程 有 2 个 变量 ,但 是 丢 番 图 集合 只 由 x 的 取 值 构 成 。 如 果 x 和 y 
都 是 整数 ， 那 么 x 一 定 是 偶数 。 

对 于 含有 多 变量 的 丢 番 图 方程 ， 可 以 定义 一 个 丢 番 图 关系 
(Diophantine relation) 。 例 如 ， 假 设 你 想 表 达 x 比 y 小 这 一 关系 ， 满 足 这 
个 关系 的 x 和 y 的 取 值 就 是 下 面 丢 番 图 方程 的 解 : 








x-y+z+1=0 


朱 莉 亚 的 论文 并 没有 证 明 这 些 集合 与 关系 就 是 所 谓 的 丢 番 图 集合 与 
丢 番 图 关系 ， 但 她 指出 这 些 集合 和 关系 可 以 用 指数 来 定义 ， 也 就 是 xy， 
其 中 x 和 y 都 是 变量 。 

将 指数 引入 丢 番 图 方程 的 讨论 中 一 开始 看 上 去 并 不 相关 。 丢 番 图 方 
程 中 不 允许 指数 出 现 。 丢 番 图 方程 可 以 包含 变量 的 整数 次 究 ， 但 是 不 能 














fA ARTE NAS TE CR 

不 过 ， 这 篇 论文 指出 指数 是 一 个 很 重要 的 关系 ， 因 为 二 项 式 系数 、 
阶乘 函数 和 素数 集合 部 可 以 用 指数 来 定义 。 指 数 关系 有 没有 可 能 束 是 于 
番 图 关系 ， 因 为 它 可 以 定义 为 丢 番 图 关系 ? 答案 并 不 肯定 ， 但 是 朱 和 莉 亚 
的 论文 还 证 明了 ， 指 数 可 以 用 任何 一 个 有 着 近似 指数 级 增长 的 丢 番 图 关 
系 来 定义 。 昌 然 目 前 还 未 发 现 这 样 的 丢 番 图 关系 ， 但 她 说 “非常 有 可 
fe” Lol 存在 这 样 的 丢 番 图 关系 。 

严格 来 说 ， 费 马 的 最 后 定理 〈 也 称 费 马 大 定理 ) Hre- TEER 
方程 : 











xn + yn = zn 


费 马 定理 声称 这 个 方程 在 n 大 于 2 时 没有 整数 解 ， 也 就 是 说 ，n 在 这 里 
被 视 为 变量 。 将 n 蔡 换 成 任意 一 个 大 于 2 的 整数 ， 这 个 方程 就 变 成 了 一 个 
寺 番 图 方程 。 如 果 指 数 关 系 确 实 是 一 种 丢 番 图 关系 ， 那 么 费 马 的 这 个 方 
程 就 成 为 一 个 标准 的 丢 番 图 方程 ， 虽 然 它 比 一 般 形式 更 为 复杂 。 

朱 莉 亚 的 论文 发 表 在 1950 年 的 国际 数学 家 大 会 上 。 那 届 大 会 在 哈佛 
召开 ， 也 是 在 那里 ， 朱 莉 亚 第 一 次 遇见 了 马丁 : 戴 维 斯 。 

马丁 : 戴 维 斯 早 在 纽约 城市 学 院 读本 科 的 时 候 ， 融 为 希 尔 伯 特 的 第 10 
问题 所 着 迷 。 纽 约 城市 学 院 数学 系 的 教授 埃 米 尔 : 波 斯 特写 过 一 句 话 ， 
大 意 是 第 10 问 题 “ 正 乞求 人 们 证 明 它 是 不 可 解 的 "。 上 上 1] 

戴 维 斯 在 普林斯顿 读 研 究 生 的 时 候 ， 发 现 上 自己“ 完全 没 办 法 不 想 希 尔 
伯 特 的 第 10 问 题 ， 我 认为 ， 对 于 这 个 如 此 困难 的 问题 我 几乎 不 可 能 看 到 
出 路 ， 我 试 着 将 自己 的 注意 力 从 它 号 上 移 开 ， 却 发 现 做 不 到 ”， 虽 然 戴 
维 斯 的 博士 论文 确实 涉及 了 这 个 主题 。 

马丁 - 戴 维 斯 参加 国际 数学 大 会 时 刚刚 拿 到 博士 学 位 。 朱 者 亚 还 记得 
马丁 ' 戴 维 斯 当时 对 她 论文 的 反应 有 点 让 人 费解 : “我 记得 他 说 过 ， 他 并 
不 觉得 我 的 论文 对 解决 硕 尔 伯 特 问题 有 什么 帮助 ， 因 为 论文 里 只 是 一 系 
APIS. R, WE, ROAR AS. "LALA RAW: “我 确 
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朱 莉 亚 和 她 的 姐姐 康 斯 坦 斯 自从 长 大 后 就 很 少 在 一 起 ， 但 在 1950 
年 ， 康 斯 坦 斯 嫁 给 了 内 和 尔 : 雷 德 ， 旧 金山 大 学 的 法 律 系 学 生 。 从 此 她 们 
住 得 很 近 并 经 利 来 往 ， 关 系 变 得 非常 密切 。 在 罗宾逊 夫妇 的 鼓励 下 ， 康 
斯 坦 斯 写 了 她 的 第 一 本 书 《 从 0 到 无 穷 》 (From Zero to Infinity, 

1955) 。 在 她 们 姐妹 去 了 哥 廷 根 * 绷 对 ?后 ， 康 斯 坦 斯 又 写 了 一 本 关于 和 硕 





























尔 伯 特 的 传记 《1970) 。 我 在 本 书 的 第 3 章 中 大 量 参考 了 这 本 传记 。 康 
斯 坦 斯 随后 又 写 了 几 本 传记 ， 她 笔下 的 人 物 有 理 查 德 : 柯 朗 (1976) 、 
AS (1982) . E.T. 贝尔 (1993) 。 后 来 ， 她 专门 写 了 一 本 书 献 给 妹 
tk: (RAL: 数学 人 生 》 ulia: A Life in Mathematics, 1996) . 
fE19584E. 1959F M1907 EWR, Ly ] RAN dh d ER PS 
(1926—) 一 起 共事 。 普 特 南 更 为 人 们 熟知 的 吴 份 是 哲学 家 ， 但 是 他 在 
数学 和 哲学 方面 的 造 讶 都 很 深 。1959 年 夏 ， 他 们 开始 将 朱 莉 亚 的 方法 引 
入 到 工作 中 。 最 后 ， 他 们 寄 给 朱 莉 亚 一 份 其 论文 的 草稿 。 朱 莉 亚 改进 了 
其 中 的 一 部 分 ， 三 个 人 联名 完成 了 这 份 新 的 论文 “指数 丢 番 图 方程 的 判 
定 问 题 ”(The Decision Problem for Exponential Diophantine 
Equations) ， 并 于 1961F RX. 4l 
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的 一 种 变形 ， 它 允许 指数 以 几 种 形式 出 现 : ABTEBUABERUOmE, BLAS 
量 次 需 ， 变 量 的 常数 次 需 〈 也 就 是 一 般 的 丢 番 图 方程 ) 。 戴 维 斯 戴 普 特 
南 普 朱 莉 亚 合作 的 这 篇 论文 ， 在 第 二 句 话 提 到 : 证 明 的 结果 是 “并 没有 
一 般 的 算法 来 判定 指数 丢 番 图 方程 是 否 有 正 整 数 解 ”。 

现在 ， 离 否定 希 尔 伯 特 第 10 问 题 仅 一 步 之 过 ， 这 关键 的 一 步 就 是 戴 
维 斯 称 之 的 “ 朱 莉 亚 : 罗 宾 进 假定 ”>。 卫 51 这 个 假定 是 说 存在 近似 指数 级 
增长 的 丢 番 图 关系 ， 这 也 强 涵 了 指数 关系 本 吴 就 是 丢 番 图 关系 ， 也 束 是 
说 ， 指 数 丢 番 图 方程 可 以 表示 为 一 般 的 丢 番 图 方程 。 

20 世 纪 60 年 代 ， 打 和 草 亚 一 直 是 伯克利 的 讲师 ， 讲 授 数 学 (其 中 一 个 
学 期 讲授 的 是 哲学 ) ， 偶 尔 从 事 和 发 表 一 些 希 尔 伯 特 第 10 问 题 的 研究 。 
在 1969 年 的 《数论 的 研究 现状 》 (Studies in Number Theory) 中 ， 她 写 
了 40 页 篇 幅 的 一 章 来 总 结 当 时 数论 研究 的 进展 ， 这 章 提 出 了 一 个 最 为 重 


要 的 难题 : 


关系 r= St 是 于 和 盔 图 关系 吗 ? 如 果 是 ， 所 有 的 指数 丢 番 图 方 
程 都 可 以 丛 换 成 等 价 的 有 更 多 变量 的 丢 番 图 方程 。 忆 外 ， 所 有 
的 递归 可 枚 举 关 系 也 都 是 丢 番 图 关系 ， 因 此 和 希 尔 伯 特 的 第 10 问 
题 不 可 判定 。 目 前 为 止 ， 我 们 依然 不 知道 是 不 是 这 样 。-l61 


20 世 纪 60 年 代 ， 戴 维 斯 在 雷 铭 利 尔 理工 学 院 和 纽约 大 学 授课 ， 经 和 
有 机 会 讲授 希 尔 伯 特 的 第 10 问 题 。 如 果 有 人 请 他 预测 这 个 问题 的 可 解 性 
或 不 可 解 性 ， 他 就 会 像 希 伯 来 圣经 里 的 先知 那样 ， 说 出 早已 准备 好 的 回 
答 : “我 认为 朱 莉 亚 : 罗 宾 逊 假定 是 成 立 的 ， 而 且 它 会 被 一 个 聪明 的 年 轻 
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尤 里 . 马 蒂 亚 塞 维 奇 于 1947 年 出 生 在 俄罗斯 的 圣彼得堡 〈 即 前 苏联 的 
列宁 格 勒 ) ， 他 高 中 时 候 的 学 校 很 注意 学 生 数 学 和 科学 素质 的 培养 。 马 
带 亚 塞 维 奇 17 岁 的 时 候 进 入 国立 列宁 格 勒 大 学 学 习 ，1966 年 就 在 莫斯科 
进行 的 国际 数学 家 大 会 上 发 表 过 演讲 。1970 年 ， 他 从 斯 捷克 洛 夫 数学 研 
究 所 列宁 格 勒 分 部 〈 也 就 是 著名 的 LOMI) 取 到 了 博士 学 位 。 

马 带 亚 塞 维 奇 第 一 次 昕 说 希 尔 伯 特 第 10 问 题 是 在 1965 年 ， 当 时 他 在 
国立 列宁 格 勒 大 学 读本 科 二 年 级 。 他 的 导师 马 斯 洛 夫 (1939 一 1981) $ 
描 淡 写 地 告诉 他 : “ 试 着 去 证 明 丢 番 图 方程 的 不 可 解 性 。 这 个 问题 也 叫 
做 希 尔 伯 特 第 10 问 题 ， 但 你 不 必 理 会 这 些 。*” 他 还 向 马 蒂 亚 塞 维 奇 推荐 
了 一 种 研究 方法 : “现在 ， 不 可 解 证 明 的 通常 途径 是 ， 将 需要 证 明 的 问 
题 规约 到 已 知 证 明 的 其 他 不 可 解 的 问题 上 。?” 马 斯 洛 夫 不 推荐 马 蒂 亚 塞 
维 奇 看 关于 希 尔 伯 特 第 10 问 题 的 相关 研究 文献 ， 他 说 :“ 关 于 这 个 问 
题 ， 现 在 只 有 几 个 美国 数学 家 发 表 了 一 些 研究 成 果 ， 你 不 需要 看 ..…. 美 
国人 至 今 还 没 证 明 这 个 问题 ， 所 以 他 们 的 方法 很 可 能 不 恰当 。”[181 

几 年 里 ， 马 蒂 亚 塞 维 奇人 尝试 了 一 些 不 同 的 方法 解决 希 尔 伯 特 第 10 问 
题 ， 但 都 陷入 了 死 衣 同 。 他 对 这 个 世界 难题 的 病 迷 逐渐 传 届 了 国立 列宁 
格 勒 大 学 的 校园 。 一 位 教授 嘲笑 他 : “你 证 明了 和 希 尔 伯 特 第 10 问 题 不 可 
fg qu? 还 没有 ? 那么 你 将 无 法 从 这 里 毕业 ! ”[Ll91 马 蒂 亚 塞 维 奇 最 后 
决定 读 一 读 美 国人 的 论文 ， 这 其 中 包括 了 最 重要 的 1961 年 戴 维 斯 年 普 特 
南 普 朱 莉 亚 合 著 的 论文 。 

1970 年 新 年 刚 过 ， 马 带 亚 塞 维 奇 找 到 了 一 个 与 斐 波 那 契 数 有 关 的 满 
足 朱 莉 亚 : 罗 宾 进 假设 的 丢 炙 图 关系 。 他 当年 只 有 22 岁 。 他 在 1 月 底 做 了 
关于 和 希 尔 伯 特 第 10 问 题 不 可 判定 的 第 一 次 公开 报告 ， 很 快 传 通 了 世界 。 
朱 莉 亚 . 罗 宾 逊 写 信 给 他 : “让 我 特别 高 兴 的 是 ， 如 果 你 真 的 才 22 岁 ， 那 
当 我 最 初 提出 那个 猜想 的 时 候 ， 你 还 是 个 孩子 ， 而 我 不 得 不 等 你 长 大 ! 
« [20] 
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奇 夫妇 。 在 接 下 来 的 几 年 间 ， 他 们 通过 邮件 在 丢 番 图 方程 的 问题 上 又 合 
作出 了 几 篇 文章 。 

马丁 . 戴 维 斯 在 《科学 美国 》 杂 志 -2 上 就 希 尔 伯 特 第 10 问 题写 了 一 
篇 脸 炙 人 口 的 文章。1982 年 ， 多 佛 出 版 社 再 版 经 典 闭 作 《 可 计算 性 和 不 
可 判定 性 》 时 ， 他 又 写 了 一 篇 更 有 技术 性 的 文章 作为 这 本 书 的 附录 二 。 
1974 年 5 月 ， 美 国 数学 学 会 在 北 伊利 诡 伊 斯 大 学 举行 了 一 场 纯 数学 的 座 
谈 会 ， 这 次 会 议 专注 于 和 硕 尔 伯 特 问题 。 戴 维 斯 、 马 背 亚 塞 维 奇 和 朱 和 莉 亚 
共同 呈现 了 一 篇 文章 : PASAT EE: 负面 解 的 积极 因素 “ (Diophantine 
Equations: Positive Aspects of a Negative Solution) [221 ， 在 其 中 探讨 了 

















从 丢 番 图 方程 不 可 解 的 证 明 中 推导 出 来 的 几 个 有 用 结论 。 

由 于 在 解决 希 尔 伯 特 第 10 问 题 中 起 到 的 杰出 作用 ， 朱 者 亚 : 罗 宾 进 广 
为 人 知 。1976 年 ， 她 终于 在 伯克利 普 升 为 正教 授 ， 并 成 为 美国 科学 院 第 
一 位 女性 数学 家 。1982 年 ， 她 成 为 美国 数学 学 会 第 一 位 女 主席 。 她 还 补 
《家 庭 妇女 期 刊 》 (Ladies Home Journal) 列 入 百 位 美国 最 杰出 女性 的 
wea, [23] 
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匿名 捐赠 了 部 分 奖金 ， 用 来 文 持 牛 津 出 版 社 出 版 《 哥 德 尔 文集 》。 这 本 
书 现在 是 每 一 个 研究 数学 逻辑 和 可 计算 性 的 学 者 必 人 参考 的 一 本 图 书 。 

1984 年 ， 朱 和 莉 亚 .罗宾逊 被 诊断 出 患 有 白血病。 她 于 次 年 逝世 ， 享 年 
65 岁 。 她 的 丈夫 拉 裴 尔 罗 宾 逊 在 1995 年 去 世 ， 享 年 83 岁 。 

马 带 亚 寨 维 奇 现在 已 是 花甲 之 年 。 本 书 出 版 时 ， 马 丁 : 戴 维 斯 也 有 80 
岁 了 。 他 们 两 个 人 现在 仍然 活跃 在 数学 界 。 

1993 年 ， 马 蒂 亚 塞 维 奇 号 了 《和 希 尔 伯 特 的 第 10 问 题 》 Cilbert's 
Tenth Problem) ， 很 快 被 抹 省 理工 出 版 社 译 为 英文 出 版 。 虽 然 希 尔 伯 特 
第 10 问 题 不 可 解 的 证 明 占 据 了 这 本 书 的 前 一 百 页 ， 但 马 带 亚 塞 维 奇 重 与 
了 证 明 ， 而 这 个 重 写 后 的 证 明 目 成 体系 ， 几 乎 无 需 引 用 任何 之 前 的 研 
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《布尔 伯 特 的 第 10 问 题 》 的 第 5 章 提 到 了 图 灵机 。 作 为 计算 机 时 代 的 
产物 ， 马 蒂 亚 塞 维 奇 用 现代 编程 语言 的 专业 术语 描述 他 的 机 器 的 工作 原 
理 ， 并 阐述 了 它们 和 程序 设计 语句 的 关系 。 他 证 明了 “图 元 机 不 能 判定 
某 一 类 丢 番 图 方程 是 否 有 解 ， 更 不 要 说 任意 丢 番 图 方程 了 ”。- 二 4 

那个 古老 的 谜语 告诉 我 们 : 丢 番 图 的 童年 占 一 生 的 六 分 之 一 ， 过 了 
十 二 分 之 一 ， 两 颊 长 须 ， 又 过 了 七 分 之 一 ， 找 到 了 终生 伴侣 ;五 年 之 
后 ， 婚 姻 之 神 赐 给 他 一 个 儿子 ， 可 儿子 享年 仅 是 其 父 的 一 半 就 进入 了 订 
冷 的 坟墓， 坊 伤 只 有 靠 研究 数学 问题 去 消解 ， 又 过 四 年 ， 他 也 走 完 了 人 
生 的 旅途 。 

17 个 世纪 后 ， 阿 兰 : 图 灵 在 与 丢 希 图 儿子 相似 的 年 纪 ， 洱 然 长 尖 。 后 
人 借助 他 用 无 与 伦比 的 想象 力 创造 出 来 的 翅膀 才 得 以 继续 探索 人 类 知 蕊 
的 潜力 和 局 限 ， 并 追求 人 类 智 芒 在 逻辑 和 数学 上 的 意义 。 

丢 番 图 和 图 灵 死 后 都留 下 了 谈 题 。 就 像 人 类 的 动机 一 样 ， 一 些 丢 看 
图 方程 有 解 ， 一 些 没有 ， 而 许多 其 他 事情 ， 我 们 永远 都 不 知道 。 
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